2. Teoria L? en geometria compleja y Descomposiciéon de Hodge
Para obtener el Teorema de descomposicién de Hodge en variedades riemannianas necesitamos discutir sobre
operadores diferenciales elipticos entre fibrados vectoriales euclideanos sobre una varieda(ﬂ (M™, g).

Definicion: Sean E y F' dos fibrados vectoriales en (M™, g) derg(E) = r, rg(F) = s. Un operador diferencial
(lineal) de grado d € N de E a F es un operador R-lineal P : (M, E) — € (M, F), u — Pu con

Pu(z) = Y aa(2)Du(x) donde u = (u;)1j<r ¥ aa(z) = ((aa)ij(2))12i<s, 1220 sO0 C™
jal<d

Observacion: Si t € R, entonces la regla de la cadena implica que e*t“(z)P(et“(z)) es un polinomio de grado
d en la variable ¢ de la forma

e~ t@ p(et@)y = 145 (2, du(z)) 4 términos de orden inferior ¢;(2)t/ con j < d
corﬁ op : Ty, — Hom(E, F) funcién polinomial que para = € M y w € T M esta dada por op,, = op(z,w) :
E, 2R" — F, ® R*® con matriz ), _, @a(z)w®, donde w® =Pl
Ejemplos: Supongamos que (E, (-,")g) vy (F,(-,-)F) son fibrados vectoriales euclideanos. Entonces:

1. Integrando por partes, deducimos que el adjunto formal P* : € (M, F) — ¢€°°(M, E) esta dado por
P*u(x) = Z (—1)lly(2) "1 (z) D (y(2)(aa)v(x)) donde y(z) = y/det(gq;),
*“ lal<d
y en particular op-(z,w) = (—=1)%p(z,w)t.

def

2.8 M=R", E=F=%¢R")yP=A=-3", 68—; entonces para u: R™ — R en (M, E)

2
et p(etu®)) = 2. ((;;) +--+ (8u> ) + términos de orden inferior
1

0T,

o (z,du)

y ast op(,w) = —(w] + - +w2) = ||l - Idr.

3. Para (M,g), E = F = &/P(M) de rango r = (7;) y P = A, = dd* + d*d se calcula anadlogamente que
3* -1d, € Hom(E,, F,) = M,«,(R) para w = Z;”:l w; dz;. Por ejemplo, la descripcion

op(x,w) =

en coordenadas del operador de Laplace-Beltrami (i.e., cuando p = 0) implica queﬂ

ou O
e A (et ) tzz a( 6; - + t.o.d., ie., op(r,w) Zg” T)wiwj = —HwHQ Idgr .
7

Definiciéon: Un operador diferencial P : € (M, E) — € (M, F') es eliptico si op(z,w) € Hom(E,, F;) es
inyectivo para todo x € M y todo w € T M. Asi, si rg(E) = rg(F) entonces P eliptico si y solo si P* eliptico.

Teorema (operadores elipticos son de Fredholm): Sea (M, g) variedad compacta orientada y sea (E, (-, ) g)
fibrado vectorial euclideano en M. Entonces, para todo operador eliptico P : (M, E) — ¢€*°(M, E) es un
operador de Fredholm, i.e., verifica que

1. dimg ker(P) < +o00, y luego codimg Im(P) < +o0.
2. €°(M,E) = P(¢>(M, E)) @ ker(P*) es una suma directa ortogonal en L?(M, E).

Idea de prueba: Si P es un operador de orden d € N=! entonces se extiende a un operador lineal continuo
P:W¥2(M,E) — L*(M, E) desde el espacio de Sobolev de secciones con derivadas de orden < d en L%, que es
un espacio de Hilbert. La primera reduccién es construir un parametrix para el operador P, i.e.,

Paso 1. Eziste Q : L2(M, E) — W%2(M, E) con PQ = Id+K y K : L*(M, E) — L*(M, E) operador compacto.
Consideramos ) |, ; fta(2) = 1 particion de la unidad en M donde cada j, esta soportada en un abierto U, C M

que sea difeomorfa a una bola B, C T™ ERm /Z™ en el toro estandar y contenida en el interior de su dominio
fundamental. Usando una funcién cut-off, obtenemos P, : W2(T™)®" — L2(T™)®" con r = rg(E), y donde
cada componente de P, es una pequena pertubacion de un operador de grado puro d y de coeficientes constantes

5Cuando la variedad M es un punto, recuperamos la teoria de operadores elipticos clasica.
bie., op € € (M,Sym(Ty) ® Hom(E, F)).
7En particular, la métrica determina al operador de Laplace-Beltrami y vice-versa.



T, : WE2(T™) — L?(T™). Explicitamente, T, (e**) = i? > lal=d aa£%e y luego si u(x) =Y cgm fr e es
la expansion en serie de Fourier de u € W%2(T™) entonces T, (u)(z) =, czm op(f) €.

Dado que P es un operador eliptico, op(f,) es un isomorfismo para todo f, # 0, i.e., cada T, es un isomorfismo.
Si escribimos @, := T, ! entonces definimos Q : L*(M,E) - W%2(M, E) como Qu = Y oaba Qalpiau), y se
verifica en coordenadas locales que PQu = u + Ku con K : L>(M, E) — W%2(M, E) operador continuo. Por
ultimo, el Teorema de Rellich-Kondracho asegura que la inclusion ¢ : W2(M, E) — L*(M, E) es un
operador compacto, y por ende la composicion K:i=10K: L?>(M, E) — L?*(M, E) también lo es.

Paso 2. Alternativa de Fredholnﬂ. Como —K : L?*(M,E) — L?*(M,E) es un operador compacto, entonces
Ty == 1d—(—K) £ PQ : L*(M,E) — L*(M, E) verifica que Im(Tx) = Im(Tx) y dimg ker(Tx) < +oo, i.e.,

codimg Im(Tx) < +oo. Ademés, Im(Tk) = ker(T3)*, y ker(Tx) = {0} si y solo si Im(Tx) = L*(M, E).

Dado que Txu £ P(Qu), tenemos que Im(Tx) C Im(P) y en particular codimg Im(P) < 4o0. Esto implica

qu Im(P) es cerrado. Dado que € (M, E) es denso en W2(M, E) tenemos que en L?(M, E) se verifica
(POVE(M, B))*- = (P(€™ (M, )" = ker(PY),

ie., L2(M,E) = Im(P) & ker(P*) = Im(P) & ker(P*) con dimg ker(P*) £ codimpg Im(P) < 400, donde el

operador P* : W%2(M,E) — L%(M, E) extiende al operador eliptico adjunto P* : €°°(M, E) — ¢>(M, E).

En particular, intercambiando el rol de P y P*, deducimos que dimg ker(P) < +oo.

Paso 3. Regularidad eliptica (bootstrapping). Para reducirnos nuevamente al caso de secciones € es necesaria
la desigualdad de Garding, que se demuestra usando operadores pseudo—diferencialeﬁ

Seau € L2(M,E) y k € N. Siv:= Pu e Wk2(M, E) entonces u € W*H42(W, E) y existe Cj, € R>°
tal que |Jul|yrraz < Cp(|lv]lpre + ||lulL2)-

Por otro lado, el teorema de inyecciones de Sobolev para espacios de Héldeﬂ implica que para todo entero
k > (+ 1 dimg (M) se tiene W2(M, E) C €*(M, E). Asi, tenemos que si u € ker(P) (i.e., v =0 € WF2(M,E)
para todo k € N) entonces u € (g WHT42(M, E) = €°°(M, E), y en particular ker(P) = ker(P). Del mismo
modo, deducimos que ker(P*) = ker(P*) y asi L%(M, E) = P(W%2(M, E)) & ker(P*).

Por tltimo, y dado que ker(P*) C (M, E), la desigualdad de Garding implica que podemos extender la
descomposicion ortogonal anterior a W*2(M, E) = P(Wk+t42(M, E)) &+ ker(P*) para todo k € N y con ello
deducir que € (M, E) = P(¢>(M, E)) &~ ker(P*). O

Teorema (Hodge): Sea (M, g) variedad compacta orientada. Entonces, para todo p € {0,...,dimg (M)} hay
un isomorfismo canénico Hiy (M, R) = P(M). En particular, dimg Hip (M, R) < 4o00.

Prueba: Dado que el operador de Hodge-Laplace-Beltrami A, : &/?(M) — «/P(M) es eliptico y formalmente
auto-adjunto, el Teorema anterior implica que @/P(M) = ker(A,) &+ Im(A,) = 7 (M) &+ Im(A,). Ademas,

def

como A, = dd* + d*d, tenemos Im(A,) C d(«P~1(M)) + d* (&Pt (M)) C &/P(M). Méas aun,
L d(e/P71(M)) L d* (/7T (M) pues ((dw,d"n)) = ((d*w,n)) = 0.
L (

2. HP(M) d(zP~1(M)) &t d*(«/PT1(M))) pues si Ayjw = 0 entonces dw = d*w = 0 y luego ({w,dn)) )
((d*w,n)) =0y ((w,d*7)) & ((dw, 7)) = 0.

Asi, concluimos que Im(A,) = d(&/?~1(M)) @+ d* (&P (M)). Para calcular Hi, (M, R) £ ker(d)/ Im(d),
notemos que ker(d) contiene J#P(M) @t d(«/P~1(M)) y que si d*n € ker(d) N d*(«/PT1(M)) entonces la
condicion dd*n = 0 implica que ||d*n||? = ((d*n,d*n)) = ((n,dd*n)) = 0 y luego d*n = 0. Asi,

HhL (M, R) = ker(d)/ Im(d) = (27(M) @t d(o/P~H(M))) /d(«/P~H(M)) = #P(M). O

La extension del Teorema anterior al caso de variedades complejas (X, h) con una métrica hermitiana es
automatico para Ay, con g = Re(h). Por otro lado, si ademés suponemos que nuestra variedad compleja es
de Kahler entonces podremos definir un laplaciano anti-holomorfo Az : &/?9(X) — &/P9(X) y probar una
version mas refinada del resultado anterior.

8Ver H. Brezis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations, Theorem 9.16.

9Ver H. Brezis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations, Theorem 6.6.

10Un operador lineal continuo entre espacios de Banach con cokernel finito-dimensional tiene imagen cerrada (e.g. ver aquf).
11Ver J. Bertin, J.-P. Demailly, L. Illusie, C. Peters, Introduction & la Théorie de Hodge, pag 17.

12Ver H. Brezis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations, Corollary 9.13.


https://mathoverflow.net/a/54984/31724
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~demailly/manuscripts/hodge-smf.pdf

Sea (X,h) variedad hermitiana de dimc(X) = n y sea w — Im(h) = 2(h — h) = %ZMC hjk(z) dze A dZi la

loc
(1,1)-forma real definida positiva asociada a h. Como (X, h) es una variedad orientable (ecuaciones de Cauchy-

Riemann), extendemos la x de Hodge a x : &/P9(X) — /"2 P(X) por la formula u A x0 = (u, v) dvoly, con

dvoly, = (;) det(hji) dzi AdZy A~ Adz AdZ, £ 20 € 7™ (X).
loc n.
Dado que dimg(X) = m = 2n es par, tenemos que d* = (—1)P™*! xodox = —xodox. Comod = 9 + 3
podemos considerar sus adjuntos formales 9* : &Z/PT14(X) — /P4(X) y 8 : /P9 (X) — &/P9(X) y calcular
(tal como en el caso riemanniano) que 9* = —xo0dox*y 9 =—%0dox. En particular, d* = 9* + a9

Definicion: Sea (X, h) variedad hermitiana de dimc(X) = n. Se define el operador laplaciano holomorfo (resp.
anti-holomorfo) &774(X) — &/P9(X) mediante Ay := 00* + 9%0 (resp. Ay := 00 + 8 0). En particular,

jfgp’q(X) :=ker(Az) = {n € @"%(X), Azn = 0} es el espacio de (p, g)-formas J-arménicas en X.

En todo lo que sigue supondremos que w € &/1'1(X) es una forma de Kihler (i.e., dw = 0) y definimos

Li=wA—:aP(X) = P (X) 5 w An el operador de Lefschetz.

Su adjunto A = L* esta dado por A =x"!o Lo pues paran € &#/P4(X)y 7 € &/PTH4+1(X) se tiene
(i, A7) dvoly, EnAx(x 1L *7) EnAWA*RT = (Aw) AFT = Ly A% = (Ln, 7) dvoly,.
Hecho (identidades de Kihler): Sea w € &/!(X) definida positiva, entonces w es una forma de Kéhler

si y solo si para todo punto xg € X existen coordenadas holomorfas (z1,...,2,) centradas en z( tales que
W =13 <;renwik(z) dzj A dZ) cumple wjp = d;i + O(|z|%). En particular, en tal caso se calculaﬁ
loc ——=

[@°,L] =id, ie, [0, LInE0(wAn) —wAd n=idn.

Dado que w es una forma real y dado que % es un operador real (i.e. conmuta con la conjugacion), tenemos que
A /P4(X) — /P~ 1071(X) es un operador real. Asf, la relacion [0, L] = id implica que [0*, L] = —id. Para
operadores P,Q y A € C tenemos (A[P,Q])* = A[Q*, P*], y por ende se tiene [A,d] = —id* y [A, 0] = i0 .

Lema: Sea (X, h) variedad de Kéhler. Entonces, A, = 2A5 = 2A5.
Prueba: La identidad de Kihler i@ = [A,d] implica que Az ©90° +0°0=i(0(0A — AD)) +i(OA — AD)D y
asi Ag = i00A — iADO + i(OAD — OAD). Como i90 cumple 100 = —idd = i0d, y tanto L, A y i(OAD — OAD) son

operadores reales, tenemos que Az es un operador real. Dado que Tg ' Ay, deducimos que para una variedad
de Kihler Ay = Agz. Dado que Ay, =dd* +d*d y d = 9 + 9, deducimos que A, = Ay + Ag. O

Corolario: Sea (X, h) variedad de Kéhler, entonces hay una descomposicion ortogonal
APUX) = APNX) o AP (X)) @ 9 (/P (X)),
y en particular hay un isomorfismo canénico #2%(X) = H2(X) con la cohomologia de Dolbeault.

Prueba: La demostracion es idéntica al caso riemanniano, reemplazando d por 9 y utilizando el hecho que
Ay = %Ag es un operador eliptico formalmente auto-adjunto.

Teorema de descomposicion de Hodge: Sea (X, h) una variedad de Kéhler compacta. Entonces, para todo
k€ {0,...,dimg(X) = 2n} hay una descomposicion

Hiz(X,C)= @ HZI(X) donde HZY(X) = HIP(X).
p+q=Fk

Prueba: Dado que A, = 2A, tenemos % (M, C) £ #*(M) ®r C = D, i i K5 (X). O

Corolario (Teoremas de dualidad): Sea (M, g) (resp. (X, h)) una variedad riemanniana (resp. hermitiana)
compacta orientada de dimg (M) = m (resp. dimc(X) = n). Entonces, la x (resp. *) de Hodge induce:

1. Dualidad de Poincaré: HY; (M,R) = H]; ¥(M,R) para todo p € {0,...,m}.
2. Dualidad de Serre: H%q(X) = Hg_p’"_q(X) para todos (p,q) € N? con p + ¢ < dimg (X) = 2n.

Prueba: Para (M, g) consideramos Hf, (X,R) x Hi; *(X,R) = R, (w,n) — [,,w An. Sea u € #P(M) con
[u] = w # 0, entonces 7 := [xu] # 0 verifica [,, u A xu « Sy (u, u) dvol,, < ((u,u)) > 0, ie., la forma bilineal
anterior es no-degenerada. El caso complejo (X, h) es completamente analogo. O

13Ver P. Griffiths, J. Harris, Principles of Algebraic Geometry, pags 111-114.
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