TAREA 3 — ARITMETICA

PROFESOR: PEDRO MONTERO, AYUDANTE: TOBIAS MARTINEZ
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA

Fecha de entrega:' Hasta el DOMINGO 11 DE JUNIO DE 2023 A LAS 23H59.

Esta Tarea puede ser realizada en grupos de 1 o 2 personas, y se debe indicar el nombre de cada integrante.
Deben escoger 1 de los 2 problemas para resolver. Ademés, es posible realizar la tarea en grupos de 3 personas,
pero en tal caso deben realizar todos los problemas.

Problema A: Extensiones cuadraticas y Ecuacion de Pell (100 puntos)

El objetivo de este problema es utilizar propiedades del anillo de enteros de extensiones cuadréticas reales para
estudiar la ecuacion de Pell dada por
22 —dy? =1,

donde (x,7y) € Z? son las incognitas, y con d € NZ2 es un entero libre de cuadrados que fijaremos en lo que sigue.
Para esto, consideramos K := Q(\/&) C R y recordamos que K/Q es una extension galoisiana con grupo de Galois

Gal(K/Q) = (0 : K = K, a+bVd s a —bVd) ~ Z/2Z.

Recordemos ademas que en este caso Og = Z + Zwy, donde

{ Lﬁ sid=1 (mod 4)
Wq =

Vd  en otro caso.
1. Sea z € Ok. Probar que z € O siy solo si Ng,q(z) € {—1,1}.
En lo que sigue, consideramos la funcion
0: O — R, z+— log|z|.
2. Probar que ¢ es un morfismo de grupos y determinar ker(¢y).
3. Probar que para todo B € R>? el conjunto
{z € 6%, ¢(2)| < B}
es finito. Deducir que el grupo Im(y) es ciclico (i.e., estad generado por uno de sus elementos).
Indicacion: Si z = a+ bv/d con a,b € %Z, expresar N q(z) como producto y acotar superiormente |a).

Recordemos que si € R entonces su parte entera |x| € Z es el entero mas grande que es menor o igual a z, y
que {z} =z — |z] €[0,1] es la parte fraccionaria de x.

4. Sea z € Ry sea N € NZ1. Probar que existen enteros j, k tales que 0 < j < k < N de tal suerte que

. 1
[k}~ {32} < -
Indicacion: Considerar la funcion {0,...,N} = Z, k — | N{kz}].

5. Probar que para todo z € R y todo N € N2 existen p,q € Z con 0 < ¢ < N y con mcd(p,q) = 1 de tal
suerte que
p 1
== < —.
‘ q’ Nq
6. Sea z € R\ Q. Probar que existen infinitos (p,q) € Z* con ¢ # 0 y con med(p, ¢) = 1 de tal suerte que

1
-l

q] ¢
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Aplicando la pregunta anterior a v/d, deducir que si M := 1 4 2v/d entonces el conjunto
{(z,y) € Z*, |2* — dy?| < M y mcd(z,y) = 1}
es infinito.

Pruebe que existen m,zg,y9 € Z con m # 0 y tales que el conjunto de los (x,y) € Z? verificando que
med(z,y) =1, x>0, y > 0, 22 — dy? = m y tales que x = 2o (mod m), y = yo (mod m) es infinito.

Pruebe que existen enteros x1,y1, T2, y2 € Z tales que med(z1,y1) = med(za,y2) = 1, 1 # 22, 1 # —xo,
x1 = x2 (mod m), y1 = y2 (mod m), y tales que

22 —dy? =3 — dy: =m.
Considerando (z1 4+ y1 \/&) (zo— y21/d), pruebe que existe z € O tal que z € Z+ Z+\/d y tal que z ¢ {-1,1}.
Pruebe que la ecuacién de Pell 22 — dy? = 1 tiene infinitas soluciones en Z2.

Pruebe que existe (zg,y0) € Z? con xg — dys = 1 tal que, para toda solucién (z,y) € Z? de la ecuacion de
Pell 22 — dy? = 1 existe ¢ € {—1,1} y m € Z de tal suerte que

x4+ yVd = e(xo + yoVd)™.

Problema B: Extensiones ciclotémicas (100 puntos)

El objetivo de este problema es describir explicitamente la ramificaciéon en ciertas extensiones ciclotémicas. Para
ello, fijamos p > 3 ntmero primo y consideramos ¢ := ¢>™*/? raiz p-ésima de la unidad. Entonces, K := Q(() es el
p-ésimo cuerpo ciclotomico con Gal(K/Q) ~ (Z/pZ)* ~Z/(p—1)Z, y donde ®,(X) = XP 1+ XP~2+... 4+ X +1
es el polinomio minimal de ¢ sobre Q. En todo lo que sigue, consideramos & := ( — 1.

1.

Probar que Z[¢] C Ok, y que (1,¢,...,(P~2) es una base del Z-médulo Z[¢]. Deducir que Z[¢] es estable por
la accion de Gal(K/Q).

Probar que (1,&,...,£P72) es una base del Z-médulo Z[(].

Indicacion: Describir la matriz de cambio de base.

Calcular Trg /q (Ef:_(? aigi) para todo (ag,...,a,—2) € QP71

. Probar que u? (X)= ,u?(X + 1) y deducir el valor de Nk ,/q(§).

. g
Probar que ¢ divide a ¢* — 1 en Z[(] para todo i € {1,...,p — 1}. Calcular Nk /q (il)

Probar que para todo o € Gal(K/Q) se tiene que o(§)/€ € Z[C]*.
Indicacion: Pruebe que z € Ok es una unidad si y sdlo si | Nk q(2)] = 1.

Probar que existe u € Z[¢]* tal que p = u&P~1. Deducir que si n € Z entonces ¢ divide a n en Ok si y s6lo
si n es un miultiplo de p.

Indicacion: Notar que si { divide a n entonces Nk q(&) divide a Nk /q(n).

Pruebe (e.g. usando el item 2) que la inclusién canoénica Z — Z[¢] induce un isomorfismo de anillos

Z/pZ = Z[C)/ ().

En lo que sigue, considere z € Ok y sea (ag, . ..,a,-2) € QP~! tal que z = Ef:_og a; "

9.

10.

11.
12.

Calcule Trk /q((1 — ¢)x) y pruebe que pag € Z. Deduzca (e.g. inductivamente) que pa; € Z para todo
ie{l,...,p—2}.

Pruebe que existe (b, ...,b,—2) € ZP~! de tal suerte que

p—2
pT = Z bitt.
i=0

Pruebe que p divide a by y deduzca que Ok = Z[(].

Calcule (e.g. utilizando resultados de la Tarea 2) el discriminante dg € N, y determine el indice de ramifi-
cacion eq de q := (§) sobre Z. ;Existen otros primos q C Ok que ramifiquen sobre Z?



