TAREA 1 — ARITMETICA

PROFESOR: PEDRO MONTERO, AYUDANTE: TOBIAS MARTINEZ
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA

Fecha de entrega:' Hasta el DOMINGO 16 DE ABRIL DE 2023 A LAS 23H59.

Esta Tarea puede ser realizada en grupos de 1 o 2 personas, y se debe indicar el nombre de cada integrante.

Problemas de clases

1.

Recuerdos de Algebra Abstracta (10 puntos)

Elija sélamente 1 ejercicio para resolver.

1.

2.
FElija

1.

Elija

Sea K un cuerpo y F' € K[X]\ {0} polinomio irreducible. Probar que el anillo cociente K[X]/(F) es un
cuerpo.

Indicacion: Probar que (F) C K[X] es un ideal mazimal.

Sea A un anillo conmutativo, y sea F' € A[X] con coeficiente lider 1. Probar que A[X]/(F) es un A-mo6dulo
libre con base dada por (1, X, ... ’ydeg(F)—l).

Clausura integral (10 puntos)
solamente 1 ejercicio para resolver.

Sea B una A-algebra conmutativa. Supongamos que B es un A-modulo finitamente generado por {eq, ..., en},
y que M es un B-modulo finitamente generado por {f1,..., fn}. Probar que

{e;fj, 1<i<m, 1<j<n}
es un conjunto generador de M como A-moédulo. En particular, M es un A-moédulo finitamente generado.

Encontrar P € Z[X] moénico tal que P(v/2 4+ v/3) = 0.

Sea A C B la clausura integral de A en B. Demostrar que A = A, es decir, que si & € B es entero sobre A
entonces necesariamente a € A.

Sean A C B anillos conmutativos con B entero sobre A, sea q un ideal primo de B y defina p := q N A.
Demuestre que p es un ideal primo y que B/q es entero sobre A/p.

Extensiones de cuerpos y Anillos de enteros (20 puntos)

2 ejercicios para resolver.

. Sean L/K y M/L extensiones de cuerpos. Probar que:

(a) Si L/K es una extension finita, entonces L/K es una extension algebraica.
(b) [M: K] = [M: LJ[L:K].
(c) Si a € L es algebraico sobre K, entonces uX € K[X] es un polinomio irreducible, y ademés
K[X]/{ps) = Kla] = K(a)
es un isomorfismo de cuerpos.
(d) Deducir que [Q(v/2) : Q] = 2.
Calcular Tre/r(a) y Ne/r () para todo o € C.

Calcular el discriminante di para K = Q(v/d) con d € Z\ {0} entero libre de cuadrados (i.e., de la forma
d = +py - - p, donde los p; son primos distintos).

IFactor de retraso: 0.7 por 1 dia de retraso, 0.55 por 2 dias de retraso, 0.01 por 3 dias de retraso.



4. Sea L/K una extension cuadratica (i.e., [L : K] = 2) y sea a € L\ K tal que L = K(«), y donde
pE = X2+bX +c € K[X] es el correspondiente polinomio minimal. Calcular Try, jk (1), Try, jx (@) y Try, x (o?)
en términos de b, c € K y deducir que el discriminante de la forma bilineal

B:LxL—K, (z,y) = B(z,y) := Try, /x (zy)

estd dado por b? — 4c (i.e., coincide con el discriminante del polinomio X2 + bX + c¢).

Problema 1 (20 puntos)

El objetivo de este problema es probar una version efectiva del Teorema del Elemento Primitivo para cuerpos
de nameros. Concretamente, probaremos que si K = Q(aq,...,a4) es una extension finita de Q entonces existe
a € K tal que K = Q(a).

Para comenzar, considere el caso particular en que K := Q(a, 3). Sean f(X) = puQ(X),g(X) := ,uBQ(X) los
polinomios minimales de « y 8 sobre Q con deg(f) = n,deg(g) = m, y sean aq,...,a, € Cy B1,...,8n € C las
raices de f y g con a1 = a, 51 = B.

1. Pruebe que a; # a; para i # j.

2. Pruebe que existe A € Q tal que
a; — &

A
#B—ﬁj’

para todos i € {1,...,n} y j€{2,...,m}.
Indicacion: Notar que Q es un cuerpo infinito.
Con la notacion del item (2), definamos 6 := a + A y h(X) := f(0 — A\X).
3. Demuestre que med(g(X),h(X)) = X — 8 en el anillo Q(0)[X].
4. Del resultado anterior (y de la definicion de 6) concluya que «, 8 € Q(6) y luego K = Q(6).

5. Demuestre, usando induccion, el caso general en que K = Q(ayq, ..., aq).

Problema 2 (20 puntos)

El objetivo de este problema es estudiar cuerpos ciclotémicos. Para ello consideremos m € N2! fijo, y definamos
inductivamente el m-ésimo polinomio ciclotémico @,,(T) € Z[T] mediante la férmula

T —1 =[] 2a(D).
d|

Alternativamente, ®,,(T) = H (T — > /™) " donde deg(®,,) := ¢(m) es la funcion ¢ de Euler.
1<k<m
med(k,m)=1
1. Calcular explicitamente ®g(T).

2. Sea p un nimero primo. Pruebe que ®,(T) es irreducible sobre Q[T aplicando el criterio de Eisenstein® al
polinomio F(T) := ®,(T' + 1) € Z[T].

3. Sea p un nimero primo y k¥ € N=!. Demuestre que @, (T) = @p(Tpk_l) y concluya que ®,,(T") es irreducible
en Q[T cuando m = p* es una potencia de un primo.

Para analizar el caso general con m € N=! arbitrario, consideremos un primo p que no divida a m y supongamos
(por contradiccion) que P,,(T) tiene un factor g(7') monico irreducible. Asi,

T —1=g(T)h(T) donde ¢(T),h(T) € Z[T)
por el Lema de Gauss. Sea « € C una raiz de g(7T).

3. Probar que o” es una raiz de 7™ — 1. Deducir que si g(aP) # 0 entonces g(7') divide a h(TP).

2l criterio de Eisenstein afirma que si p es un nimero primo y F(T) = T" 4+ an—1T" ' + ...+ a1T + ap € Z[T] es tal que p
divide a todo a; con i € {0,...,n — 1} pero p? no divide ag, entonces F(T) es irreducible en Q[T.



4.

5.

Use el hecho de que en el anillo F),[T] se cumple el freshman’s dream h(T?) = h(T)P para demostrar que si
h(a?) = 0, entonces T™ — 1 tiene una raiz doble en F,,. Use el criterio de la derivada® para verificar que esto
no es posible y concluya que g(a?) = 0 para todo primo p que no divide a m.

Concluya que ®,,(T) y g(T') tienen los mismos ceros y por tanto son iguales, con lo cual ®,,(7T) es irreducible.

Observacion: La extension Q((,,) ~ Q[T]/P(T) es llamada la m-ésima extension ciclotémica de Q, donde ¢,
es una raiz m-ésima primitiva de la unidad. Note que [Q((n) : Q] = ¢(m), el valor de la funcion ¢ de Euler en m.

Problema 3 (20 puntos)

El objetivo de este problema es calcular explicitamente anillos de enteros y discriminantes. Para ello consideramos
el siguiente algoritmo (que, en la Tarea 1, aceptaremos como correcto):

Paso 1

PAaso 2

Paso 3

PaAso 4

PAso 5

PAso 6

Paso 7

PAso 8

Sea K = Q(ay,...,q,) una extension de grado [K : Q] = d. Use el Problema 1 para determinar v € K tal
que K = Q(7).

Encuentre m € Z tal que @ = my € Ok. De esta forma K = Q(«).

Defina 3; = o'~! para cada i € {1,...,d — 1}. Calcular A(By,...,B3n) = det((Trx /q(BiBj)1<i,j<a) € Z.
Para esto altimo, puede utilizar directamente el siguiente hecho (sin demostracion):

Hecho: Supongamos que [Q(a) : Q] = d y escribamos f := uQ = (X — 1) --- (X — ag) en C[X].
Entonces, A(1,a,...,ad" 1) = [Licj(ay - o;)? = (=1)U=D2NG ) g (' (a)).

Si A(B1,...,084) es libre de cuadrados, entonces Ok = Z[a] v dx = A(P1,...,Bq4). En caso contrario,
considere el siguiente paso.

Considere el conjunto
A :={p € N primo tal que p*|A(B1,...,Bq)}.

Para cada p € A defina el conjunto finito
Ay ={y=mip1 +...+ mgBq donde m; € {0,1,...,p— 1}, (m1,...,mq) # (0,...,0)}.

Si para todo p € A no existe y € A, tal que y/p es entero, entonces los §; generan a Ok y deducimos que
Ok =Z]a) y dx = A(B1,...,B4). En caso contrario, considere el siguiente paso.

Sea p € A tal que p? divide A(By,...,B4) y sean my,...,mq € {0,1,...,p— 1} no todos nulos tales que y/p
es entero, donde y = my 81 +. .. +mqgfq4. Si algtin m; = 1, considere el siguiente paso. En caso contrario, tome
un m; # 0y escoja un entero r tal que rm; = 1 (mod p). Parai € {1,...,d}, sea u; € {0,1,...,p—1} el tdnico
entero congruente a rm; (mod p). Note que p; = 1, por construcciéon. Reemplace y por p1 81 + - - + pafa-

Escoja el indice j tal que m; =1, y defina

/. /Biv siq 7é ja
51 . . .
y/p, sii=j.

Por construccion, los 31, ..., 8, € Ok y ademas A(f,...,5)) = p%A(ﬁl, ooy Ba)-

Repita el procedimiento para f1, ..., 3

Use el algoritmo anterior para encontrar el discriminante y el anillo de enteros del cuerpo K = Q(«), con

1

-5

3Un polinomio no-constante F € K[X] tiene una raiz multiple en K si F' y su derivada F’ tienen al menos una raiz en comun.
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