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Problema 1

Durante todo este problema consideraremos el grupo de Heisenberg dado por las matrices

1
H:= 0 , Ty, 2z € R »,
0

(=il
— W

y en particular H es un grupo de Lie difeomorfo a R3, y escribiremos (x, v, 2) € H. Para u € H denotamos la multiplicaciéon
izquierda por u como L, : H — H, h — uh y consideraremos los siguientes campos vectoriales

0 0 0 0

Recuerde que LY A = A, L} B = By L} C = C para todo u € H. Sea g la métrica Riemanniana en H tal que (A(u), B(u), C(u))
es una base ortonormal de T,,H para todo u € H, y sea V la conexion de Levi-Civita asociada.

(a) Pruebe que L,, es una isometria para todo u € H.

(b) Usando la identidad de Koszul
VXY, Z)y =2x Y, Z2)g+ v (Z,X)g — L7(X,)Y)g + ([ X,Y],Z), — ([X,Z],Y), — (¥, Z],X)4

pruebe las identidades siguientes:

VAA =0, VpA=-1C, V¢A=-1B,
VaB = 1C, VsB =0, VeB = 3A,
VaC=-3iB, VpC=3iA, Vel =0.

(c¢) Usando (b), plantee las ecuaciones geodésicas para una curva u(t) = (z(t), y(¢), 2(t)) en H.

Problema 2

Sea (M, g) una variedad Riemanniana compacta y orientada con borde OM # {).
(a) Demuestre que para todo X € I'(T'M), existe una tinica funcién suave denotada por div(X) tal que'
d(ixvoly) = div(X) volg,
donde vol, = V/det(gi;) da' A -+ Adz™. Pruebe (e.g., usando la formula magia de Cartan Ly = dotx + tx o d) que
div(fX) = fdiv(X) + (grad, (f), X)g,

donde grad,(f) € ['(T'M) es el campo vectorial gradiente de f, obtenido como el g-dual de df € Q' (M) (ie.,
determinado por la condicion (grad,(f), X), = (df)(X) = Zx(f) para todo X € T(TM)).

(b) Denote por 7 al vector normal unitario exterior al borde OM y por vol la forma volumen inducida por la métrica
restringida g|aas sobre el borde. Demuestre (e.g. usando (a) y el Teorema de Stokes) que

/ div(X) vol, — / (X, 7) vol.
M oM

Indicacion: Para calcular (vx volg)|amr = (W, X),4 vol considere en cada p € OM una base ortonormal (e2,...,€n) de
T,0M tal que voly(p) =i Aes A--- Ael y escriba X = ail + 30, X'e;.

(¢) Demuestre que
/ (grad,(f), X), vol, = —/ fdiv(X)volg—i—/ F(X, i)y vol.
M M oM

1Recuerde que si w = udzl A--- Ada™ € QM) y X e xi a(zi € I'(TM), entonces txw Io:cuzzizl(fl)iXidxl Ao Adzi A Adz




Problema 3

Sean (M1, ¢1) y (Ma, g2) dos variedades Riemannianas, y sea M := My x M, la variedad producto. Si p = (p1,p2) € M
entonces T, M = T,, M; & T}, M y notamos X = X; 4+ X3 la descomposicion de X € T, M sobre esta suma directa. Sea g la
métrica Riemanniana sobre M definida por:

9(X,)Y) = g1(X1, Y1) + g2(X2, Y2).

(a) Sean V!, V2 y V las conexiones de Levi-Civita de My, My y M. Supongamos que X; es un campo vectorial sobre M;
y X2 un campo vectorial sobre M;. Entonces consideramos el campo vectorial X sobre M definido por:

X(p) = X1(p1) + Xa(p2).

Consideramos de la misma manera un campo vectorial Y (p) = Y1(p1) + Ya(p2), donde Y; es un campo vectorial sobre
M;. Probar que se tiene:
VxY =V Y + Vi, Ys.

(b) Sean R, R? y R las curvaturas de My, My y M. Probar que:
9(R(X,Y)Z,T) = g1(R'(X1,Y1)Z1, Th) + g2(R* (X2, Y2) Z2, T).

(c) Calcular las curvaturas seccionales de S™ x S!, donde la esfera S™ y el circulo S! estéan dotados de sus métricas estdndar.

Bonus (20 puntos)
Demuestre la primera identidad de Bianchi: R(X,Y)Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y = 0 para todos X,Y,Z € I'(TM).



