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Problema 1

Durante todo este problema consideraremos el grupo de Heisenberg dado por las matrices
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H:= 0 , Ty, 2z € R »,
0

(=il
— W

y en particular H es un grupo de Lie difeomorfo a R3, y escribiremos (x, v, 2) € H. Para u € H denotamos la multiplicaciéon
izquierda por u como L, : H — H, h — uh y consideraremos los siguientes campos vectoriales
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(a) Pruebe que L}A= A, LB =By L:C = C para todo u € H.
(b) Sea %, := (A, B) y 95 := (B, C) distribuciones de rango 2 en H. Pruebe que una de ellas es una foliacion y la otra no.

(c) Sea Z la foliacion del item (b). Determine la superficie integral S C H pasando por un punto arbitrario (a, b, c) € H.

Indicacion: Si S = {(z,y,2) € R?, f(z,y,2) = 0} es una superficie entonces ker(d, f) = T,S = Z, & (d, f)(X(p)) =0
para todo X (p) € P, obteniendo un sistema de EDP que debe ser resuelto explicitamente para obtener S.

Problema 2

Sean > 1y sea T" := V/T un toro de dimension n, donde V := R™ y donde I' = Zvy @ - - - Zv,, = Z" es un reticulado en
V. Denotaremos por 7 : V. — T", z — [z] la proyeccion canonica y para a € V denotamos T, : V=V, z+— x +a y por
Te : T — T, [z] = [z + a]. En particular, si a € T entonces 7, = Idpn.

(a) Una 1-forma diferencial w € Q'(T") es invariante si 7w = w para todo a € T". Pruebe que para toda 1-forma
invariante w existen constantes ci,...,c, € R tal que 7*w = Z?:l c; dx;.

(b) Sea w € Q}(T™) una 1-forma cerrada (i.e., tal que dw = 0) arbitraria. Pruebe que para todo a € V se tiene que la
1-forma diferencial 7w —w es exacta, i.e., existe n € €°°(T") tal que 7w —w = dn. Para esto ultimo, piense a w como
una 1-forma diferencial en R™ que es I-periodica, i.e., w = > 1, w;(x)dz; con w;(x + a) = w;(x) para todo a € T', y
considere la funcién

n(z) = / sz(x + ta)a; dt.
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(c) Por (a) y (b), tenemos que hay una aplicacion lineal sobreyectiva A'V* 2= V* — Hip (T"), w = S0 ¢;dz; — [w].
Pruebe que dicha aplicacion es inyectiva integrando en la curva cerrada v; C T™ dada por 7;(t) = [tv;] con t € [0, 1].

Cultura general: Calculos completamente analogos, permiten probar que para todo p > 1 se tiene H5p (T7) = APV*, ie.,
toda p-forma diferencial cerrada en un toro es cohomologa a una p-forma constante.

Problema 3

Sean r, R € R”? con R > r. Consideramos al toro T? := S! x S! con coordenadas polares (6, ) y consideramos la funcién
. D
nyectiva

f:T? <R3 (0,9) — (R+rcosb)cosp, (R +rcosh)sing,rsinf).
(a) Pruebe que f es un incrustamiento.

(b) Sea g := f*gean el pullback de la métrica Riemanniana canénica de R? por f. Pruebe que
g =7r2(d0)? + (R + rcos6)*(dp)*.
(c) Calcule vol(T?, g).

Bonus (20 puntos)

Enuncie y demuestre el Teorema de Stokes.

1No es necesario que pruebe la inyectividad de f.



