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1 Recuerdo

Sea V » Rn un R-ev y sea k P Ně1. Entonces
Źk

V ˚ :“ tα, V ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ V Ñ R, k-forma multilineal alternadau y si
α P

Źk
V ˚ entonces escribimos |α| “ degpαq :“ k. Definimos

Ź0
V ˚ :“ R y

Ź¨
V ˚ :“

À

kě0

Źk
V ˚. Además,

1. Si B “ pe1, . . . , enq base de V y B˚ “ pe˚
1 , . . . , e

˚
nq base dual de V ˚, entonces tei1 , . . . , eikui1ă¨¨¨ăik es una

base de
Źk

V ˚ (y luego dimR
Źk

V ˚ “

˜

n

k

¸

). Aquí, si ℓ1, . . . , ℓk P V ˚ entonces pℓ1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ℓkqpx1, . . . , xkq :“

ř

σPSk
ϵpσqℓ1pxσp1qq ¨ ¨ ¨ ℓkpxσpkqq.

2. El producto ^ (cuña, wedge, exterior) se extiende a
Źk

V ˚ ˆ
Źl

V ˚ Ñ
Źk`l

V mediante pα, βq ÞÑ α ^ β

(e.g. usando bases) y cumple β ^ α “ p´1q|α||β|α ^ β

3. Si u : V Ñ W es R-lineal y ut : W˚ Ñ V ˚, ℓ ÞÑ ℓpup¨qq, entonces definimos ^kut :
Źk

W˚ Ñ
Źk

V ˚, ω ÞÑ

p^kutqpωq con p^kutqpωqpx1, . . . , xkq :“ ωpupx1q, . . . , upxkqq. Por definición, p^kutqpα ^ βq “ p^kutpαqq ^

p^kutpβqq.

4. Si px1, . . . , xnq son coordenadas en Rn, entonces e˚
i “ dxi y luego todo ω P

Źk
V ˚ se escrive como ω “

ř

i1ă¨¨¨ăik
ωi1¨¨¨ikdx

i1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik con ωi1¨¨¨ik P R.

Definición 1.1. Sea Mn una variedad y sea
Źk

T˚M el fibrado vectorial con fibras
Źk

T˚
p M,@p P M . Una

k-forma diferencial es ω P ΓpM,
Źk

T˚Mq “: ΩkM . Además, Ω0M :“ C 8pMq y Ω¨ :“
À

kě0 Ω
kpMq. Concreta-

mente, si px1, . . . , xnq son coordenadas locales de M entonces en la carta U Ă M se tiene ω loc
“

ř

i1ă¨¨¨ăik
wi1¨¨¨ikdx

i1^

¨ ¨ ¨ ^ dxik con ωi1¨¨¨ik P C 8pUq.

Construcción(Pullback): Sea fM Ñ N suave y α P ΩkN . Se define f˚α P ΩkM mediante pf˚αqpβq :“

^kpdxfqtαppq, y se cumple f˚pα ^ βq “ f˚α ^ f˚β. Por ejemplo si fpu, vq “ puv, u2q y α “ xdx ^ dy en-
tonces f˚α “ 2u3vdv ^ du.

Definición 1.2. Definimos la aplicación lineal d : Ω¨pMq Ñ Ω¨pMq llamada diferencial exterior. Esta cumple

ω
loc
“

ÿ

i1ă¨¨¨ăik

fi1...ikdx
i1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik ùñ dω

loc
“

ÿ

i1ă¨¨¨ăik

dfi1...ikdx
i1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik

Definición 1.3. M es orientable si su estructura diferenciable viene inducida por un atlas en que todos los cambios
de cartas ϕ con Jpϕq ą 0. Una orientación en M es la elección de un atlas maximal con dicha propiedad (no de un
atlas maximal que cumple la propiedad, sino de un atlas que es maximal entre los atlas que tienen la propiedad).

Definición 1.4. Si Mn es variedad y ω es una n-forma global que es positiva en cada p P M , entonces decimos
que ω es una forma de volumen.

Proposición 1.1. Toda variedad orientable admite una forma de volumen (usar particiones de la unidad). Recíp-
rocamente, toda forma de volumen sobre M induce una orientación.
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Construcción (integración de n-formas) sea Mn una variedad orientada, y sea ω P Ωn
c pMq una n-forma con soporte

compacto. Si el soporte está contenido en una única carta u Ă Mn con coordenadas px1, . . . , xnq, entonces
ω

loc
“ fdx1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxn con f P C 8

c pRnq y es tal que

ż

M

ω :“

ż

Rn

fpxqdx1 ¨ ¨ ¨ dxn

Teorema 1 (Teorema de Stokes). Sea M variedad con borde i : BM ãÑ M , orientada y sea ω P ΩnpMq entonces

ż

m

dω “

ż

BM

i˚ω

en particular si BM “ H entonces
ş

M
dω “ 0.

2 Ejemplo

Ejemplo 2.1. De el recuerdo se tiene que pe˚
1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ e˚

kqpei1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ eikq “

$

&

%

˘1 si ti1, . . . , iku “ t1, . . . , ku

0 si no
con

el signo determinado por el signo de la permutación necesaria para llevar p1, . . . , kq en pi1 . . . , ikq.
Si e1, e2, e3 es la base canónica de R3 y e˚

1 , e
˚
2 , e

˚
3 es la base dual, escribamos ω “ e˚

1 ^ e˚
2 entonces

pe˚
1 ^ e˚

2 q

¨

˚

˝

¨

˚

˝

2

3

0

˛

‹

‚

,

¨

˚

˝

1

1

´2

˛

‹

‚

˛

‹

‚

“pe˚
1 ^ e˚

2 qp2e1 ` 3e2, e1 ` e2 ´ 2e3q

“2ωpe1, e1q ` ωpe1, e2q ´ 2ωpe1, e3q ` 3ωpe2, e1q ` 3ωpe2, e2q ´ 6ωpe2, e3q

“1 ´ 3 “ ´2

3 Ejercicios

1. En cada uno de los siguientes casos, M y N son variedad suaves; F :M Ñ N es un mapa suave; y ω es una
forma diferencial en N . En cada caso, calcule dω y F˚ω, y verifique directamente que F˚pdωq “ d pF˚ωq.

(a)
M “ N “ R2

F ps, tq “
`

st, et
˘

ω “ xdy

(b)
M “ R2 y N “ R3;

F pθ, φq “ ppcosφ` 2q cos θ, pcosφ` 2q sin θ, sinφq

ω “ ydz ^ dx

Solución:

(a) Tenemos
dω “ dx^ dy

tenemos
F˚ω “ F˚pxdyq “ stdpetq “ stetdt

y
F˚pdωq “ dpstq ^ dpetq “ ptds` sdtq ^ etdt “ tetds^ dt
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mientras que
dpF˚ωq “ dpstetq ^ dt “ tetds^ dt

(b) Tenemos
dω “ dy ^ dz ^ dx “ dx^ dy ^ dz

tenemos

F˚pωq “ppcospφq ` 2qq sinpθqdpsinpφqq ^ dppcosφ` 2q cospθqq

“pcospφq ` 2q sinpθq cospφqdφ^ pp´ sinpφqdφ´ sinpθqpcosφ` 2qdθqq

“pcosφ` 2q2 sin2pθq cospφqdφ^ dθ

y

F˚pdωq “dppcosφ` 2q cos θq ^ dppcosφ` 2q sin θq ^ dpsinφq

“pp´ sinφq cos θdφ´ sin θpcosφ` 2qdθq ^ pp´ sinφq sin θdφ` cos θpcosφ` 2qdθq ^ cosφdφ

“0

mientras que
dpF˚pωqq “ 0

claramente.

2. Encontrar el conjunto de R2 donde las formas diferenciales

α “ x dx` y dy, β “ y dx` x dy

sean linealmente independientes y determine los campos duales tX,Y u en este conjunto.

Solución: Tenemos det

˜

x y

y x

¸

“ x2 ´ y2 ‰ 0 exactamente en R2ztpx, yq : x “ ˘yu. Por tanto α y β son

linealmente independientes en el subconjunto de R2 complementario a las diagonales x` y “ 0 y x´ y “ 0.

Los campos duales

X “ a
B

Bx
` b

B

By
, Y “ c

B

Bx
` d

B

By
, a, b, c, d P C8pR2q

deben satisfacer Xpαq “ Y pβq “ 1, Xpβq “ Y pαq “ 0. Así que

#

ax` by “ 1

ay ` bx “ 0
y

#

cx` dy “ 0

cy ` dx “ 1

Resolviendo estos sistemas (en las incógnitas a, b, c, d P C 8pR2q) obtenemos

X “
x

x2 ´ y2
B

Bx
´

y

x2 ´ y2
B

By
, Y “ ´

y

x2 ´ y2
B

Bx
`

x

x2 ´ y2
B

By
.

Notar que en general si
␣

ei “
ř

k λ
k
i

B
Bxk

(

es una base de campos vectoriales en la variedad (es decir, en cada

punto forman una base del tangente) y
!

θj “
ř

l µ
j
l dxl

)

es su base dual, de
´

ř

l µ
j
l dxl

¯

`
ř

k λ
k
i

B
Bxk

˘

“ δij

uno tiene
`

µi
j

˘

“ t
`

λij
˘´1.

3. Si M es una variedad diferenciable orientable con fibrado tangente TM , entonces TM es orientable

Solución:
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Sea M una variedad diferenciable de dimensión n y sea π la proyección del fibrado tangente TM . Para
coordenadas

␣

xi
(

arbitrarias en un conjunto abierto U Ă M , denotemos por
␣

xi, yi
(

“
␣

xi ˝ π, dxi
(

a las
coordenadas usuales en π´1pUq.

Sea
␣

x1i
(

otro conjunto de coordenadas definidas en un abierto U 1 Ă M tal que U X U 1 ‰ H. Los cambios
de coordenadas x1i “ x1i

`

xj
˘

en U X U 1 inducen los cambios de coordenadas en π´1pU X V q dados por

x1i “ x1i
`

x1, . . . , xn
˘

, y1i “

n
ÿ

j“1

Bx1i

Bxj
yj , i “ 1, . . . , n

La matriz Jacobiana de este cambio de coordenadas

J “

˜

Bx1i

Bxj 0
B
2x1

BxkBxj y
k Bx1i

Bxj

¸

.

Dado que det J “ det
´

Bx2

Bxj

¯2

ą 0, sigue que TM es orientable.

4. Probar que si M un atlas formado por dos cartas pU,φq, pV, ψq, y U XV es conexo, entonces M es orientable.
Aplique este resultado a la esfera Sn, n ą 1, con el atlas formado por las proyecciones estereográficas desde
los polos.

Solución: Sea φ “
`

x1, . . . , xn
˘

y ψ “
`

y1, . . . , yn
˘

los mapas de coordenadas. tenemos que det
`

Bxi{Byj
˘

‰

0 en U X V y U X V es conexo, por tanto o bien (a) det
`

Bxi{ Byj
˘

ą 0 para todo U X V ; o bien (b)
det

`

Bxi{Byj
˘

ă 0 para todo U X V . En el caso (a), sigue que M es orientable con el atlas dado. En el caso
(b), solo deberíamos considerar como mapas coordenados a φ “

`

x1, . . . , xn
˘

y ψ “
`

´y1, y2, . . . , yn
˘

.

Para Sn, n ą 1, considerando las proyecciones estereográficas, tenemos los dominios coordenados

UN “
␣`

x1, . . . , xn`1
˘

P Sn : xn`1 ‰ 1
(

,

US “
␣`

x1, . . . , xn`1
˘

P Sn : xn`1 ‰ ´1
(

.

Como

UN X US “
␣`

x1, . . . , xn`1
˘

P Sn : xn`1 ‰ ˘1
(

“ φ´1
N pRnzt0uq

es conexo, concluimos que Sn es orientable.

5. Calcule la integral de ω “
`

x´ y3
˘

dx` x3 dy sobre S1 aplicando Stokes.

Solución: Sea D (respectivamente D̄ ) el disco unitario abierto (respectivamente cerrado) R2, y sea D0 “

Dztr0, 1q ˆ t0uu. Aplicando Stokes tenemos que

ż

S1

ω “

ż

BD̄

ω “

ż

D̄

dω “

ż

D0

dω “

ż

D0

3
`

x2 ` y2
˘

dx^ dy.

Tomando coordenadas polares, tenemos que

ż

S1

ω “

ż

D0

3ρ3 dρ^ dθ “ 3

ż 2π

0

ˆ
ż 1

0

ρ3 dρ

˙

dθ “
3π

2
.

6. Sean pu, v, wq las coordenadas usuales en R3. Considere la parametrización

u “
1

2
sin θ cosφ, v “

1

2
sin θ sinφ, w “

1

2
cos θ `

1

2
,

donde θ P p0, πq, φ P p0, 2πq, de la esfera
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S2 “

#

pu, v, wq P R3 : u2 ` v2 `

ˆ

w ´
1

2

˙2

“
1

4

+

.

Sea N “ p0, 0, 1q el polo norte y sea π : S2ztNu Ñ R2 la proyección estereográfica en el plano R2 ” w “ 0.
Sea vR2 “ dx ^ dy la forma de volumen canónica de R2 y sea vS2 “ 1

4 sin θ dθ ^ dφ forma de volumen en
S2. Escriba π˚vR2 es términos de vS2 .

Solución: La proyección estereográfica dada es la restricción a S2ztNu del mapa

π̃ : R3ztw “ 1u Ñ R2, pu, v, wq ÞÑ

ˆ

u

1 ´ w
,

v

1 ´ w

˙

cuya matriz Jacobiana es

˜

1
1´w 0 u

p1´wq2

0 1
1´w

v
p1´wq2

¸

Por tanto

π̃˚vR2 “ π̃˚p dx^ dyq

“ π̃˚ dx^ π̃˚ dy

“

ˆ

1

1 ´ w
du`

u

p1 ´ wq2
dw

˙

^

ˆ

1

1 ´ w
dv `

v

p1 ´ wq2
dw

˙

“
1

p1 ´ wq2
du^ dv `

v

p1 ´ wq3
du^ dw ´

u

p1 ´ wq3
dv ^ dw.

Así, obtenemos

π˚vR2 “ π̃˚vR2 “ ´
sin θ

p1 ´ cos θq2
dθ ^ dφ “ ´

4

p1 ´ cos θq2
vS2

4 Propuestos

1. ★★✩ Si π : E Ñ M es un mapa de cubrimiento suave (es decir, un mapa de cubrimiento como en MAT235
pero cambiando funciones continuas y heomeomorfismos por funciones suaves y difeomorfismos) y M es
orientable, entonces E es también orientable.

2. ★★★ Denotemos por T2 “ S1 ˆS1 Ď R4 al 2-toro, definido como el conjunto de puntos ( w, x, y, z ) tales que
w2 ` x2 “ y2 ` z2 “ 1, con la orientación producto determinada por la orientación estándar de S1. Calcule
ş

T2 ω, donde ω es la siguiente 2-forma en R4 :

ω “ xyzdw ^ dy
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