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1 Recuerdo
Sea V ~ R™ un R-ev y sea k € N>, Entonces /\k V*:={a,V x - x V > R, k-forma multilineal alternada} y si
ae A" V* entonces escribimos |a| = deg(a) := k. Definimos A’V* := Ry A\ V* := ®i=0 A" V*. Ademss,
1. Si B = (e1,...,e,) base de V' 'y B* = (e¥,...,e}) base dual de V*, entonces {e;,,...,€; }i;<-..<i, €S una
base de A* V* (y luego dimp A" V* = (Z) ). Aqui, sify,..., 0 € V¥ entonces (1 A« Alg)(T1, ..., %) i=
Dives, €O (To1)) - L (@o())-

2. El producto A (cuiia, wedge, exterior) se extiende a A" V* x A'V* - A"V mediante (o, 8) — a A 8
(e.g. usando bases) y cumple 8 A a = (—1)1*lfla A B

3. Siu:V — W es Rlineal y uf : W* — V*, £ — {(u(-)), entonces definimos AFul : AFW* > AFV* w

(AFut)(w) con (A*ut) (W) (zq,. .., 2%) := w(u(xy),...,u(zg)). Por definicion, (A*ut)(a A B) = (AFut(a)) A
(AFut(B)).
4. Si (x',...,2™) son coordenadas en R", entonces e} = dz’ y luego todo w € /\k V* se escrive como w =

S 1A L. ik S
Zi1<_”<ik Wiy AT A A dz*™ con wj,..q, € R.

Definicion 1.1. Sea M™ una variedad y sea /\k T*M el fibrado vectorial con fibras /\]c TyM,Yp e M. Una
k-forma diferencial es w € T(M, \* T*M) =: Q*M. Ademds, Q°M := €@ (M) y Q := Prso Q¥ (M). Concreta-
mente, si (zt,...,2™) son coordenadas locales de M entonces en la carta U = M se tiene w o >
< A dat con wyy..qy € €F(U).

o 11
B <<t wh"'%dx A

Construccion(Pullback): Sea fy; — N suave y a € QFN. Se define f*a € QFM mediante (f*a)(8) :=
AR(dyf)ta(p), v se cumple f*(a A B) = f*a A f*B. Por ejemplo si f(u,v) = (uwv,u?) y a = zdx A dy en-
tonces f*a = 2uvdv A du.

Definicién 1.2. Definimos la aplicacion lineal d : Q (M) — Q (M) llamada diferencial exterior. Esta cumple

loc i i loc i i
w = Z firoindx™ Ao Ada' = dw = Z dfiy. i dx"t Ao A dat

i< <tk i< <ik

Definicion 1.3. M es orientable si su estructura diferenciable viene inducida por un atlas en que todos los cambios
de cartas ¢ con J(¢) > 0. Una orientacion en M es la eleccion de un atlas mazimal con dicha propiedad (no de un

atlas maximal que cumple la propiedad, sino de un atlas que es mazimal entre los atlas que tienen la propiedad,).

Definicion 1.4. Si M™ es variedad y w es una n-forma global que es positiva en cada p € M, entonces decimos

que w es una forma de volumen.

Proposicion 1.1. Toda variedad orientable admite una forma de volumen (usar particiones de la unidad). Recip-

rocamente, toda forma de volumen sobre M induce una orientacion.



Construccion (integracion de n-formas) sea M™ una variedad orientada, y sea w € Q7 (M) una n-forma con soporte

compacto. Si el soporte estd contenido en una tnica carta u — M™ con coordenadas (z?

w e fdxt Ao A dz™ con feEF(R™) y es tal que

n
,...,x™), entonces

j w = f(z)dat - - dz"
M R

Teorema 1 (Teorema de Stokes). Sea M wariedad con borde i : OM — M, orientada y sea w € Q™ (M) entonces

f dwzf *w
m oM

en particular si OM = (& entonces SM dw = 0.

2 Ejemplo
. ) +1 7 {i1,...,ix} = {1,..., k}
Ejemplo 2.1. De el recuerdo se tiene que (e A---Aef)(ei, A---Aey,) = con
0 sz no
el signo determinado por el signo de la permutacion necesaria para llevar (1,...,k) en (i1 ..., k).

Si e1,eq,e3 es la base candnica de R3 y e¥, e¥, e¥ es la base dual, escribamos w = ef A e} entonces

(et ned) [ |3],| 1 =(ef A e})(2e1 + 3ea, €1 + ex — 2e3)

=2w(e1,e1) + w(er,e2) — 2w(er, e3) + 3w(ez, e1) + 3w(ea, e2) — 6w(es, e3)

=1-3=-2

3 Ejercicios

1. En cada uno de los siguientes casos, M y N son variedad suaves; F': M — N es un mapa suave; y w es una

forma diferencial en N. En cada caso, calcule dw y F*w, y verifique directamente que F*(dw) = d (F*w).
(a)
M =N =R?
F(s,t) = (st,et)

w = xdy

M=R*y N =R?
F(0,¢) = ((cosp + 2) cos b, (cos p + 2) sin 6, sin @)
w=ydz A dx

Solucion:

(a) Tenemos

dw = dx A dy

tenemos

F*w = F*(xdy) = std(e') = ste'dt

F*(dw) = d(st) A d(e") = (tds + sdt) A e'dt = te'ds A dt



mientras que
d(F*w) = d(ste') A dt = te'ds A dt

(b) Tenemos

dw =dy ndz Adx =dx Ady A dz

tenemos
F*(w) =((cos(p) + 2)) sin(0)d(sin(p)) A d((cos ¢ + 2) cos(h))
=(cos(p) + 2)sin(f) cos(p)dy A ((—sin(p)dep — sin(f)(cos ¢ + 2)dd))
=(cos ¢ + 2)*sin?(0) cos(p)dp A db
y

F*(dw) =d((cos ¢ + 2) cos ) A d((cosp + 2)sinf) A d(sin )
=((—sin ) cos Odp — sin O(cos ¢ + 2)df) A ((—sin ) sin fdy + cos f(cos ¢ + 2)df) A cos pdy
-0

mientras que
d(F*(w)) =0

claramente.

2. Encontrar el conjunto de R? donde las formas diferenciales

a=xzdr+ydy, f=ydr+ady

sean linealmente independientes y determine los campos duales {X,Y} en este conjunto.

x
Solucién: Tenemos det Y

y T
linealmente independientes en el subconjunto de R? complementario a las diagonales 2 +y =0y x —y = 0.

) = 22 — y? # 0 exactamente en R?\{(x,y) : z = ty}. Por tanto o y 8 son

Los campos duales

0 0 0 0
X=az—+bs, Y=ci-+d=, abecdeC*R
aa$+ 3y caer 3y a,b,c,d e C*(R?)

deben satisfacer X (a) =Y (8) =1,X(8) = Y(a) = 0. Asi que
ar +by =1 cx+dy=0
ay+br =0 cy+dr=1

Resolviendo estos sistemas (en las incognitas a, b, ¢, d € €*(R?)) obtenemos

x 0 y 0 y 0 x 0
X = g Y y__
22 —y20r 22 —y2dy’

— + —.
2 —y20r 22 —y2dy
Notar que en general si {ei =% Af%} es una base de campos vectoriales en la variedad (es decir, en cada
punto forman una base del tangente) y {Hj =>y u{ dml} es su base dual, de (Zz u{ dxl> (> /\fa%) = 0i;
uno tiene (ut) =* ()\;)_1.
3. Si M es una variedad diferenciable orientable con fibrado tangente T'M, entonces T'M es orientable

Soluciéon:



Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y sea m la proyeccion del fibrado tangente T'M. Para
coordenadas {z'} arbitrarias en un conjunto abierto U < M, denotemos por {z’,y'} = {z' o7, da'} a las

coordenadas usuales en 7= 1(U).

Sea {x’i} otro conjunto de coordenadas definidas en un abierto U’ < M tal que U n U’ # ¢&. Los cambios
de coordenadas z'* = z"* (xj) en U n U’ inducen los cambios de coordenadas en 7~1(U n V) dados por

%

0

x/
oxd

n
A | n 1o J | —
T =z (1:,...,33), Y —Z v, 1=1,...,n
j=1

La matriz Jacobiana de este cambio de coordenadas

axli
J = ox 0 .
%z k ozt :
oxkons Y oxJ

" 2
Dado que det J = det (az) > (, sigue que T'M es orientable.

oxJ
. Probar que si M un atlas formado por dos cartas (U, ¢), (V,¥), y UV es conexo, entonces M es orientable.

Aplique este resultado a la esfera S™,n > 1, con el atlas formado por las proyecciones estereograficas desde

los polos.

Solucién: Sea ¢ = (xl, e ,x") vy = (yl, e ,y") los mapas de coordenadas. tenemos que det (axi/ayj) #
0Oen UnV yUnV es conexo, por tanto o bien (a) det (dz'/ dy’) > 0 para todo U n V; o bien (b)
det ((7xi/0yj) < 0 para todo U n V. En el caso (a), sigue que M es orientable con el atlas dado. En el caso

(b), solo deberfamos considerar como mapas coordenados a ¢ = (z!,...,2") y ¥ = (=y*,92,...,y").

Para S™,n > 1, considerando las proyecciones estereograficas, tenemos los dominios coordenados
Uy = {(1:1,...,3:"“) €S gt # 1},
Us={(z",...,a" ") e S" 2™t 2 —1}.

Como

Unv nUs ={(z",...,2""") e " : 2" = £1} = o' (R™\{0})

es conexo, concluimos que S™ es orientable.

. Calcule la integral de w = (x — y3) dz + 23 dy sobre S aplicando Stokes.

Solucién: Sea D (respectivamente D ) el disco unitario abierto (respectivamente cerrado) R?, y sea Dy =
D\{[0,1) x {0}}. Aplicando Stokes tenemos que

J w=J w=J dw=f dw=J 3(x2+y2)dx/\ dy.
St oD D Do Dy

Tomando coordenadas polares, tenemos que

2m 1
J w:J 3p% dp A d9:3f (J- dep)dH—?m.
51 Do 0 0 2

. Sean (u,v,w) las coordenadas usuales en R3. Considere la parametrizacion

L 0 L 0 si L 9+1
= —sin = —sinfsin = — -
U 5 sinfcosy, v 3 sinfsiny, w 5 cos 3

donde 6 € (0,7), ¢ € (0,27), de la esfera



1\ 1
S% =L (u,v,w)eR* P+ + (w—=) =~ +.
2 4
Sea N = (0,0,1) el polo norte y sea m : S2\{N} — R? la proyeccién estereogrifica en el plano R? = w = 0.
Sea vg2 = dz A dy la forma de volumen canénica de R? y sea vg2 = isin@ df A d¢ forma de volumen en

S52. Escriba 7m*vpe es términos de vge.

Solucién: La proyeccion estereografica dada es la restriccion a S?\{ N} del mapa

. o3 2 N m v
7:R\{w=1} > R*, (u,v,w) <1—w71—w>

cuya matriz Jacobiana es

Por tanto

T¥oge = 7*(dx A dy)

1 U
= l—wdu+(1—w)2 dw) A (1—wd +(1—w)2 dw)
1
= A= w)? du A dv-l—(l_ E du A dw—(l_ E dv A dw.
Asi, obtenemos
" - __ sinf _ 4
Tr U2 = Tz = 7(17%89)2 do A de 7(170059)21}3

Propuestos

. %% Sim: E — M es un mapa de cubrimiento suave (es decir, un mapa de cubrimiento como en MAT235
pero cambiando funciones continuas y heomeomorfismos por funciones suaves y difeomorfismos) y M es

orientable, entonces F es también orientable.

. Yk % Denotemos por T? = S! x St < R* al 2-toro, definido como el conjunto de puntos (w, z,y, 2 ) tales que
w? + 22 = y? + 22 = 1, con la orientacién producto determinada por la orientacién estandar de S'. Calcule

§12 w, donde w es la siguiente 2-forma en R* :

w = zyzdw A dy
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