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1 Recuerdo

Definicién 1.1. Un embedimiento (o incrustamiento o encaje) es una inmersion que es también un home-

omorfismo sobre su imagen.

Definicion 1.2. Suponga que M es un espacio topologico, y sea X = (Xa),ca un cubrimiento abierto de M,
indexados por el conjunto /. Una particion de la unidad subordinada a X es una familia indexada (Vo) e 4

de funciones continuas ¥y : M — R con la siguientes propiedades:
1. 0 < ¢Yu(z) <1 para todo € A y todo x € M.
2. supp¥o S X, para cada o € A.

3. La familia de soportes (suppta),ca €5 localmente finita, es decir, que todo punto tiene una vecindad que

intersecta supp ¥, para solo finitos valores de a.

4o Dipes Yalx) =1 para todo x € M.

Por la condicion de local finitud, la dltima suma en tiene de hecho solo finitos términos no nulos en una vecindad
de cada punto, asi que no hay problemas con la convergencia. Si M es una variedad suave con o sin borde, una

particion suave de la unidad es una para la cual cada funcion ¥, es suave.

Teorema 1 (Existencia de Particiones de la Unidad). Suponga que M es una variedad diferenciable con o sin
borde, y X = (Xa),ea €5 cualquier cubrimiento abierto indexado de M. Entonces existe una particion suave de

la unidad subordinada a X.

Definicion 1.3. Una variedad diferenciable con borde es un espacio topoldgico Hausdorff y o—finito M junto
con un atlas mazimal ¢; : U; € M — V; donde V; abierto (en cuyo caso decimos que (U;, ;) es carta suave
interior) de R" o de R? x R"! (o equivalentemente, a la media-bola B(0,1) n RZ® x R"™1 y en cuyo caso
decimos que @; es carta suave de borde) y donde los cambios de cartas son difeomorfismos. Definimos el borde

de M como

oM := U et ({0} x R* 1)
piU;>R<SOxRn—1

que es una variedad sin borde de (dim(0M) = dim(M) — 1.

Definicion 1.4. Decimos que el conjunto B € M es una bola coordenada regular si hay una bola coordenada

reqular B' 2 B y un mapa coordenado suave ¢ : B' — R™ tal que para algunos nimeros reales positivos r < r’,

¢(B) = B,(0), »(B)=DB.(0), y ¢(B)=DBr(0)

Como B es homeomorfa a BT(O), es compacta, y por tanto todo toda bola coordenada reqular es precompacta en

M. Andlogamente se definen las medias-bolas regulares.



Definicion 1.5. Si M y N son variedades diferenciables con o sin borde, y A € M es un subconjunto arbitrario.
Decimos que un mapa F : A — N es suave en A si tiene extension suave en una vecindad de cada punto: eso es,
st para cada p € A hay un subconjunto abierto W < M conteniendo a p y una funcion suave F : W — N cuya

restriccion a W n A concuerda con F'.

2 Ejercicios

1. (Invarianza Suave del Borde) Suponga que M es una variedad suave con borde y p € M. Si hay una
carta suave (U, @) para M tal que ¢(U) € H" y ¢(p) € JH", entonces lo mismo es verdad para cada carta

suave cuyo dominio contenga a p.

Solucién: Suponga por el contrario que p esta en el dominio de una carta suave interior (U, ) y también
en el dominio de una carta suave de borde (V, ) tal que (p) € JH". Denotemos por 7 = p o1~ ! al mapa
de transicion; es un homeomorfismo de (U nV) a (U nV). La compatibilidad suave de las cartas asegura
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que tanto 7 como 77" son suaves, en el sentido que pueden ser extendidas localmente, si es necesario, a

mapas suaves definidos en subconjuntos abiertos de R".

Escribamos xo = ¥(p) ¥ yo = ¢(p) = 7 (xp). Hay alguna vecindad W de yo en R™ y una funcién suave
n: W — R™ que concuerda con 71 en W n (U n V). Por otro lado, como estamos asumiendo que % es
una carta interior, hay una bola euclideana abierta B que esté centrada en xg y esta contenida en (U n'V),
por lo que 7 es en si misma suave en B en el sentido ordinario. Después de empequenecer B si es necesario,
podemos asumir que B < 7~ 1(W). Entonces 7 o T|lg = 1o T|B = Idp, sigue de la regla de la cadena que
Dn(r(x)) o D7(x) es la identidad para cada x € B. Ya que D7(z) es una matriz cuadrada, esto implica que
es no singular. Por tanto 7 (considerado como mapa de B a R™ ) es un mapa abierto, por tanto 7(B) es un
subconjunto abierto de R™ que contiene yg = ¢(p) y esta contenida en p(V'). Esto contradice la hipotesis de
que (V) < H" y ¢(p) € OH".

2. (Existencia de Funciones Bulto) Si M es un espacio topologico, A € M es un subconjunto cerrado, y
U < M es un subconjunto abierto conteniendo A, decimos que ¥ : M — R continua es una funcién bulto
(o funcién bump) para A soportadaen U si 0 <y <len M,y =1en A, y suppy € U.

Sea M una variedad suave con o sin borde. Para cualquier subconjunto cerrado A € M y cualquier subcon-

junto abierto U conteniendo a A, existe una funciéon bulto suave para A soportada en U.

Solucion: Sea Uy = U y Uy = M\A, sea {¢,11} una particion suave de la unidad subordinada a el
cubrimiento abierto {Uy,U;}. Como ¢ = 0 en A y por tanto 19 = .. ¢; = 1 ahi, la funcion v tiene las

propiedades requeridas.

3. (Lema de Extensiéon para Funciones Suaves) Suponga que M es una variedad diferenciable con o sin
borde, A € M es un subconjunto cerrado, y f : A — RF es una funciéon suave. Para cualquier subconjunto

abierto U conteniendo a A, existe una funcion suave f : M — R¥ tal que f W= fysuppfcU.

Solucién: Para cada p € A, elegir una vecindad W), de p y una funcién suave fp : W, — R¥ que concuerda
con f en W, n A. Reemplazando W, por W), n U, podemos asumir que W, < U. La familia de conjuntos
{W, :pe A} U {M\A} es un cubrimiento de abiertos de M. Sea {¢,, : p€ A} U {1po} una particion suave de
la unidad subordinada a la particién, con supp ¢, € W, y supp ¢ < M\A.

Para cada p € A, el producto 9, fp es suave en W, y tiene una extensién suave a todo M si la interpretamos
como 0 en todo M\suppt,. (La funcién extendida es suave porque las dos definiciones concuerdan en el

conjunto abierto W)\ supp ¢, donde intersectan.) Asi definimos f : M — R* por

F(@) = 3 dp(@) fp(@).

peA



Porque la coleccion de soportes {supp,} es localmente finita, esta suma tiene solo un ntmero finito de
términos no-nulos en una vecindad de cualquier punto de M, y por tanto define una funcion suave. Si x € A,

entonces 1g(z) = 0y f,(x) = f(z) para cada p tal que ,(x) # 0, entonces

f@) = pla) f(x) = (%(w) + ) wp@:)) fz) = f(x)

peEA peA

asi que f es una extension de f. Sigue del lema 2.1 que

supp f = | J supp v, = || suppvy, €U

peEA peA

Lema 2.1. Suponga que Z es una coleccion localmente finita de subconjuntos de un espacio topolégico M.

(a) La coleccion {X : X € Z'} también es localmente finita.
() Uxex X = Uxex X.

. (Lema de Extension para Campos Vectoriales) Sea M una variedad con o sin borde, y sea A € M
un subconjunto cerrado. Suponga que X es un campo vectorial suave sobre A (es decir, para cada p € A,
hay una vecindad V de p en M y un campo vectorial suave X en V que concuerda con X en V n A. Dado

cualquier abierto U conteniendo a A, existe un campo vectorial suave global X en M tal que X e Xy
supp X < U.

Solucién: Analogo al ejercicio anterior. Propuesto.

. Sea M una variedad con o sin borde. Dado p € M y v € T, M, hay un campo vectorial suave global X en M
tal que X, = v.

Solucién: La asignacion p — v es un ejemplo de un campo vectorial sobre el conjunto {p}. Es suave
porque puede ser extendido, digamos, a un campo vectorial a coeficientes constante en una carta de p. Asi,

concluimos por el lema de extension sobre A = {p} y U = M.

. (Teorema de Embedimiento de Whitney) Toda variedad diferenciable compacta con o sin borde admite
un embedimiento propio a RY (Hecho: se puede tomar N = 2n, aunque esta cota no es optimal). En

particular, toda variedad compacta con o sin borde es difeomorfa a una subvariedad de RY.

Solucién: Sea M una variedad con o sin borde. Tomemos un cubrimiento abierto de M finito {Bi, ..., By}
donde cada B; es una bola regular o una media-bola regular. Esto significa que para cada ¢ existe un dominio
coordenado B! 2 B; y un mapa coordenado suave @; : Bl — R™ que se restringe a un difeomorfismo de B; a
un subconjunto compacto de R™. Para cada i, sea p; : M — R sea una funcién bulto suave tal que es igual

a len B; y estd soportada en B]. Definamos el mapa suave F' : M — R™™*+™ por

F®) = (p1(p)p1(p)s- - pmn(®)Pm(p), p1(P), - - -, pm (D))

donde p;p; es extendida por cero fuera del soporte de p;.

Para ver que F es inyectivo, suponga que F'(p) = F(q). Como los conjuntos B; cubren M, hay un ¢ tal que

p € B;. Entonces p;(p) = 1, y el hecho de que p;(q) = pi(p) = 1 implica que ¢ € suppp; < B., y

vi(q) = pi(q)pi(q) = pi(p)pi(p) = »i(p)

Dado que ¢; es inyectiva en B!, sigue que p = ¢. Luego, para ver que F' es una inmersion suave, sea p € M
un punto arbitrario y escoja ¢ tal que p € B;. Como p; = 1 en una vecindad de p, tenemos d(pigoi)p =
d(p;) - el cual es inyectivo. Sigue facilmente que dF), es inyectiva. Asi, I’ es una inmersién, inyectiva suave,

como M es compacto, esto implica que F' es un embedimiento.



3 Propuestos

1. %% Hacer los detalles del Lema de Extension de Campos Vectoriales.

2. % ¥ Demostrar el Lema 2.1.
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