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INDICE GENERAL 3

Introduccion

Durante miles de anos la matematica como disciplina ha invertido gran esfuerzo en el estu-
dio de ecuaciones. Més especificamente, se ha investigado y desarrollado multiples herramientas
y perspectivas para encontrar soluciones enteras o racionales. Por ejemplo, Euclides di6 una
respuesta completa y satisfactoria acerca de las soluciones enteras de " + y" = 2" para n = 2.
Sin embargo, el problema se vuelve inmensamente complicado para potencias mayores de n,
prueba de ello es que pasaran aproximadamente 350 anos desde que Fermat afirmara que no
habian soluciones enteras positivas para el caso n > 3, hasta que Andrew Wiles lograra una
demostracion en 1995. Esta demostracion requirié multiples y avanzadas herramientas de dis-
tintas areas, a primera vista no relacionadas, mas alla del alcance de cualquier matematico
contemporaneo a Fermat. En un ambito mas general, en 1970 Yu. V. Matiyasevich demostro
que el décimo problema de Hilbert era insoluble, es decir, no existe un algoritmo general que
indique si existen soluciones enteras para cualquier ecuaciion polinomial diofantina dada. Sin
embargo, en casos especificos existen avances satisfactorios en el estudio de la solubilidad de
ecuaciones, y es aqui donde entra la conjetura titular.

La conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer (que de ahora en adelante abreviaremos BSD) fue
propuesta por los matemaéticos britanicos Bryan John Birch y Peter Swinnerton-Dyer, en 1965.
Es uno de los problemas abiertos mas importantes para la matematica contemporanea, tanto
asi que el Clay Mathematics Institute la incluyé como uno de sus 7 Problemas del Milenio, con
una recompensa de un millén de délares por resolverla. Reminiscente a la lista de 23 proble-
mas de Hilbert, esta lista de 7 problemas tiene como objeto incentivar y guiar la investigacién
matematica contemporanea. En particular, la conjetura BSD trata acerca de curvas elipticas y
sus soluciones racionales.

La conjetura BSD es uno de los problemas més abiertos dificiles de resolver en la actualidad y
entender su enunciado requiere un nivel considerable de conocimiento técnico. El objetivo de
este trabajo es posicionar la conjetura BSD de manera expedita y amigable al alcance de un
estudiante de pregrado. El lector solo necesitara conocimientos elementales de teoria de grupos,
teoria de anillos y andlisis complejo. Se proporcionaran e ilustraran los conceptos necesarios, se
enunciara la conjetura y se expondran los avances que se han logrado para resolverla.



Capitulo 1

Curvas Elipticas

Las curvas elipticas son en si objeto de extenso estudio presentes en multiples dreas de la ma-
tematica y poseen gran utilidad tedrica y practica. Por ejemplo, en el ambito de la criptografia
(que se encarga de la seguridad y codificacién de comunicacién informdtica), la Criptografia
de Curva Eliptica (ECC, por sus siglas en inglés) proporciona un nivel de seguridad equiva-
lente al método RSA mientras que es mas rapida y asequible computacionalmente. Se cree
que su implementacion como método estandar sera inevitable dado el avance exponencial de la
tecnologia y computacion (y con ello, la habilidad de hackear la seguridad informaética actual
que proporciona el método RSA). Asi como la ECC, hay muchos algoritmos que usan curvas
elipticas, por ejemplo: Elliptic-curve Diffie-Hellman key exchange, Supersingular isogeny key
exchange, Elliptic curve digital signature algorithm, EADSA digital signature algorithm etc...

El estudio de las curvas elipticas puede rastrearse hacia los antiguos griegos y ha tenido gran-
des avances en el siglo XX gracias al desarrollo de la teoria de nimeros, analisis complejo y
geometria algebraica. Estando presente bajo la lupa de distintas perspectivas matematicas, ad-
mite multiples definiciones (que se complementan o implican entre si). Nosotros ocuparemos la
siguiente:

Definicién 1. Sea k un cuerpo. Una curva algebraica E sobre k es una curva cibica no-singular
f(z,y) =0 con coeficientes en k, junto con un punto especificado O “al infinito”.

Un ejemplo prototipico es y? = 23 + ax + b, con a,b € k.

Figura 1.1: Ejemplo de curva eliptica
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Observacién 1. El término "no-singular” (o "suave”) significa que sus derivadas parciales
no se anulan. En el caso £ = R esto es familiar. En contextos mas generales, se definen las
derivadas parciales sobre anillos de polinomios tal que se cumplan las reglas usuales de calculo, es
decir, acomodamos la definicién para nuestros propésitos. En el ejemplo superior, "no singular”
equivale a que 4a® + 27b? # 0, es decir, discriminante A no nulo.

En cualquier caso, este concepto se traduce geométricamente en que la curva no tenga auto-
intersecciones o cuspides.
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Figura 1.2: Un catélogo de curvas elipticas. Se muestra la regién [—3, 3]2. Para (a,b) = (0,0) la
funcién no es suave, por lo que no es una curva eliptica.
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Figura 1.3: Ejemplo de una cispide, para la pardbola semi-ctibica 2® — y? = 0. Esta curva no
es eliptica.
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Con herramientas de geometria algebraica se puede demostrar que las curvas elipticas son
especiales, en el sentido que se les puede asignar una ley (que denotaremos simplemente ”+")
entre sus elementos que la convierten en un grupo abeliano escrito aditivamente. Es posible
encontrar de manera explicita esta ley, sin embargo esto escapa del propdsito de este trabajo.
Por suerte, es bastante facil visualizarla geométricamente:

Figura 1.4: Definimos el punto al infinito O como la identidad para 4. Como la curva eliptica
es simétrica respecto al eje horizontal, para todo P € E definimos —P como el punto opuesto
a P en la curva, asi P+ (—P) = O.




Figura 1.5: Tomamos P, € F, los unimos con una recta y vemos que ésta intersecta a E en
un unico punto R. Definimos entonces P + ) := —R

Figura 1.6: Si P = @, tomamos la recta L tangente a F en P, la cual intersectard a E en un
punto R. Definimos asi P+ P := —R =2P

| L is tangent to E at P
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Figura 1.7: Puede suceder que la recta tangente a £/ en P no intersecte a F, por ejemplo cuando
P es un punto de inflexion. Tomamos R := P en el caso anterior y asi P + P es opuesto a si
mismo.

Teorema 1. La tupla (E,+) es un grupo abeliano.
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Puntos racionales sobre curvas elipticas

En la introduccién comentamos que hay gran interés matemtatico en encontrar soluciones
enteras o racionales a ecuaciones. Ahora abordaremos la tarea de encontrar puntos racionales
en una curva eliptica.

Definicién 2. Decimos que un punto (a,b) en el plano es racional si a,b € Q. Llamamos
racional a una curva planar f(x,y) =0 si f € Q[X,Y].

Si consideramos una recta racional
ar +by+c=0,

se puede deducir que la recta que pasa entre dos puntos racionales es racional, y la interseccién
de dos rectas (no paralelas) racionales da un punto racional. Si intersectamos una recta racional
con una cubica racional (por ejemplo, una curva eliptica) el(los) punto(s) de interseccién no
tienen por qué ser racionales. Sin embargo, si podemos encontrar dos puntos racionales en una
curva eliptica F/, podemos encontrar un tercero;

Si conocemos P, () € Q sobre E los unimos a través de una recta, esta recta serd racional e
intersecta a E en un tercer punto. Estamos buscando soluciones a un sistema

az+ by+c=0
2} +dr+e=y?

Al intentar resolver este sistema, obtenemos una ecuacién ctibica ax® 4+ B2? + vz + 6§ = 0.
Por construccion sabemos que P y () son raices de esta ecuacion, asi nos permitimos escribir
(x = P)(z — Q)(x — R) = 0. A priori, no sabemos si R es racional, sin embargo observamos
que al factorizar la ecuacién ctibica por (x — P) nos queda un polinomio cuadratico, digamos
ax® + bx + ¢, con ) como una de sus raices, y sabemos que la suma de las raices es igual a
—b/2a. Es decir Q + R = —b/2a € Q por hipdtesis, por lo que necesariamente R € Q.
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Definicién 3. Sea E curva eliptica sobre un cuerpo k con punto al infinito O. Denotamos
E(k) :={(z,y) € Etal quex,y € K} U{O}.

En particular, nos hemos ocupado de indagar en F(Q). En efecto, acabamos de mostrar
que la tupla (E(Q), +) tiene cerradura. Con un poco mds de trabajo se puede demostrar que
(E(Q), +) hereda las propiedades del grupo (E,+), por lo tanto tenemos:

Teorema 2. (Poincaré, 1900) (E(Q),+) es un subgrupo de (E,+).

Todo esto nos da cuenta de algo trascendental; tenemos un objeto analitico que tiene tiene
propiedades algebraicas, dando cuenta que areas como analisis y algebra estan conectadas. In-
dagar méas en el topico de curvas elipticas nos presentaria mas aristas interconectadas en este
ambito, como problemas aritméticos relacionados e incrustaciones de estas curvas en espacios
complejos (andlisis complejo), espacios proyectivos (geometria algebraica y topologia).

Ahora que sabemos que (E(Q), +) es un grupo, podemos usar la teoria de grupos para nuestra
ventaja. En particular, podriamos preguntarnos, ;cuantos puntos racionales en F necesitamos
conocer de antemano para poder generarlos todos? Aqui es donde presentamos un magno teo-
rema:

Teorema 3. (Mordell, 1923)

El (sub)grupo (abeliano) (E(Q),+) es finitamente generado.

Entonces, solo necesitamos conocer un conjunto finito de puntos racionales en F para ob-
tenerlos todos.
La idea de la demostracién es la siguiente: mostrar que el grupo cociente E(Q)/mFE(Q) es finito
para todo m > 1. Luego, definir una funcién h (llamada funcién ”altura”) en F(Q), imponiendo
h(O) =0y h(P) = logméx{|p|, |q|}, con P = (x,y) y x = p/q (p y q coprimos). Se muestra que
h(mP) crece aproximadamente como m? y que dada una una constante arbitraria ¢ > 0, existen
(s6lo) un numero finito de puntos racionales en F con ”altura” h menor que c¢. Finalmente,
se aplica una variacién de descenso infinito; se aplican sucesivamente divisones euclideas a un
punto racional P hasta llegar a una combinacién lineal de elementos en el grupo cociente, cuyos
factores tienen alturas acotadas. Con todo esto, se llega a que P es una combinacion lineal de
finitos factores racionales. De cualquier manera, el rango es un invariante importante de F.

Como (F(Q),+) es finitamente generado, podemos aplicar el Teorema Fundamental De Los
Grupos Abelianos Finitamente Generados y obtener:

Corolario 1. E(Q) 2 Z" & E(Q)™", donde r > 0 y E(Q)"" es el grupo torsion de E(Q), es
decir, el grupo abeliano finito de los elementos de orden finito.

Definicién 4. Con la notacion anterior, llamamos a r el rango de la curva eliptica.

Observacion 2. Notar que si el rango de E es r > 0 entonces E(Q) es infinito, por otro lado
si el rango es 7 = 0, E(Q) es finito. Otra manera (equivalente) de definir el rango de E es como
el nimero de elementos basales con orden infinito.
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Conjetura BSD -Version clasica

El corolario al teorema de Mordell nos dice que el rango de una curva eliptica es finito,
pero no nos dice como encontrarlo. Hay mucho por desarrollar en este ambito; actualmente no
existen métodos lo suficientemente generales o raudos para calcular el rango de curvas elitpicas
arbitrarias. Se conjetura que no hay cota superior para el rango y se ha demostrado que existen
curvas con rango mayor o igual a 28. Se ha demostrado que la mayoria (en un sentido matematico
apropiado) de las curvas elipticas tienen rango 0 o 1. Esto significa que el tener rango mayor
a 1 es una anomalia estadistica. La conjetura mas importante acerca del rango de una curva
eliptica E (y en general, la mas importante en toda esta area) es la conjetura BSD, la cual
presentaremos en su version original de 1965.

Definicién 5. Decimos que una curva eliptica E esta en forma de Weierstrass si escribimos
E:y* =23+ azx +b.

Definicién 6. Sea E curva eliptica racional en forma de Weierstrass, p numero primo. Defi-
nimos N, := Nimero de soluciones de {y* = 2* + ax + b mod p}.

Conjetura 1. (Birch y Swinnerton-Dyer, 1965) Sea E curva eliptica racional en forma de
Weierstrass, v rango de E y p primo, entonces

N,
H —2 =~ Clog(z)", conx — oo yC una constante.
p<z

11



12 CAPITULO 3. CONJETURA BSD -VERSION CLASICA
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Figura 3.1: Gréfica de Hpga; % para la curva y? = 23 — 5z sobre los primeros 100.000 primos.
El eje = es log(log(z)) y el eje y estd a escala logaritmica. El rango de esta curva eliptica es 1,
y la conjetura predice que los datos debieran formar una linea de pendiente igual al rango de

la curva. Para comparar, se dibujo una recta de pendiene 1 en rojo.

Birch y Swinnerton-Dyer conjeturaron este resultado basandose en evidencia nimerica por
computadora, en el laboratorio de computacién de Cambridge. Dada la capacidad grafica y
computacional de los anos 60’ (mintscula comparada a la actual), la conjetura se basé incial-
mente en graficas sutiles y tenues, lo que produjo escepticismo en J. W. S. Cassels, el supervisor
doctoral de Birch. Sin embargo, con el tiempo la evidencia nimerica se acumuld, junto con re-
sultados parciales (que discutiremos mds en adelante) por lo que hoy la conjetura se piensa
verdadera.

Hoy en dia la conjetura tiene una forma més general y para poder discutirla, debemos hablar
de funciones L.
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Funciones L

Las funciones L forman un topico central en teoria de niimeros desde la demostracion del
Teorema De Los Numeros Primos En Progresion Aritmética por parte de Dirichlet (1837) y
desde el trascendental articulo de Riemann ”Sobre El Numero De Primos Menores Que Una
Cantidad Dada” (1859). Llevan este nombre en honor de Estas funciones provienen de las
llamadas series de Dirichlet, por lo que empezaremos alli.

Definicién 7. Una serie de Dirichlet es una serie de la forma

00 a,
S(s) = s
n=1

con (ay)n>1 una sucesion compleja y s € C.

El ejemplo prototipico de serie de Dirichlet es la famosa funcién zeta de Riemann:

o0

1
C(S) = %
n=1
Esta funcion juega un papel protagdénico en la teoria de nimeros contempordnea, tanto asi
que la hipétesis de Riemann (caracterizacion de los ceros de ((s)) fue incluida tanto en los 23
Problemas de Hilbert, como en los 7 Problemas Del Milenio, ademas de tener repercusiones en
areas como estadistica, teoria de probabilidad y mecénica cuantica.

Es un buen e ilustrativo ejercicio demostrar la siguiente identidad:

=1 1

Esta identidad es gracias a Euler, quien la demostro el caso s € R, antes de existir la nocién
establecida de ntimeros complejos. En su honor, la expresién de la derecha lleva el nombre de
Producto de Euler. A priori, la funcién ((s) es convergente para todo Re(s) > 1 y se puede
extender analiticamente a todo C con un polo simple en s = 1 con residuo 1.

Estos resultados no son aislados, forman parte importante del estudio de series de Dirichlet.

13
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Antes de dar nuestra definiciéon de funciéon L hacemos un comentario: en la actualidad se
conocen muchos ejemplos importantes de funciones denotadas como funciones L, sin embargo
su definicién no estd estandarizada. Un intento de esto es la llamada clase de Selberg, que
intenta axiomatizar e incluir las propiedades deseables y notorias de la mayoria de las funciones
llamadas L. Con esto en mente, nosotros consideraremos la siguiente definicién:

Definicién 8. Sea S una serie de Dirichlet. St S se puede extender analiticamente a una
funcion meromorfa F : C — C, llamamos a esta extension una funcion L de la serie S.

Las funciones L nos permiten obtener informacion extra acerca de la serie de Dirichlet, en
particular en lugares donde la serie no esté definida o contenga polos. Estas estan intimamente
relacionadas con las funciones ”Zeta” (por ej, la funcién de Riemann recién mencionada), en
particular muchas funciones Zeta se "factorizan” a través de funciones L. Historicamente, la
distincion a veces se da simplemente por nomenclatura, y diversos autores llamaron ”Zeta” o
L a funciones especiales con las que trabajaban. Por ejemplo, Peter Gustav Lejuene Dirichlet
las nombré asi por su apellido.

Acabamos de definir una funcién L a partir de una serie de Dirichlet S. Esta misma idea
se puede aplicar a diversos objetos matematicos, por ejemplo a curvas elipticas. Para esto,
definimos primero los ”factores locales” de E.

Definicién 9. Sea E una curva eliptica racional y sea p primo. Definimos a, = p — N, (ver
capitulo 3). Definimos el p—ésimo factor local de E como

L,(E,s):=1—ayp*® +p1_25

Para cada primo p, el factor local correspondiente nos entrega informacién aritmética de la
curva E en el primo p.

Definicién 10. Sea E una curva eliptica racional, la funcion L asociada a E es

L(E,s):= ][] Lo(E,s)"
p primo
pi2A

A priori, esta es una funcién compleja con variable s y convergente para Re(s) > 3/2.
El matemético aleman Helmut Hasse conjeturé que L(FE,s) se podria extender a una funcién
holomorfa en todo el plano complejo (esto es més fuerte que meromorfa). Eventualmente esto
se demostré como cierto.
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Conjetura BSD - Versiéon moderna

Finalmente estamos listos para la pregunta de un millén de ddlares. Esta es una refinacion
de la conjetura original y encapsula una perspectiva mas amplia.

Conjetura 2. (Birch y Swinnerton-Dyer) Sea E una curva eliptic racional, sea r el rango de
E y sea L(E,s) la funcion L asociada a E. Entonces, la expansion de Taylor de L(E,s) en
s =1 es de la forma

L(E,s) =c(s—1)"+ Términos de orden mayor,
con ¢ # 0 constante.

La conjetura se puede refinar incluso mas, pero requiere conocimientos de geometria alge-
braica. Ademads, BSD se puede planetar sobre cualquier cuerpo de nimeros (extension finita
de Q). Desde su concepcién han aparecido conjeturas mucho més elaboradas acerca de valores
especiales de funciones L por parte de mateméaticos como Tate, Lichtenbaum, Deligne, Bloch,
Beilinson y otros.

Para terminar, nombramos unos resultados parciales sobre BSD (que usan lenguaje mas
técnico del presentado en este trabajo).

1. Coates y Wiles (1977) probaron que si E es una curva sobre un cuerpo de nimeros F
con multiplicaciéon compleja por un cuerpo cuadratico imaginario K con nimero de clase
I, F=K6F =Qy L(E,s) # 0 entonces E(F) es grupo finito. Este resultado fue
generalizado para F' extension finita abeliana arbitraria de K, por Arthaud (1978)

2. Gross y Zagier (1986) mostraron que si una curva eliptica modular tiene un cero de primer
orden en s = 1 entonces tiene un punto racional de orden infinito

3. Kolyvagin (1989) mostré mostro que una curva eliptica modular E para la cual L(E, s) #
0 tiene rango 0. Por otro lado, si L(F, s) tiene un cero de primer orden en s = 1, entonces
E tiene rango 1.

4. Rubin (1991) mostré que para curvas elipticas definidas sobre un cuerpo cuadratico ima-
ginario K con multiplicacién compleja por K, la p—parte del grupo de Tate-Shafarevich
tiene el orden predicho por BSD para todo primo p > 7, cuando L(E,s) # 0 en s = 1.

15
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