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Resumen

El objetivo de este trabajo es estudiar el concepto de curvas elipticas en el contexto de la geometria
algebraica. Para ello sera necesario introducir la nociéon de divisores sobre curvas algebraicas
con el objetivo de poder hablar del grupo de Picard, se vera que gracias a una biyecciéon entre
este grupo y la curva, podremos definir naturalmente una estructura de grupo para la curva
eliptica. Recordaremos ademés algunas herramientas del analisis complejo para estudiar algunas
aplicaciones de curvas elipticas sobre el cuerpo C, en primer lugar la funcion p de Weierstrass
que nos permite formar una biyecciéon entre un toro complejo la curva eliptica. En segundo lugar,
introducimos las funciones theta y su relacién con las curvas elipticas, la cual tiene una gran
variedad de aplicaciones a otras areas de la matemaética.
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1. Introduccién

La teoria de las ecuaciones diofanticas es esa rama de la teoria de ntimeros que se ocupa de la
soluciéon de ecuaciones polinomiales en ntimeros enteros o ntmeros racionales. Existen ecuaciones
diofanticas que no son tan faciles de manipular con métodos elementales, por lo que se suele
recurrir a la teoria de curvas elipticas para poder resolverlas.

Una ecuacion diofantica bastante conocida vendria siendo el Ultimo Teorema de Fermat, el cual
nos dice que no existen z,y, 2z enteros tales que para n > 3,

Por muchos tiempo se intenté demostrar este teorema con métodos elementales, sin embargo,
luego de mas de 300 anos pudo ser demostrado utilizando curvas elipticas.

Las curvas elipticas sobre cuerpos finitos se usan en algunas aplicaciones en criptografia y también
para factorizacion de niimeros enteros.

Veremos que se puede asociar una ley de grupo para dichas curvas utilizando la teoria de geo-
metria algebraica para obtener célculos explicitos para la operaciéon de suma. También daremos
un enfoque al anélisis complejo y unas aplicaciones que pueden servir para otras ramas de la
matematica.

Notaciéon

A lo largo de este trabajo, denotaremos por k un cuerpo base fijo.

Entendemos un niimero complejo como un elemento del conjunto
C={a+ib|a,beR}.

El simbolo C denota el cuerpo de ntimeros complejos.

Dado n € N, denotamos el n—espacio proyectivo sobre k por P} o simplemente P", el conjunto
de todos los subespacios lineales unidimensionales del espacio vectorial k™.
Denotamos al conjunto S(X) = k[zo,...,x,]/I(X) donde I es el ideal construido en el curso.



2. Preliminares

2.1. Divisores en curvas

Definicion 2.1. Sea X una curva suave, proyectiva e irreducible.

1. Un divisor en X es una combinacién lineal finita kia; + --- + k,a, de distintos puntos
ay,...,a, € X con ky,..., k, € Z para algin n € N. Los divisores en X forman un grupo
abeliano bajo la suma de coeficientes. Denotamos a los divisores por Div.X.

2. Un divisor D = kjaq + - - - + k,a, es llamado efectivo, denotado por D > 0, si k; > 0 para
cadai=1,...,n. Si Dy, Dy son dos divisores tales que Dy — D, es efectivo, escribimos que
Dy > Dy o Dy < Dy. En otras palabras, tenemos que Dy > D; si y sblo si cada coeficiente
de cada punto en Dy es mayor o igual a los coeficientes de estos puntos en D;.

3. El grado de un divisor D = kya; + - - - + k,a, es el namero degD =k +---+ k, € Z. El
grado forma un homomorfismo deg:DivX — Z. Su kernel se denota como

Div’X = {D € DivX : degD = 0}.

Construccion de divisiores de polinomios: Sea X C P™ una curva suave e irreducible.

1. Para un polinomio no nulo f € S(X), el divisor de f se define como

divf := Z mult,(f) - a € DivX,
aEVX(f)

donde Vx(f) denota los ceros de f en X. En otras palabras, el divisor divf contiene los
datos de los ceros de f junto a sus multiplicidades. Por el Teorema de Bézout, su grado es
deg(divf)=degX-degf.

2. Sin=2eY CP?es otra curva que no contiene a X, el divisor de interseccion de X e
Y es
XY= > mult,(X,Y)a€DivX.

aeXNY

Lema 2.1. Sea X una curva suave, proyectiva e irreducible, y sean f,g € S(X) polinomios no
nulos. Entonces
mult, (fg) = mult,(f) + mult,(g)

para todo a € X. En particlar, tenemos que div(fg) = divf + divg € DivX.

Construccion de divisores de funciones racionales: Sea X una curva suave, proyectiva e irreducible,
y sea p € k(X)* una funcion racional no nula. Podemos escribir ¢ = % dos polinomios homogéneos
f v g del mismo grado.

1. Definimos la multiplicidad de ¢ en un punto a € X como

mult, () := mult,(g) — mult,(f) € Z.

2. Analogamente, por la primera construccion, definimos el divisor de ¢ como

divyp := Z mult,(p) - a = divg — divf.
aeVx (f)NVx(9)



Observemos que el Lema 2.1 implica que mult, (p192) = mult,(¢1) + mult,(p2) para todo a € X
para ¢, o funciones racionales. Ademaés se tiene que div(pips) = divpy + dives, es decir, el
mapeo div : k(X)* — DivX es un homomorfismo de grupos.

Observemos ademas que cualquier funcion racional en X es de la forma ¢ = % para dos polinomios
homogéneos del mismo grado, por la primera construccion, este divisor tiene grado cero:

deg(divyp) = deg(divg — divf) = degdivg — degdivf = degX - degg — degX - degf = 0.

Por lo tanto el homomorfismo de la observacién anterior puede ser visto como un morfismo
div : k(X)* — Div’X.

Definicion 2.2. Sea X una curva suave, proyectiva e irreducible.

1. Un divisor en X es llamado principal si es divisor de una funcién racional. Denotamos por
PrinX al conjunto de todos los divisores principales. Notemos que PrinX es la imagen de
un divisor por div : k(X)* — Div’X y por lo tanto es subgrupo de Div'X y DivX.

2. El cociente
PicX := DivX/PrinX

es llamado el grupo de Picard o grupo de clases divisorias en X. Restrictos al grado
cero, podemos definir Pic’X := Div’X/PrinX. Por abuso de notacién, un divisor y su clase
en PicX lo denotaremos por el mismo simbolo.

Observemos que los grupos PicX y Pic’X llevan la misma informacién en X, como siempre
tenemos
PicX/Pic’X = DivX/Div’X = Z.

Curvas ciibicas: Sean a, b dos puntos de X C P? curva ctibica y suave, no necesariamente iguales.
Existe una tnica recta L C P? tal que a + b < L - X como divisores en X, llamada la recta que
pasa por a y b si los puntos son distintos, y la recta tangente de X en a = b en otro caso. Pero
L - X es un divisor efectivo de grado 3 en X, y por lo tanto existe un tnico punto ¢ € X con
L-X =a+ b+ c. En lo siguiente, denotaremos a ¢ por ¥ (a,b).

Geométricamente, para a,b € X, el punto ¢(a,b) es el tercer punto de interseccion de X con
la recta que pasa por a y b. De hecho, uno puede mostrar que el mapeo ¢ : X x X — X,
(a,b) — 1 (a,b) es un morfismo.

Proposicién 2.1. Sea X C P? una curva cibica suave. Entonces para todo a,b € X distintos,
tenemos que a — b # 0 € Pic’X, es decir, no existe una funcion racional no nula ¢ en X tal que
divp = a — b.

En particular, la proposicion 2.1 implica que Pic’X # {0} para cada superficie ctibica X C P2.
Demostracion. Supongamos por contradiccion que el enunciado de la proposicion es falso. Luego,
existe un entero positivo d y polinomios homogéneos f, g € S(X) de grado d tales que se cumple:
(a) Existen puntos aq,...,a3s—1y a # b en X tal que
divg=a1+---4+azg1 vy divf=a;+ -+ a1 +0.
(Por lo tanto divp = a — b para ¢ = %)

(b) Entre los valores ay, ..., as;—1 hay al menos 2d puntos distintos.



Tomamos d minimal con estas dos propiedades.

Si d =1, entonces divg = a; + az + a y divf = a; + ay + b, luego se tiene que a = b = ¥ (ay, asz),
en contradicciéon a nuestra suposicion. Por lo tanto podemos suponer que d > 1. Volvamos a
considerar los puntos aq, ..., asq_1 tal que as # as, y tal que a; = as si hay puntos iguales entre
los a;.

Ahora consideramos las combinaciones lineales Af + pg para A, € k, no ambos cero. Como los
polinomios f y ¢ tienen divisores diferentes, son linealmente independientes en S(X), y por lo
tanto A\f 4+ pg no se anula en X. Luego, se tiene que aj + -+ - + agg—1 < div(\f + ug) para todo A
y i, y para cualquier ¢ € X existen Ay g con aj + -+ -+ asqg_1 < div(Af + pug). Por supuesto, por
Teorema de Bézout, se tiene que div(A\f + ug) = a1 + -+ - + agq—1 + c.

Escogemos a = (a1, as) y b =9 (aq, a3). Entonces

dng = (CLl + a9 + w(al,ag)) + as + ay + -+ asq—1

y
divf = (a1 + az +(ay,a3)) +az 4+ ag + - - + azq_1.
Pero a; + as + ¥(ay,a2) y a1 + asz + ¥(aq, az) son divisores de polinomios lineales homogéneos k
y [, respectivamente, existen polinomios lineales homogéneos [/, ¢ de grado d — 1 con g = kg’ y
f=1f", yasi
divg' =as+ -+ azg—1 +ag y divf = as + - + azg—1 + as.

Notemos que estos nuevos polinomios f’y ¢’ satisfacen la primera propiedad para d reemplazado
por d — 1, ya que ag # as por hipotesis. Mas atn, [’y ¢’ satisfacen la segunda propiedad porque,
si hay puntos iguales entre los a;, entonces al volver a etiquetarr estos puntos, sélo hay dos puntos
distintos entre ai, as, a3 y por lo que todavia debe haber al menos 2d — 2 puntos distintos entre
aq,...,A34—1-

Esto contradice la minimalidad de d, y por lo tanto se prueba la proposicion. ]

2.2. Funciones holomorfas y meromorfas

Definicion 2.3. Sea U C C un abierto en la topologia usual. Una funcién f : U — C se dice
holomorfa si es diferenciable, en el sentido complejo, para todo punto zy € U, esto es, el limite

o) — 1 T = FCo)
z—20 Z— 2
existe para todo zy € U.
Una funcion f: U — C U {oo} se dice meromorfa si es que es holomorfa en todo zy € C excepto
en algunas singularidades aisladas, las cudles son polos, esto es, si para todo zy € U existe un
nimero n € Z y una funciéon holomorfa f, definida en una vecindad V C U de z, tal que

f(z) = (2= 20)"f(2)
para todo z € V. Si la funcién f no es identicamente nula en una vecindad de 2y, podemos
considerar f (20) # 0 en esta representacion; en este caso el niimero n esta tnicamente determinado
y lo llamamos el orden de f en zy y lo denotamos por g, (f). Si n > 0 decimos que f tiene un
cero de orden n en zp, si n < 0 decimos que f tiene un polo de orden —n en este punto. Una
funcion meromofa es holomorfa al rededor del punto zj si y solo si tiene orden no negativo en este
punto.

Observacion 2.1. Por supuesto, cualquier funciéon regular (respectivamente racional) sobre un
abierto de Zariski de la recta afin AL = C es holomorfa y una funcién racional sera meromor-
fa. Sin embargo, existen muchas funciones holomorfas que no son regulares y muchas funciones
meromorfas que no son racionales, por ejemplo,

f:C—=C, zwe.



2.2.1. Propiedades de funciones holomorfas

A pesar de que la definicién de funciéon holomorfa, es decir funciéon diferenciable en el sentido
complejo, es formalmente igual a la definiciéon de funciéon real diferenciable, el comportamiento en
el caso complejo es totalmente diferente al caso real. Las diferencias mas notables son:

(a)

(b)

Toda funciéon holomorfa es automéaticamente infinitamente diferenciable, es decir, toda las
derivadas de orden superior f*) para k € N existen y son nuevamente holomorfas.

Toda funciéon holomorfa f es analitica, es decir, se puede representar localmente al rededor
de cualquier punto z; por su serie de Taylor. El radio de convergencia es “tan grande como
puede ser”, es decir, si f es holomorfa en una bola abierta U al rededor de zy, entonces la
serie de Taylor de f en 2y converge y representa f al menos sobre U. En consecuencia, una
funciéon meromorfa f de orden n en zy puede ser expandida en una serie de Laurent como

f(z)= Z cr(z — 20).

El coeficiente c_; de la serie se llama residuo de f en zy y se denota res,, f.

Los residuos se relacionan con los érdenes de una funciéon meromorfa de la siguiente manera:
si f(z) = (2 — 20)"f(2) se tiene que

res,, J'2) = res,, ( L fj(z)) =n =, (f).
zZ— 20

f(2) f(2)

(Teorema de los residuos) Si v es un contorno cerrado, orientado positivamente y f es una
funciéon meromorfa en una vecindad de 7 y su interior, que no tiene polos sobre v, entonces

/f(z) dz = 2mi Z res,, f,

donde la suma se toma sobre todos los z; al interior de v donde f tiene polos. En particular
si f es holomorfa al interior de 7, esta integral se anula.

(Teorema Liouville) Toda funciéon que es holomorfa y acotada sobre todo el plano complejo
C es constante.



3. Curvas elipticas

Definicién 3.1. Una curva eliptica es una curva cibica suave en P2,
Veremos que las curvas elipticas se pueden dotar naturalmente de una estructura de grupo.

Proposicién 3.1. Sea X C P? una curva eliptica, y sea ag € X un punto. Entonces el mapeo
d:X — Pi’X, aw— a—ag
es una biyeccion.

Demostracion. Como deg(a — ag) = 0, el mapeo ® es claramente bien definido. Ademés es inyec-
tivo, si ®(a) = ®(b) para a,b € X entonces a — ag = b — ag y por tanto a — b = 0, en Pic’X. Por
proposicion 2.1 esto es posible si a = b.
Para mostrar que ® es sobreyectiva, sea D un elemento arbitrario de Pic’ X, que podemos escribir
como

D:a1+---+am—bl—---—bm

para algin m € N y no necesariamente distintos ay, ..., an,b1,...,b, € X. Supongamos primero
que m > 2. Luego, existen polinomios lineales homogéneos [, en X tal que +I = a;+as+1(ay, as)
y ' = by + by + (b1, be). El cociente de estos polinomios es una funcion racional en X, cuyo
divisor a; + as +¥(ay, ag) — by — by — 1h(by, by) es por tanto cero en Pic’X. Se sigue que podemos
escribir

D = (by,by) +az + -+ am — ¥(ay, as) — by — - - — by, € Pic’X.

Hemos reducido entonces el niimero m de puntos (positivos y negativos) en D por 1. Continuando
este proceso, podemos asumir que m = 1, es decir, D = a; — b; para algunos aq,b; € X.
De la misma manera, se tiene que

ap + a1 +Y(ag, ar) — by — Y(ag, ar) — (b1, (ag,a1)) =0 € Pic’ X,

luego D = a; — by = ¥(by, ¥ (ag, a1)) — ag € Pic”X. Por lo tanto, D = ®(¢(by, ¢ (ag, a1))), es decir,
® es sobreyectiva. O]

3.1. Ley de grupo en curvas elipticas

Sea X C IP? una curva eliptica. Luego de escoger ay € X, la proposicién anterior nos da una
biyeccion candnica entre la variedad X y el grupo abeliano Pic’X, es decir, dos objetos matema-
ticos diferentes. Asi, podemos usar esta la biyeccion para dotar a X de una estructura de grupo
abeliano, y a Pic’ X la estructura de una variedad suave y proyectiva.

De hecho, Pic’X se puede convertir en una variedad (llamada la variedad de Picard) para
cada curva suave y proyectiva X. Sin embargo, en general no es isomorfa a X. Sélo se puede
mostrar que el mapeo ® : X — Pic’X a — a — ag de la proposicién anterior es inyectivo si X
no es isomorfo a P!, de modo que entonces podemos pensar en X como una subvariedad de Picard.

En contraste, el hecho de que X puede verse como grupo abeliano es especial en curvas elipticas.
En lo siguiente exploraremos la estructura de grupo explicitamente.

Construccion de la estructura de grupo en una curva eliptica: Sea ag un punto fijo de X C P2
Como se dijo antes, podemos utilizar la biyeccion de la proposiciéon 2 para definir una estructura



de grupo en X. Mas precisamente, si denotamos a esta operacion de grupo por & (para distinguir
de la adicion en DivX o PicX), entonces a @ b para a,b € X debe satisfacer

Q(adb) = P(a) + D(b).

Para hallar explicitamente a @ b, notemos que a + b + ¥(a,b) y ag + 1¥(a,b) + ¥ (ag, ¥ (a,b)) son
divisores de polinomios lineales homogéneos, y por tanto

a+b+(a,b) —ag —¥(a,b) = P(ag,¥(a,b)) =0 € Pic’X.
Por lo tanto,

a®b = 7 YHP(a)+ P(b))

= &Y a—ag+b—ap)

= &7 (Y (ao, ¢(a, b)) — ao)

= ?/J(GO, w(av b))
En otras palabras, para construir a ¢ b dibujamos la recta que une a a y b. Luego dibujamos otra
recta que pasa por el punto ¢(a,b) y el punto ag. El tercer punto de interseccion de esta segunda
recta con X es entonces a & b.
Similarmente, para construir la inversa ©a de a en esta estructura de grupo, utilizamos la relacion

ag + ao + (o, ag) — a — P(ag, ag) — P(a, ¥ (ao, ag)) =0 € Pic’X
para obtener

oa = ®71(—d(a))
= & (ag—a)
= O7'(Y(a,¥(a, ap)) — a)
= ¥(a,¥(ao, ao)).
Asi, para construir la inversa ©a dibujamos la recta tangente que pasa por ag. Luego dibujamos

otra recta que pasa por el punto de interseccion 1(ag, ag) de esta tangente con X y el punto a.
El tercer punto de interseccion de la segunda recta con X es Sa.

Observemos que, utilizando la descripcion geométrica, la operacion @ puede ser definida com-
pletamente elemental, sin hacer referencia a la teoria de divisores. Sin embargo, serfa muy dificil
demostrar que obtenemos una estructura de grupo, en particular, para probar la asociatividad.
Finalmente, el elemento neutro de este grupo es el punto (0:1:0) € P2.



3.2. Aplicaciones de curvas elipticas al analisis complejo

Nos restringimos ahora al cuerpo base de los complejos C, de manera que una curva eliptica es,
desde el punto de vista topologico, un toro. Comenzamos dando un resumen de los resultados que
necesitaremos de analisis complejo.

Para nuestras aplicaciones en las curvas elipticas necesitaremos un tipo particular de funcién
meromorfa. Para describir su construccion fijemos dos niimeros complejos wy, wy € C que sean
linealmente independientes sobre R, es decir, que no estan sobre la misma linea real en C a través
del origen. Entonces el conjunto

A = Zwy + Zwy = {nwy + mws :n,m € Z} C C

se llama un reticulado en C, como se indica en los puntos de la figura siguiente.

Jdm
™ ° ™
'Y o n °
Re
—e ' ®
]
° ° °

Note que A es un subgrupo aditivo de C y que el cociente C/A es un toro topoldgico. Ademés,
las funciones sobre el toro C/A corresponden exactamente a las funciones A-periodicas sobre C,
esto es, funciones sobre C tal que

flz+w) = f(z)
para todo z € C y para todo w € A. De ahora en adelante, A serd un reticulado fijo en C
y usaremos de manera indistinta, los conceptos de “funciéon sobre C/A” y “funcién A-periodica
sobre C”.
Nuestro objetivo, por ahora, es ver que C/A puede ser identificado con una curva eliptica en
una manera natural. Comenzamos con un resultado auxiliar que nos indica ya una relacion entre
algebra y analisis; especificamente, probaremos que una funciéon meromorfa sobre C/A tiene el
mismo numero de ceros que de polos.

Lema 3.1. Sea f: C/A — CU {0} una funcion meromorfa no nula, entonces

Z fz(f) = 0.

20€C/A
Demostracion. Llamamos “paralelogramo de periodicidad” a un paralelogramo cuyos bordes ge-
neran A. Tomamos un camino ~ al rededor de los lados de un paralelogramo de periodicidad, de
tal forma que los ceros y polos de f no estén sobre . Asi se tiene que A tiene un solo representante
dentro del paralelogramo, como se muestra en la figura siguiente.

Im
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Debido a la periodicidad de f, las integrales a lados opuestos del paralelogramo se anulan mu-

tuamente, se sigue que
!
/ I'(z) dz = 0.
, f(2)

Ahora calculemos la misma integral usando el teorema de los residuos: sea zy un punto con
= (F) = n, entonces se sigue

reszOM = res,, (z ilzo + f~(z))> =n=pu,(f),

f(2)

usando el teorema de los residuos tenemos
f'(2) . f'(2) .
dz =2mi Yy res,,—— = 2mi Y T1eS,, . (f)-
[ 2 resn iy = i D skt f)

De donde, junto con la primera igualdad

2mi Z res, fbz (f) =0
20

= ZreszOMZO(f) = 0.
20



3.2.1. Funcién p de Weierstrass

Proposicion 3.2. (y definicion). Sea A = Zw, + Zws un reticulado en C. Existe una funcion p
meromorfa sobre C, llamada la funcion @ de Weierstrass, definida por

RELY (z—w> ‘5>

weA\{0}
Esta funcion posee polos de orden 2 exactamente en los puntos del reticulado.

Demostracion. Es sabido que la suma (infinita) de funciones holomorfas, es holomorfa en z; dado
que la suma converge uniformemente en una vecindad de zj.

Daremos una idea de la demostracion de la convergencia: Sea zy € C\ A un punto fijo que no
pertenece al reticulado. Entonces todo sumando es una funcién holomorfa en una vecindad de zy.
Las expansiones de estos sumandos para w grande son

1 1 1 1 2z . 1
— ——=—|——— —1] = — + | términos de orden superior—
(Z _ (.U)2 w2 w2 (1 - i)2 w3 wh

Asi, los sumandos crecen como w®. Sumamos estos valores de acuerdo al valor absoluto de w.
Note que el nimero de puntos del reticulado con un valor absoluto dado aproximadamente igual
a n € N es proporcional al drea del anillo de radio interior n — % y radio exterior n + %, la cual
crece linealmente con n. Por lo tanto, la suma final es del orden de Y 07 n = Z;O L3, la
cual es convergente. Note que la suma no serla convergente si no se resta la constante —z en cada
o 1
sumando, ya que cada término crecerfa como 2, y por lo tanto la suma serfa del orden de Y >° |
w n=l.ln

la cual es divergente.

Finalmente, los polos de orden 2 en los puntos de A son claramente visibles. O]

Observacion 3.1. (Propiedades de la funcién p). Es conocido que en una serie absolutamente
convergente, como la anterior, toda manipulacién (reordenamiento de sumandos, diferenciacion
término a término) se pueden realizar sin ningtin problema. En particular, las siguientes propie-
dades de la funcién g son obvias:

(a) La funcion p es una funcion par, es decir, p(z) = p(—=z) para todo z € C. Asi, su serie de
Laurent en 0 contiene solo exponentes pares.

(b) Suderivadaes p'(2) = > o ﬁ La cual es una funcion impar, es decir, '(—2) = —¢/(2)
para todo z. Asi su serie de Laurent en 0 contiene solo exponentes impares. Tiene polos de
orden 3 exactamente en los puntos del reticulado.

(c¢) La funcion p es doblemente periodica con respecto a A, es decir, ©(29) = p(z0+w) para todo
2p € Cy w € A. Para probar esto, primero note que es obvio por (b) que ¢'(zy) = @' (20 +w).
Ahora, integre '(z) sobre el contorno cerrado v = 1 + ¥2 + 3 + 74 mostrado en la imagen

y Im




El resultado es 0, ya que g es una integral de g'. Pero también, la integral a través de
72 cancela a la integral sobre 74 ya que ¢'(2) es periodica. La integral sobre v; es igual a
©(—%) — p(%), la cual se anula pues p es una funcion par.
Se concluye que
0= [ 9z = oo+ ) - plz0)
7
es decir, g es periodica con respecto a A.

Lema 3.2. La funcion p asociada a un reticulado A satisface una ecuacion diferencial
0'(2)* = c30(2)° + c2p(2)? + c19(2) + o, para todo z € C
para algunas constantes cy, c1, ca, c3 € C(dependen de A ).

Demostracién. Por la observaciéon anterior, sabemos que (p’)? es una funcién par con un polo de
orden 6 en el origen. Por lo tanto su serie de Laurent centrada en 0 es de la forma

a_g a_y a_2 L .
o'(2)? = — + —5 t —5 + ao( términos de orden superior)
z z z
para algunas constantes a_g, a_y, a_s, a9 € C. Las funciones ©?, 92, p y 1 también son funciones
pares y tienen polos en el origen de orden 6,4, 2, y 0, respectivamente. Luego existen constantes

c3, Ca, C1, co € C tales que la serie de Laurent de la combinacion lineal

f(2) = ¢/ (2)" = es9(2)* — c2p(2)” — c1p(2) — co

posee solo potencias positivas de z. Por lo tanto, f es holomorfa en una vecindad del origen y se
anula en 0.

Pero p, ¢’ son A — periodicas, por lo tanto f lo es. Asi, f es holomorfa alrededor de cada punto
del reticulado. Pero f es también holomorfa alrededor de todos los otros puntos, ya que g, ¢’ lo
son. En otras palabras, f es holomorfa sobre todo C.

Mas atn, por la periodicidad, todo valor tomado por f es asumido sobre el paralelogramo {zw; +
ywy : x,y € [0,1]}. Como f es continua, su imagen sobre este paralelogramo compacto, y por
tanto sobre todo C es acotada. Por el teorema de Liouville, f debe ser constante. Pero f se anula
en 0, por lo que f debe ser la funcién nula, el cual es justamente el enunciado del Lema. O]

Observacion 3.2. Por un calculo explicito, uno puede probar que los coeficientes cs, ¢o, ¢1, ¢o en el
Lema (3.2) estan dados por

1 1
cs=4, =0, ¢=-60 ) — 0=—140 > =
weA\{0} weA\{0}

La prueba del Lema (3.2) nos muestra lo poderoso que pueden ser los métodos del analisis com-
plejo, para probar la ecuacion diferencial, fue suficiente comparar solo cuatro coeficientes de sus
series de Laurent centradas en el origen, el resto fue completamente teoria general.

Note ademas que la ecuacion diferencial del Lema (3.2) es una ecuacion ciubica (no-homogenea)
en las dos funciones g, @', las cuales son A —periodicas y por tanto bien definidas sobre el cociente
C/A. Por lo tanto, podemos usarla para obtener una aplicacién desde C/A a una curva eliptica,
como sigue:

Proposicion 3.3. Sea A C C un reticulado fijo, y sea X C P% una curva cubica
X ={(zo: 21 : 29)|whm0 = 32 + cxiT + Cro17h + o}
para las constantes cs, ca,c1,co € C del Lema (3.2). Entonces existe una biyeccion

UV:C/A—= X, z—=(1:9(2):¢'(2))



Demostracion. Como gy ¢’ son periodicas con respecto a A y satisfacen la ecuacion diferencial del

Lema (3.2), es claro que W esta bien definido como aplicacion sobre X (Hablando estrictamente,

para z = 0 debemos notar que @ y ¢’ tienen polos de orden 2 y 3, respectivamente, asi la

expresion dada por W(0) formalmente se ve como (1 : 0o : 00). Pero como p(z), ¢'(z) son funciones
f(z)

meromorfas, podemos escribir p(z) = “z* vy ¢'(z) = % localmente, alrededor del origen, para

algunas funciones f, g que no se anulan en 0, y asi debemos interpretar la expresion para ¥ como

U(0) =1lim(1: p(2): ¢/(2)) =lim(z*: 2f(2) : g(2)) = (0:0: 1)
z—0 z—0

es decir, W(z) esta bien definida para z = 0).
Ahora, sea (z¢ : o1 : z3) € X un punto dado, vamos a probar que su imagen inversa bajo ¥
es exactamente un punto. Por lo anterior, esto es claro para el punto al infinito (0 : 0 : 1), asi
que podemos asumir que tomamos un punto distinto a este, asi podemos pasar a coordenadas no
homogeneas donde xy = 1.
Primero, buscamos un z € C tal que p(z) = z;. Para esto, consideramos la integral

/ p'z)

—————dz

o' p(Z) — 1

sobre el borde de cualquier “paralelogramo de periodicidad” (esto es, que no contiene a los ceros
y polos de la funciéon z — p(z) — x1), como en la siguiente figura:

Im

[ ]
[ ]
'

La integral se anula en los lados opuestos del paralelogramo por la periodicidad de g y ¢'. Asi, la
integral debe ser 0. Luego, por 2.2.1 (b) y (c) se tiene,

0= Z reszOM: Z ord,, (p(z) — x1).

20€C/A p(2) — @1 20€C/A

En otras palabras, la funcion z — p(z) — z; tiene tantos ceros como polos en C/A, contados con
multiplicidad. Como g tiene un polo de orden 2 en los puntos del reticulado, se tiene entonces
que existen exactamente dos puntos en o~ !(z1), contados con multiplicidad.

Para tal punto z con p(z) = 1, tenemos por el lema (3.2)

0 (2)” = c30(2)* + c20(2) + c19(2) + co = c32] + 2] + €131 + o = 75

Como (1 : 2 : 22) € X. Entonces, existen dos posibilidades:

i- Si¢/'(2) =0, entonces x5 = 0 también, y asi, z es un doble cero( es decir, el anico cero) de
la funcion z — p(z) — x1. Por lo tanto, existe exactamente un z € C/A con ¥(z) = (1 :

p(z): @(2) = (1: 21 29).

ii.- Si p/(2) # 0, entonces z es un cero simple de z — p(z) — x1. Como g es par y ' impar
por la observacion (3.1), vemos que —z debe ser el otro cero, y satisface ¢'(—z) = —¢/(2).
Por lo tanto, exactamente una de las ecuaciones @'(z) = z3 y ¢'(—2) = x2 se cumple, y el
correspondiente punto es la tnica imagen inversa de (1 : z; : x3) bajo W.



Por lo tanto, se concluye que ¥ es biyectiva. O

Observacion 3.3. De hecho, la aplicacion ¥ no es solo una biyeccion: Ambos C/A y X son
variedades complejas de dimension 1, y ¥ es incluso un isomorfismo entre estas dos variedades.

Observacion 3.4. Con la proposicion (3.3), nos encontramos en una situacion similar a la de la
proposicion (3.1), tenemos una biyeccion entre C/A y una variedad X. Asi, la aplicacion ¥ de la
proposiciéon anterior puede ser usada para construir una estructura de grupo sobre X, de hecho
esta estructura de grupo es la misma que la obtenida por la aplicacion ¢ de la proposicion (3.1)
usando divisores. Pero, las propiedades algebraicas de esta estructura de grupos es mucho mas
obvia, por ejemplo, es facil ver que los puntos de orden n son los n? puntos de la forma

1
— (iwy + jwa), para 0<1i,j <n.
n



3.2.2. Funciones theta y divisores

Existen al menos dos formas de abordar el problema de construir una inmersion holomorfa de
una curva eliptica, o mas generalmente de un toro complejo C/A, en el espacio proyectivo P". La
primera manera consiste en buscar n funciones A-peridédicas meromorfas fi, fo,..., f, y tratar de
extender la aplicacién meromorfa

u:C/A =P, u(x) = (fi(z), folz),..., ful))

a una aplicacion holomorfa. La segunda manera consiste en buscar funciones holomorfas g, i1, . . . , %,
sobre C, que no tengan un ceros comunes, de manera que la aplicacion holomorfa

(tlg, @y, - . ., Typ) : C — C"H

induce, por paso a cociente, una aplicacion C/A — P™. Para esto, se requiere que, para cada
A € A, exista una funcion fy : C — C* tal que

ij(z +A) = fa(2)u;(2)

para todo j € {0,...,n}. Esto motiva la definiciéon siguiente, en la cuil nos enfocamos en el
caso de dimension igual a 1, fijamos nuevamente un reticulado A y llamamos E' la curva eliptica
asociada.

Definicion 3.2. Llamamos funcion theta asociada a A a toda funcién 6 entera sobre C, no
idénticamente nula, tal que para cada A € A existen constantes ay, by que satisfacen

Q(Z + )\) _ 627ri(a>\z+b>\)0(z)
para todo z € C. La familia (ay, by)xea es llamada el tipo de 6.

La ecuacion anterior es equivalente a

/ /

Z(’Z + \) = 2miay + 5(2)

En otras palabras, las funciones theta son funciones enteras, no idénticamente nulas, para las que

N/ ., . . oy . . .
(%) es una funcion eliptica. Una familia 6, . .. #, del mismo tipo, sin ceros comunes, definen una

aplicacion holomorfa de F en P.

Ejemplo 3.1. 1. Toda funciéon

(052
PR eQm(az +bz+c)

es una funciéon theta. Estas son llamadas las funciones theta triviales y obviamente, no se
anulan entre si.

2. La funciéon o de Weierstrass, definida por el producto infinito
z z 22
= 1— _> ez,
o(z) =z H < VA
AEA

.. . /
es una funcion theta, pues la derivada de 2 es —p.



3. Las funciones theta de Riemann se definen para cada par (a,b) de reales por

a _ in(r(m+a)2+2(m+a)(z4b))
H[b} (z,T)—Ze :

mEeZ

Estas funciones verifican, para todo par de enteros p, ¢
a v (—2pz—p°T —2a a
0 [b] (2 + Tp + q) = AP THII200) [b] (2),
por lo que son funciones theta para el reticulado A..

A una funciéon meromorfa f no nula sobre E, se le puede asociar un divisor

div(f) = el f) - 2,

zeFE

el cual es de orden par debido a 3.1. A pesar de que una funcién # no define una funcién sobre F,
sus “divisores sobre C” son invariantes por traslacion de A; podemos asi definir el divisor div(0)
de 0 sobre E. Ya que 6 es holomorfa, este divisor es efectivo.

Ejemplo 3.2. 1. El divisor de o es 0.

a

2. El divisor de 6 [ b

} es la traslacion de 6 [0

O] por Ta + b.

Proposicion 3.4. Sean (A1, \2) una base de A y 6 una funcion theta. Entonces se tiene que
ax Ao — ay, A\ = deg(div(6)).

Demostracion. (Idea) Es suficiente integrar la funcion % sobre el paralelogramo de lados Aq, A,
de tal manera que no contenga ningtun cero de 6 y utilizar el hecho de que

5(2 + ;) = 2miay; + 5(2)

[]

Ejemplo 3.3. Para toda funcion 6 de Riemann, se tiene a,,, ., = —m, de donde sus divisores son

de grado 1. Ya que 0 Eg} es impar y no tiene polos, su divisor es 0 y del ejemplo 3.2, se tiene

0 m =7(a+1/2)+ (b+1/2).

Las funciones theta de Riemann, también nos permiten ver una curva eliptica como una plana
ciibica. Nombramos

R e A R

Se puede probar que que 0y, 019 y o1 son pares, mientras que #;; es impar.



Proposicién 3.5. La aplicacion holomorfa u : E — P? definida por
2= (B00(2)011(2)?, 010(2)001(2)011(2), O (2)?)
induce un isomorfismo de E hacia la cibica lisa de ecuacion
Y27 = X(BZ + aX)(aZ — BX),

donde
o = ‘910(2)2 ﬁ . 901(2)2

‘900(2)2’ a 900(2)2.

El cuerpo de funciones meromorfas de una curva eliptica es generado, sobre C, por p y ¢, y su
grado de trascendencia es 1. Ademaés, toda funciéon meromorfa definida sobre una curva eliptica,
es un cociente de dos funciones theta del mismo tipo.

Las funciones theta son importantes en diversas areas, incluidas las teorias de variedades abelianas
y espacios modulo, y de las formas cuadraticas. Se utilizan para generalizar a un algebra de
Grassmann, aparecen en teoria cuantica de campos, en particular en la teoria de cuerdas y D-
branas.
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