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1. Resumen

Un &lgebra de Banach compleja con unidad es una estructura algebraica donde podemos mul-
tiplicar, sumar y medir elementos con la adicién de poder escalarlos por nimeros complejos. Un
ejemplo serian las funciones periédicas pues podemos sumarlas, escalarlas, multiplicarlas y medir
su amplitud.

Daremos una rapida introduccién a su teoria para luego extenderla a otros cuerpos. Antes de
todo eso, partiremos, por los preliminares, donde definiremos todo lo necesario para desarrollar la
teoria.

Luego de la introduccién a las dlgebras de Banach, mostraremos las propiedades de los cuerpos
que nos interesan para hacer la extensién y veremos que el problema que surge al tratar de adaptarla
es que perdemos la nocién de espacio pues los puntos estaran desconectados.

Finalmente, introduciremos los espacios de Berkovich que arreglan el problema conectandolos
de manera suave.

2. Introduccion

La geometria es una de las ramas mas antiguas de la matemdtica junto con la aritmética. Con
la naciente necesidad de resolver problemas aritméticos, nacen las ecuaciones y, junto con ellas, el
algebra.

El élgebra se conecta sin duda alguna a través del plano cartesiano con la aparicién de la
Geometria Analitica por parte de René Descartes y Pierre de Fermat. En la geometria clasica, se
estudié intensivamente las secciones cénicas, por ejemplo, por parte de Arquimedes. René Descartes
y Pierre de Fermat también las estudian, pero, ahora, desde un punto de vista algebraico.

Uno de los teoremas que presentan es que cualquier forma cuadratica puede expresarse en su
forma normal haciendo factorizaciones que, geométricamente, resultan ser rotaciones y traslaciones.
En particular, cualquier forma cuadrética ax? +2bzy + cy? puede ser transformada por una rotacién
del plano cartesiano a ax? + By?. Este teorema se puede generalizar a que, para cualquier forma
cuadratica ) a;jz;x; simétrica, es decir, a;; = a;;, se pueden rotar los ejes de manera que la forma
cuadrética se convierta a Y o7

Ya cuando se desarrolla la teoria de matrices, lo anterior se le conoce como diagonalizacién y
consiste en que la matriz asociada M = (a;;) puede ser vista como una matriz diagonal D = (ay).



David Hilbert desarrolla una teoria donde extiende este teorema, pasando de una suma finita a
infinita, y la llama teoria espectral. El desarrollo de la teoria de Hilbert, por parte de matematicos
como Schmidt, Riesz y Von Neumann, condujo a la nocién de espacios de Hilbert y al desarrollo
del analisis funcional moderno. Sin embargo, la teoria espectral ain dependia de “ser simétrica”.

Gelfand y sus colegas desarrollan una teoria para estudiar los operadores en estos espacios. Asi
nacen las Algebras de Banach y C*-algebras, y su respectiva teoria espectral. Esta generaliza la
teoria de espectral que pide una condicién menos fuerte que ser simétrica, ser normal.

La teorfa de Gelfand se basa en que podemos extender el anilisis complejo a las algebras de
Banach complejas. De forma inocente, podriamos tratar de desarrollar la teoria de algebras de
Banach sobre otros cuerpos. Sin embargo, las propiedades de espacio dependen del cuerpo.

Inspirado con la nocién de espacio de la Geometria Algebraica Moderna, Berkovich desarrolla
una teoria que nos da un “buen espacio” y que es compatible con la teoria ya existente. Brinddndonos
una vision geométrica a los resultados de las Algebras de Banach que perdimos en el desarrollo de
la teoria espectral.

3. Notacion

= Sea X un espacio de Banach, denotamos por X* a su dual, es decir, al conjunto de todos los
operadores lineales acotados.

= La norma del espacio dual la denotaremos por || - || x=.
= Sea R un anillo. Denotaremos a su espectro maximal por Max R y a su espectro por Spec R.

= Cuando se necesite, T' denotard a (17, ..., T,,).

4. Preliminares

Definicién 4.1 (Médulo). Sea A un anillo y M un grupo abeliano. M es un A-mddulo por la
izquierda cuando existe una multiplicacién por escalar por la izquierda - : A x M — M, denotamos
el mapeo por (A, v) — v, tal que

Av+w) = v+ w, A+pv=I+pv, Au)v=Auv)
para todo v,w € My A\, u € A.

De la misma manera, M es un A-mddulo por la derecha cuando cuenta con una multiplicacién
por escalar por la derecha - : M x A — M, denotamos el mapeo por (v, \) — v, tal que

(v+wA=vA+wh, v A+p)=vi+op, v(Ap) = (VA\)p

para todo v,w € My A\, p € A.

Cuando A es un anillo conmutativo, un A-médulo por la izquierda induce naturalmente un .A-
moédulo por la derecha y viceversa. En ese caso, se dird que es un A-médulo, es decir, un A-médulo
es un A-médulo por la izquierda y por la derecha donde el médulo por la izquierda o derecha esta
inducido naturalmente por el otro.



Cuando A es un anillo unitario, un A-médulo por la izquierda (resp. por la derecha) ademds
debe cumplir que 1-v = v (resp. v -1 = v). Notar que, si es A es conmutativo con unidad, un
A-médulo cumplird con 1-v=v=wv- 1.

Ejemplo 4.1. Un espacio vectorial sobre un cuerpo es lo mismo que un médulo sobre el cuerpo,
es decir, V es un k-espacio vectorial entonces V' si y solo si es k-médulo.

Definicién 4.2 (Homomorfismos entre Médulos). Sea A un anillo y dos A-médulos por la izquierda
(resp. por la derecha) M y N. Un homomorfismo entre A-mddulos por la izquierda (resp. por la
derecha) entre M y N es un homomorfismo de grupos abelianos ¢ : M — N tal que p(Av) = Ap(v)
(resp. 9(vA) = p(v)A).

Cuando A es conmutativo, un homomorfismo entre A-mddulos es un homomorfismo entre .A-
modulos que lo es por la derecha y por la izquierda.

Ejemplo 4.2. Las transformaciones lineales entre espacio vectoriales sobre un cuerpo corresponden
a los homomorfismos sobre el médulo del cuerpo, es decir, si V' es un k-espacio vectorial, entonces las
transformaciones lineales de V' corresponden a los homomorfismos entre los k-mdédulos y viceversa.

Definicién 4.3 (Algebra no asociativa). Sea R un anillo conmutativo. Una R-dlgebra no asociativa
es un R-médulo equipado con una transformacion bilineal sobre R, es decir, una funcién % : Ax A —
A, donde a A denota al R-dlgebra, que cumple

(x+yz=wz+yz, x(y+z)=vy+rz, (Ax)y=Aaoy)=2z(\y)

para todo z,y,z2 € Ay XA € R, donde xy denota a x * y cuando =,y € A.

Se le llamard multiplicacion del dlgebra a la transformacién bilineal; A la suma del dlgebra, a la
suma del modulo; A la multiplicacion por escalar, a la multiplicaciéon por escalar del modulo.

Definicién 4.4 (Algebra). Sea R un anillo conmutativo. Una R-dlgebra asociativa o simplemente
una R-dlgebra es una R-dlgebra no asociativa que si es asociativa, es decir, zyz 1= z(yz) = (zy)z
para todo z,y, z pertenecientes al dlgebra. Notar que esto convierte, a las R-dlgebras, en un anillo.

Definicién 4.5 (Algebra con unidad). Sea R un anillo conmutativo. Una R-dlgebra con unidad es

un R-dlgebra donde existe un elemento e # 0 del dlgebra tal que = - e = x = e - x para todo z en el
algebra. Notar que esto convierte a las Algebras con unidad en un anillo unitario.

Definicién 4.6 (Elemento invertible de un Algebra). Sea R un anillo conmutativo y un R-dlgebra
con unidad. Diremos que un elemento del dlgebra es invertible si lo es en el anillo asociado.

Definicién 4.7 (Algebra invertible). Sea R un anillo conmutativo. Una R-dlgebra es invertible si
todo elemento del dlgebra es invertible a excepcién del 0 (neutro aditivo). Notar que esto convierte
a las Algebras invertibles en un anillo de division.

Definicién 4.8 (Algebra conmutativa). Sea R un anillo conmutativo. Una R-élgebra es conmuta-
tiva si xy = yx para todo x,y en el dlgebra. Notar que esto convierte a las Algebras conmutativas
en un anillo conmutativo.

Definicién 4.9. Sea X un e.v.t (espacio vectorial topoldgico) con cuerpo en K (K=R o K = C).
Denotaremos por C(X) como el conjunto de todas las funciones continuas de X a K.

Si X es compacto, lo dotamos de la norma del supremo

I£]l := sup | f ()]
reX



Ejemplo 4.3. Sea V un e.v.t. con cuerpo en K (K = R o K = C). Entonces, V' es una K-dlgebra
conmutativa con unidad.

Definicién 4.10 (Homomorfismos entre dlgebras). Sea R un anillo conmutativo. Un homomorfismo
entre R-dlgebras (resp. dlgebras no asociativas) es un homomorfismo ¢ : A — B entre R-mdédulos
tal que p(xy) = ¢(x)p(y). Cuando son R-dlgebras con unidad, los homomorfismos entre R-dlgebras
con unidad son homomorfismos entre R-dlgebras que ademéas cumplen con mapear la unidad en la
unidad, es decir, p(e4) = ep.

Definicién 4.11 (Topologia de las estructuras algebraicas).

Un grupo topoldgico es un espacio topoldgico donde la funcién (x,y) — zy~! es continua.
De manera equivalente, es un espacio topolégico donde (z,y) — = +y y x — 2! son

continuas.

Un anillo topoldgico es un espacio topolédgico en el cual la suma forma un grupo topoldgi-
co con respecto a la topologia y la multiplicacién es continua. De manera equivalente,
es un espacio topolégico donde (z,y) — x +y, x — —z y (z,y) — xy son continuas.

Un cuerpo topoldgico es un espacio topoldgico en el cual la suma y la multiplicacion
forman grupos topoldgicos con respecto a la topologia. De manera equivalente, es un
espacio topoldgico donde (x,y) + = + vy, x — —z, (,y) — 2y, * — x~! son continuas.

Sea R un anillo conmutativo topolégico. Un R-mddulo topoldgico es un espacio to-
poldgico tal que la suma y la multiplicacién por escalar son continuas, es decir, (z,y) €
MxM—z+yy (Az) € Rx M+— Az son continuas, donde M denota al médulo.

Un espacio vectorial topoldgico es un moédulo topoldgico sobre un cuerpo topoldgico.

Un dlgebra topoldgica sobre un anillo (resp. sobre un cuerpo) es un espacio topolégico
en el cual la topologia induce un médulo topolégico (resp. espacio vectorial topolégico),
y el anillo formado por la suma y la multiplicacién del dlgebra es un anillo topolégico
con respecto a la topologia.

Definicién 4.12 (Seminorma, norma, semivaluacién y valuacién).

Una seminorma para un grupo (G, +) es una funcién |-| : G — R tal que |a—b| < |a|+]|b]
y |0] = 0. Es una norma si el kernel es trivial, es decir, se cumple |g| =0 < g =0.

Una seminorma (resp. norma) para un anillo es una seminorma (resp. norma) para su
grupo aditivo que ademds es submultiplicativa, es decir, |zy| < |z||y|. Se dird multipli-
cativa si |zy| = |x||y|.

Para un cuerpo, una seminorma (resp. norma) multiplicativa se dird una semivaluacion
(resp. valuacidn).

Sea k un cuerpo equipado con una valuacién | - |.

Una seminorma (resp. norma) || - || para un k-médulo es una seminorma (resp. norma)
para el grupo aditivo del médulo que ademés cumple que existe M > 0 tal que ||[Av|| <
M]|A|||v]|| para todo A en el cuerpo y v en el médulo. Para un k-espacio vectorial, se pide
[[Av]| = [Al[|v].



Una seminorma (resp. norma) || - || para una k-algebra es una seminorma (resp. norma)
para el k-espacio vectorial asociado donde existe C' > 0 tal que ||zy| < C||z|/|ly| para
todo = e y en el algebra. Una norma se dice natural si C' = 1y, cuando es un algebra
con unidad, ademds debe cumplir que ||e]| = 1.

Un grupo (resp. anillo, cuerpo, médulo, espacio vectorial, dlgebra) normado (resp. seminormado)
es un grupo (resp. anillo, cuerpo, médulo, espacio vectorial, dlgebra) equipado con una norma (resp.
seminorma). En el caso de cuerpos, se dice cuerpo valuado (resp. semivaluado) en vez de un cuerpo
normado (resp. seminormado).

Definicién 4.13 (Seminorma y norma residual). Sea (A, | - ||) un grupo (resp. anillo, cuerpo,
mddulo, espacio vectorial, lgebra) seminormado (resp. normado) y B C A definimos la seminorma
(resp. norma) residual para A/B como

Izl = (nf | l«|  vzeA/B

donde 7 es la proyeccion natural al cociente.

Definicién 4.14 (Homomorfismos entre estructuras seminormadas y normadas). Un homomorfis-
mo entre grupos (resp. anillos, cuerpos, mddulos, espacio vectoriales, dlgebras) seminormado (resp.
normado) es un homomorfismo de grupo (resp. anillo, cuerpo, médulo, espacio vectorial, dlgebra)
¢ : A — B acotado, es decir, existe C' > 0 tal que

le(z)|lp < Cllz|a Vze A

donde || - |4, || - ||z las respectivas seminormas (resp. normas).

Definicién 4.15 (Isométria). Un homomorfismo entre grupos (resp. anillos, cuerpos, médulos,
espacio vectoriales, dlgebras) normados ¢ : A — B se dice isométria si ||o(z)||s = ||x]|a para todo
x € A, donde || - ||a y || - || B representan las normas respectivas.

Definicién 4.16 (Isomorfismo). Un isomorfismo es un homomorfismo biyectivo tal que su inversa
es un homomorfismo. Dos estructuras se dicen isomorfas si existe un isomorfismo entre ellas.

Definicién 4.17 (Seminormas y normas no-arquimedianas y arquimedianas). Una seminorma
(resp. norma) || || es no-arquimediana si ||z —y|| < max{||z||, ||ly||} para todo = e y. Es arquimediana
si no es no-arquimediana.

Definicién 4.18 (Completacién). Sea (X, || - ||) un grupo (resp. anillo, cuerpo, médulo, espacio
vectorial, dlgebra) seminormado (resp. normado).

Una sucesién (z,,)nen C k es una sucesién de Cauchy si para todo & > 0 existe N € N tal que
lxx — zm|| < € para todo n,m > N.

Definimos la relacién de equivalencia ~ para las sucesiones de Cauchy como

(Tn)nenN ~ (Yn)nen <= lim |z, —y,| =0
n—oo

Definimos la completacion de k que denotaremos por % como

%= {(zn)nen C k| (xn)nen es una sucesién de cauchy}/ ~



k es un grupo (resp. anillo, cuerpo, mddulo, espacio vectorial, dlgebra) seminormado (resp.
normado) con la seminorma (resp. norma):

l@n)nerdll = 1z,

Observacion: La estructura algebraica es heredada de forma natural desde k.

Si X es un grupo (resp. anillo, cuerpo, mddulo, espacio vectorial, dlgebra) isomorfo a k. También
diremos que X es la completacion de k.

Un grupo (resp. anillo, cuerpo, médulo, espacio vectorial, 4lgebra) seminormado (resp. normado)
se dird completo si la proyeccién natural k — k es un isomorfismo.

Definicién 4.19 (Topologia inducida). La topologia inducida por una seminorma (resp. norma)
|l - || para un grupo (anillo, modulo, dlgebra, etc) X es la topologia més débil tal que, para todo
T € X yr >0, los conjuntos, que llamaremos bolas, B(Z,r) := {z € X | ||z — T|| < r} son abiertos.

Proposicién 4.1. La topologia inducida por la norma de un grupo (resp. anillo, cuerpo, médulo,
espacio vectorial, dlgebra) lo convierten en un grupo (resp. anillo, cuerpo, médulo, espacio vectorial,
algebra) topoldgico.

Definicién 4.20. Dos normas se dicen equivalentes si inducen la misma topologia.

Proposicion 4.2. Toda algebra normada tiene una norma natural equivalente.

Demostracion. Si || - || es la norma del dlgebra, la norma natural equivalente es
i = sup 1201
20 [yl

O

Definicién 4.21 (Homomorfismos admisibles). Sea ¢ : A — B un homomorfismo entre grupos
(resp. anillos, cuerpos, médulos, espacio vectoriales, dlgebras) seminormado (resp. normado). Como
A/ ker ¢ = p(A), decimos que ¢ es admisible si la norma residual es equivalente a la norma inducida
por B desde B — ¢(A) — A/ ker ¢.

Definicién 4.22 (Anillo de Banach). Un anillo de Banach es un anillo normado completo.

Definicién 4.23 (Espacio de Banach). Sea k un cuerpo valuado completo. Un espacio de Banach
con cuerpo en k es un k-espacio vectorial normado completo.

5. Secciéon Principal

5.1. Introduccion a las Agebras de Banach complejas, Teoria de Gelfand
y C*-Algebras

Definicién 5.1 (k-Algebra de Banach). Sea k un cuerpo valuado completo. Una k-Algebra de
Banach es una k-algebra normada completa.



Siempre supondremos que la norma es natural pues usaremos la norma equivalente dada por la
[Proposicion. |4.4

Diremos que es conmutativa (resp. invertible, con unidad) si el dlgebra es conmutativa (resp.
invertible, con unidad).

Deﬁqicién 5.2 (Algebra de Banach)/. Una Algebra de Banach compleja con unidad o simplemente
una Algebra de Banach A es una C-Algebra de Banach con unidad (con norma natural).

Proposicion 5.1. Un Algebra de Banach A cumple que
1. A es un espacio de Banach complejo.
2. lleyll < Il |yl para todo 2,y € A.
3. |lef] = 1.
donde || - || denota la norma del algebra.

Ejemplo 5.1. C con el valor absoluto como norma, es decir, con |a+bi| = va? + b2, es un Algebra,
de Banach conmutativa.

Definicién 5.3 (Grupo multiplicativo). Sea A un Algebra de Banach con unidad. Definimos G (A)
como el grupo multiplicativo de A visto como un anillo con unidad, es decir,

G(A) :={z € A| x es invertible}

Proposicién 5.2 (Serie de Von Neumann). Sea A un Algebra de Banach, si z € Ay |jz| < 1,
entonces e —x € G(A) y
(e —x) Z z"

1
)V Y <
e~ 2)~" < =

|

Ademas,

Observacion: Si hacemos la division euclidiana de manera formal obtenemos esta serie que al
ser geométrica converge cuando ||z|| < 1.

Demostracion.

Obtenemos, por la serie geométrica, que

< Z )™ < Z ]| = IIwII

o0
Por lo tanto, el limite > 2™ existe cuando ||z| < 1.
n=0

Se verifica que



Luego, como estamos en un algebra topolégica, la multiplicacion, la suma y la resta del
algebra son continuas y, por lo tanto, al tomar limite, obtenemos:

(e — z) <Zm"> = (Zx") (e—z)=¢e
n=0 n=0

pues lim [z"F1| =0.
n— oo

Concluyendo que es la inversa, en particular, es invertible y, ademds, hereda la cota.

O
Proposicién 5.3. G(A) es abierto.
Demostracion.
Sea z € G(A). Probaremos que la bola B(Z, |z71||7%) € G(A). Sea x € B(z, ||z~ ~1).
Entonces,
le—z7 el = lz7 @ - o) < I~z -2l <1
Luego, por la [Serie de Von Neumann|, e — 27!z € G(A). Luego, como es grupo y
e,z € G(A), z € G(A). Concluyendo que G(A) es abierto pues es la unién de los
abiertos B(, ||z71]|71).
O

Definicién 5.4 (Espectro). Sea A un Algebra de Banach. Definimos el espectro de x € A como
o(z):={AeClle—z¢GA)}
Proposicion 5.4.
o(x) € B0, [|z[])

Proposicién 5.5. Sea A un Algebra de Banach y x € A. Para todo p € C[X].

Proposicién 5.6 (El Complemento del espectro es abierto). Sea A un un Algebra de Banach. y
z € A
C\ o(x) es abierto

Demostracion.

La funcién ¢ : C — A definida como p(A\) = Ae — x es continua pues A es un anillo

topolégico. Luego, como ¢ H(C) = C\ o(z) es abierto.
O

Definicién 5.5 (Resolvente). Sea A un Algebra de Banach y z € A. Se define el resolvente de
como por R, : C\ o(z) — A donde



Teorema 5.1 (El resolvente es analitico). Sea A un Algebra de Banach y 2 € A. El resolvente es
una funcién analitica.

Demostracion.

Sea A € C\ o(z). Como|C\ o(z) es abierto| existe 7 > 0 tal que B(\,r) C C\ o(z). Por
lo tanto,

B(A,min{r, [R:(N)|7'}) € B(\,r) CC\ o(2)

Ahora, sea A\ € B(\, min{r, ||R.(\)||7*}). Entonces, lo siguiente es invertible porque A
no pertenece al espectro:

de—x=(Ae—z)e—(A—Ne=(e—z)(e— (A= A)R:(N)

Su inversa es - - B
Ry(A) = (e = (A= MR () " Ry ()

Luego, como |[(A — A)R.(A\)|| < 1, por la[Serie de Von Neumannl|,

Ry (A) = i(*l)"Rm(/_\)”“(A ="
n=0

Por lo tanto, R, es analitico en A. Concluyendo que R, es analitico en todo su dominio
pues A es arbitrario.
Teorema 5.2. Sea A un Algebra de Banach y € A. Entonces,
o(x) es compacto y no vacfo

Demostracion.

Es compacto pues es cerrado y acotado. Esto porque |C \ o(x) es abierto| y es acotado
pues lajserie de Von Neumann| nos dice que, para todo A > ||z||, Ae — x es invertible, es
decir, pertenece a C\ o(z).

Ahora, mostraremos que o(x) es no vacio. Supongamos que es vacio. Por lo tanto,
en todo C.

Por la [serie de Von Neumann]|

1
RN < ———
IR {7

para todo |A| > ||z]|.

Por lo tanto, \/\llim |[R;(A)|| = 0. En particular, existe M > ||z| tal que
bde el

1Rl <1

para todo |A| > M.



Luego, como es analitica, es continua. Entonces, para cada A € C existe r) > 0 tal que
|Rz(N) — Ry(N)]| < 1 para todo X € B(A, 7). Con esto, obtenemos que

XN e B\ ry) = [[R(N)[ <1+ [Ra(N)]
Dando lugar al siguiente recubrimiento de abiertos:

D:=DB(0,M) C U B(A, )
AED

Como D es compacto, pues es cerrado y acotado, existen Aq, ..., \,, para cierto m € N
tal que

DC | B(n,7a,)
n=1

Por lo tanto, para todo A € D, es decir, para todo |A| < ||z]|,

[Be (M < € := 1 4+ max{||Ra(A)]], -, [ Be (M) [}

Finalmente, tras juntar todo, ||R,(A)|| < C para todo A € C.
Concluyendo que R, esta acotado.

Finalmente, por el teorema de Hahn-Banach, existe ¢ : A — C operador lineal acotado

tal que £(R;(0)) = ||R.(0)|. Como y £ es un operador lineal acotado,

¢(R,) es analitico en todo C y acotado. Luego, ¢(R,) es entera y esta acotada.

Por el teorema de Liouville, £(R,) es constante y, como el lim|y| o0 Rz(A) = 0, £(Rz(A)) =
0 para todo A € C. En particular, R,(0) = 0 pues £(R,(0)) = ||R.(0)| = 0. Pero, re-
cordemos que 0 = R,(0) = (—z)~!. Luego, 0 es invertible pues —x serfa su inversa.
Concluyendo, por contradiccién, que o(z) es no vacio.

Observacion: Podemos generalizar esto dltimo para formular un teorema de Liouville
para Algebras de Banach.
O

Definicién 5.6 (Radio espectral). Sea A un Algebra de Banach. Se define el radio espectral de
z € A como

T) = max |\
p(@) == mitx |\

Nota: Es un mazimo pues|o(x) es compacto,

Proposicion 5.7.

Demostracion.

Por la [proposicién 5.5 o(z™) = o(z)™. Concluyendo que p(z™) = p(x)™.

10



Teorema 5.3 (Formula de Gelfand). Sea A un Algebra de Banach y 2 € A, entonces

pl) = lim_ [l |/" ol

= inf ||z
n— 00 neN

Demostracion.

Por laserie de Von Neumann| para todo |A| > ||z],

oo :L’n
RN =) 1o
n=0

Luego, para todo £ : A — C operador lineal acotado, obtenemos que

(r) =3 )

n=0
para todo |A| > p(z) pues £(R,(A)) es analitica en {\ € C | |\| > p(z)} vy, por la unicidad
de la serie de Laurent, se cumple para todo |A| > p(z).
Por lo tanto,|{(5%+ )| — 0 cuando n — oo.
Luego, definimos T,,(¢) := E(Af—il) Entonces, lo anterior implica que |T,(¢)| < oo para

todo n € N. Aplicando el teorema de Banach-Steinhaus, existe C' > 0 tal que | T, (¢)| < C
para todo ||¢||4+ = 1.

Ahora, por el teorema de Hanh-Banach, existe ¢, : A — C operador lineal acotado tal
que ||6,]| =1y T,,(¢,) = &TJ,‘H. Por lo tanto,

ll="]
|)\‘n+1 < c

Del cual, deducimos que
2|1/ < (CIADY™ Al < A

para todo |A| > p(x) y n suficientemente grande que depende de .

Por lo tanto, como p(x)™ = p(z™) < ||z™|| y usando A = p(x)+e€ con € > 0 en lo anterior,
|7 = € < pla) < [Ja" |V

para n suficientemente grande que depende de e.

Se puede probar que ||z"||/™ converge a inf, ey [|z"]|'/™.
Concluyendo que

M = p(a)

lim ||z
n—oo

Observacion: Al igual que antes, podemos extraer de la demostracion que usando ope-
radores lineales acotados podemos generalizar resultados de del andlisis complejo a las
Algebras de Banach.
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Teorema 5.4 (Gelfand-Mazur). La tnica (salvo isomorfismos) Algebra de Banach invertible es C,
es decir, si A es una Algebra de Banach invertible, entonces:

A=C

como isomorfismo isométrico entre Algebras de Banach.

Nota: Si pensamos a A como un dlgebra de funciones, esto nos dice que, si el dlgebra es invertible,
entonces solo son las funciones constantes.

Demostracion.

Consideramos el homomorfismo entre las algebras de Banach C y A dado por A — Me.
Probaremos la sobreyectividad:

Sea z € A. Como existe A € o(z) tal que

Ae — x es no invertible

Como A es invertible, Ae — z = 0. Por lo tanto, z = Ae. Probando la sobreyectividad.
El resto de la demostracion es directa y se concluye que es un isomorfismo isométrico.

O

Definicién 5.7 (Espectro de Gelfand). Sea A un Algebra de Banach conmutativa. Definimos el
espacio de caracteres o Espectro de Gelfand Sp A como el conjunto de todos los homomorfismos no
nulos entre las Algebras de Banach A y C. Los elementos de Sp A los llamaremos caracteres.

Lo dotamos de la topologia mds débil que hace continuos a los caracteres.

Corolario 5.4.1 (Corolario de Gelfand-Mazur). Si A es un Algebra de Banach conmutativa, en-
tonces tenemos la biyeccion:

SpA = Max A
inducido por ker.

Demostracion.
Consideramos la funcién h +— ker h. Probaremos la sobreyectividad:

Sea m € Max A. Obtenemos, por la proyeccién natural y Gelfand-Mazur, que
AS A/m=C
Esto porque A/m es un Algebra de Banach invertible pues m es maximal y usamos la

norma residual.

Luego, ker(A — C) = m. Probando la sobreyectividad. El resto de la demostracién es
directa y se concluye que tenemos una biyeccion.

Teorema 5.5. Sp A es un espacio topolégico no vacio, compacto y Hausdorff.
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Definicién 5.8 (Transformada de Gelfand). Se define la transformada de Gelfand A — C(Sp.A)
para una Algebra de Banach conmutativa A como la evaluacién canénica, es decir, tal que

T T

donde la funcién z : Sp A — C esta definida por Z(h) = h(z).

Proposicion 5.8.

#(SpA) = o(A)

Proposicion 5.9. La transformada de Gelfand es un homomorfismo entre las Algebras de Banach

Ay C(SpA).

Definicién 5.9 (C*-Algebra). Una C* Algebra es una Algebra de Banach equipada con una invo-
lucién, es decir, con una funcién * : A — A, donde A denota el dlgebra, tal que

@) ==, (zy) =y, Qe+y) =X "+y", [|ez*] = ]z|
para todo z,y € Ay A € C.

Definicién 5.10. Un homomorfismo entre C *—Algebms es un homomorfismo de Algebras de Banach
tal que ¢(z*) = p(z)* donde ¢ denota al homomorfismo.

Teorema 5.6 (Gelfand-Naimark). Si A es una C*-dlgebra conmutativa, entonces
A= C(SpA)

como un isomorfismo isométrico entre C*-dlgebras inducido por la transformada de Gelfand.

5.2. Cuerpos valuados y no-arquimedianos

Hemos mostrado la teorfa de Algebras de Banach. Sin embargo, lo hicimos sobre los nimeros
complejos. De manera similar, se puede desarrollar una teoria de Algebra de Banach para los
numeros reales [Ing64]. Ahora, nos interesa desarrollar una teorfa para otros cuerpos valuados
completos.

5.2.1. Valuaciones

Definicién 5.11 (Valuacién trivial). Sea k un cuerpo. La wvaluacion trivial | - |o es aquella que
0lo=0 , [zlo=1 Veek\{0}

Definicién 5.12 (Valuaciones |- |5, ). Para 0 < € < 1, se define | - |5, como la valuacién sobre
K =Q, R, C definida como
25 = (J2])” Ve e K

donde | - | es el valor absoluto.

S

oo SO arqulmedlanas.

Proposicién 5.10. Las valuaciones | - |

Ejemplo 5.2. (Numeros reales). R es la completacién de Q con respecto a | - |-

13



Definicién 5.13 (Valuaciones p-ddicas). Sea p un numero primo y 0 < ¢ < 1 (por defecto, ¢ = %)

En Q, la valuacion p-ddica | - |p . se define para z € Q como
|Zp,c ="

donde n € Z esta tinicamente determinado por la factorizacion z = p™ ¢ con a,b € Z : b # 0 tales
que p no divide a a ni a b.

Proposicion 5.11. Las valuaciones p-adicas son no-arquimedianas.

Ejemplo 5.3 (Numeros p-ddicos). Los numeros p-ddicos Q,, son la completacién de Q con respecto
a alguna valuacién p-adica.

Teorema 5.7 (Teorema de Ostrowski). Las unicas valuaciones sobre Q son

15 I
007

pe Y Ilo

para todo 0 < e < 1,0 < ¢ <1y pnumero primo.

5.2.2. Cuerpos no-arquimedianos

Teorema 5.8. Sea (k,|-|) un cuerpo valuado no arquimediano. Si z € k y r > 0, entonces
B(z,r) = B(y,r) < y € B(z,7)
Corolario 5.8.1. Si z,y € k, 15,7, > 0, entonces

B(z,r;) € B(y,7y) V B(z,ry) € B(y,ry) V B(z,ry) N Bly,ry) =0

Visualmente:

Corolario 5.8.2. La topologia inducida en k es totalmente disconexa.



5.3. Introduccién a los espacios de Berkovich

Sea (k,|-|) un cuerpo valuado. Recordemos que, en geometria algebraica, definimos el espacio
afin A} y lo dotamos de la topologia de Zariski. De la misma manera, podemos tratar de definir el
espacio de las funciones considerando que son localmente analiticas. El problema es que heredaran
las propiedades topoldgicas de k™. En el caso de cuerpos no-arquimedianos, la topologia seria
totalmente disconexa y no daria un “buen espacio”.

Para ello, podemos pensar en el dibujo anterior y tratar de anadir mas bolas para volverlo
conexo. De manera inocente, podemos anadir las contracciones de las bolas, es decir, anadir las
generadas por r| - | donde r < 1 para que esten acotadas por | - |. Esto nos conducira naturalmente
a considerar anadir las bolas de toda otra seminorma que sea acotada por | - |.

Finalmente, con esto, podremos recuperar la nocién de espacio.

Definicién 5.14 (Espacio afin de Berkovich). Sea (k,|-|) un cuerpo valuado. El espacio afin de
Berkovich se define como

AP :={| - |; seminorma multiplicativa para A}, : |a|, = [a| Va € k}

donde an hace alusién a analitificacion.

Dotamos a A" con la topologia mds débil que hace continuas a sus elementos.

Teorema 5.9. A;"*" es un espacio topoldgico localmente compacto, Hausdorff y conexo por cami-
nos.

Teorema 5.10. Considerando (C, |- |) como el cuerpo valuado,
n,an ~ ~n
A =C
Observacion: Recuperamos los espacios afines.

Demostracion. Usar el teorema de Gelfand-Mazurl O

Definicién 5.15 (Recta afin de Berkovich). Sea (k,|-|) un cuerpo valuado. La recta afin de
Berkovich se define como A"

Lema 5.1 (Lema de Fekete). Sea (A, | - ||) un anillo de Banach. Para todo xz € A, el siguiente
limite existe:

— 17 n|l/n _ ¢ n|l/n
pla) = Hm [z inf [l="]
Definicién 5.16. Sea A un anillo de Banach y ||-|| su norma. Se define para z € A el radio espectral
como

pla) = lin_ "V
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Proposicién 5.12. Sea (A, | - ||) un anillo de Banach. Para todo f,g € A,
p(f") = p(f)"

p(f —g) < p(f) + pl9)
Si A es no-arquimidiano,

p(f —g) <méx{p(f),p(9)}

Por lo tanto, p es una seminorma.

Definicién 5.17. Sea A un anillo de Banach. Se define A" como la unifomalizacion de A esta es
la completacion de A con respecto a la seminorma p.

Definicién 5.18 (Espectro de Berkovich). Sea (A, | -||) un anillo de Banach. Se define el espectro
de Berkovich del anillo como

M(A) := {] - | seminorma multiplicativa para A : |f| < ||f|| Vf € A}

Lo dotamos de la topologia mds débil que hace continua a sus elementos. Esta topologia es la
topologia de Berkovich.

Sea x € M(A) denotaremos por |- |, a la seminorma correspondiente.
Para f € A, denotaremos por |f(z)| a |f]..

Nota: mds adelante veremos que esa notacion es porque las seminormas de la forma | f|q := | f(a)|
con a un punto son densas.

Proposicién 5.13. Sea A es un anillo de Banach. Si A = {0}, entonces M(A) = 0.

Teorema 5.11. Sea A es un anillo de Banach. Si A # {0}, entonces M (.A) es un espacio topoldgico
no vacio, compacto y Hausdorff.

Proposicién 5.14. Si A es un cuerpo valuado, entonces el espectro es un punto, es decir, M(A) =

{pt}.

Demostracion. Usar que la valuacion es multiplicativa. O

Definicién 5.19. Sea A es un anillo de Banach. Sea © € M(.A). Definimos
po = ker(] - [o) = {f € A: [f(2)] = 0}
K(z) := Frac(A/py)
H(z) := La completacién de K(x) con respecto a | - |,

Obtenemos el homomorfismo A — H(z) y denotamos a la imagen de f por f(x). Asi, el homo-
morfismo es A — H(z) : f— f(x).
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Definicién 5.20 (Transformada de Gelfand). Se define la transformada de Gelfand como la funcién
A = [1,epmea) H(z) definida por
fr= (f(@))eera

Dotamos a [, ¢ g4y H(z) con la norma del supremo:

[(f(@)zemll = sup [f(z)]
zeEM(A)

Notar que el supremo existe pues cada seminorma esta acotada.

Teorema 5.12. Si A es un /flgebm de Banach, entonces tenemos la biyeccion:
SpA = M(A)
Teorema 5.13. Sea A un anillo de Banach. Si f € A, entonces

o) = mix, |f@)

Definicién 5.21 (Disco general). Sea (k,|-|) un cuerpo valuado y 7 > 0. Definimos el disco general

como
k(r'T) := {f = ZanT" an €k, ||f|l := Z lan|r"™ < oo}

n=0 n=0

Lo equipamos con aquella norma || - ||.

Proposicién 5.15. Cuando (k, |- |) es un cuerpo no-arquimediano,

= o(f) = méi§|an|r” para todo f € k(r='T).

= La uniformalizacién de A = k{r~1T) es

A = k{r T} = {f = ianT”
n=0

an €K, nh_)rrgo lan|r™ = 0}

y esta equipada naturalmente con la norma ||f|| = p(f) = méx,en |an|r™.

Lema 5.2 (Lemma de Gauss). Sea k un cuerpo no-arquimediano completo. La norma || - || de
k{r=1T} es multiplicativa.

Definicién 5.22 (Disco cerrado rigido). Sea (k, |-|) un cuerpo no-arquimediano completo. Definimos
el disco cerrado rigido de radio r como

D(r)y={ack]|l|al <7}

Definicién 5.23 (Disco cerrado de Berkovich). Sea k un cuerpo no-arquimediano completo. Defi-
nimos el disco cerrado de Berkovich de radio r como

E(r) := M(k{r~'T})
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Definicién 5.24. La inclusion D(r) — E(r) esta dada por a € D(r) — | - |, donde |f|, := |f(a)|.

Notar que son seminormas y su kernel es T — a.

Definicién 5.25 (Puntos tipo I). Los puntos en la imagen de D(r) — E(r) se llamardn puntos
tipo I

Proposicion 5.16.
= La inclusion D(r) — E(r) es un homomorfismo y su imagen es densa.
= F(r) es conexo por caminos.
Definicién 5.26 (Discos). Sea a € D(r) y 0 < p < r. Se definen
Dl(a,p):={bek:|b—al <p}
E(a,p) :=A{z € E(r) : (T — a)(z)| < p}

Definicién 5.27 (Polidisco). Sea k un cuerpo no-arquimediano completo y r un poliradio, es decir,
r = (ry,...,rn) € R%. Se define el polidisco con poliradio r como

k{r='T} = k{riTy,....raTo} = f = > a, T T | a, €k, lm |ay|ri* 1% =0
v=(v1,...,vn)€(NU{0O})" [v]—o00

donde |v| =v1 + ... + vy.

Definicién 5.28 (Algebras k-afinoides). Una dlgebra k-afinoide A es una k—Algebra de Banach tal
que existe un homomorfismo admisible desde k{r~'T"} — para algtn poliradio r.

Definicién 5.29 (Espacios k-afinoides). Diremos que X es espacio k-afinoide si X = M(A) con
A una algebra k-afinoide.

Definicién 5.30 (homomorfismo entre espacios k-afinoides). Un homomorfismo ¢ : M(A) —
M(B) entre espacios k-afinoides es un homomorfismo inducido por un homomorfismo entre las
Algebras de Banach A y B.

Observacion: No definiremos el haz estructural de espacios k-afinoides, sino que daremos una no-
cion. Esto pues se necesitaria definir una nocion de abiertos compatibles.

Definicién 5.31 (Haz estructural de espacios k-afinoides). Sea X = M(A) un espacio k-afinoide.
El haz Ox en un abierto i C X puede verse como funciénes

fru— I #He)

xeU
z = (f(2))zeu

De la misma manera, que un haz puede verse como funciones continuas al espacio étale.

Definicién 5.32 (Espacio de Berkovich). Un espacio de Berkovich es un espacio anillado (X, Ox)
que es localmente isomorfo a un espacio k-afinoide.
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