GRUPOS ALGEBRAICOS REDUCTIVOS

TOBIAS MARTINEZ

RESUMEN. Se presentan métodos simbdlicos de la Teoria de Invariantes y se usan para demostrar el Primer
Teorema Fundamental de la Teoria de Invariantes y el Teorema de Gordan-Hilbert. Se introducen los conceptos
de grupos linealmente reductivos y geométricamente reductivos y como aplicacién de ellos se demuestra el
Teorema de Nagata que afirma que el dlgebra de invariantes de la accién de un grupo geométricamente reductivo
sobre una &lgebra finitamente generada, es finitamente generada. Se demuestra también que si G es un grupo
reductivo actuando sobre una variedad algebraica afin X, entonces existe el cociente categérico X/G.
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1. INTRODUCCION

Consideremos una k-algebra A finitamente generada y sea G un subgrupo de sus automorfismos. El conjunto
A% :={a€ A:g(a) =a,Vg € G} es una k-dlgebra. Sea X = Specm(A) la variedad algebraica afin sobre k tal-
que O(X) = A. Sea Y otra variedad algebraica afin con O(Y) = By f : X — Y un morfismo invariante, luego f
define un homomorfismo de k-dlgebras f*: B — A tal que g(f*(b)) = f*(b) para todo g € G y b € B. Tenemos
por tanto que f* es la composicién de un homomorfismo B — A% y la inclusion A¢ < A. Sea Z = Specm(A%),
as obtenemos una funcién X — Z definida por la inclusién A® < A toma el rol de funcién universal para
el cociente X/G (cf. [2, p. 123]). Vemos que es razonable asumir que A® = O(X/G), sin embargo, el primer
problema que se encuentra es que A no necesariamente es finitamente generada. El segundo problema, es que
Specm(A%) rara vez coincide con el conjunto de érbitas de X por G, es decir, Specm(A%) no es el cociente
categdrico.

Luego, eso motiva las siguientes preguntas

s ;Qué caracteristicas debe tener G y cémo debe ser la accién sobre una k-dlgebra A finitamente generada
de manera tal que A® sea finitamente generada?.
= ;Bajo qué condiciones el conjunto de érbitas coincide con Spec(A%)?.

Elegantemente, los grupos reductivos son la respuesta. Nagata demostré en 1964 que si G es geométricamente
reductivo, entonces A“ es finitamente generada. En 1916, Noether habia demostrado este resultado en el caso
de grupos finitos. Mostraremos también que dichos grupos nos proporcionan los cocientes deseados.

El interés en estudiar los invariantes, va més alla del ejemplo que hemos presentado. La Teoria de Invariantes
tiene aplicaciones en el estudio de Cohomologia de grupos finitos, Teoria de Grafos, Teoria de Codificacién,
Ciencia de Materiales, Visién por computadora, etc (ver [10, Cap. 5]).

El problema de determinar A tiene casi dos siglos y sélo en pocos casos se han obtenido resultados completos.
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1.1. Estructura del articulo. Primero se establecen algunos convenios y terminologia, luego se presentan algunos
métodos simbdlicos de la Teoria de Invariantes y se usan luego para demostrar el Primer Teorema de la Teoria
de Invariantes y el Teorema de Gordan-Hilbert.

Luego se introduce la nocién de grupo algebraico y grupo algebraico afin; se muestran varios ejemplos.

Introducimos las nociones de grupos linealmente reductivos, geométricamente reductivos y reductivos y mu-
chas de sus propiedades, asi como una serie de ejemplos entre los cuales mencionamos el Teorema que Haboush
demostré en 1975 correspondiente a la Conjetura de Mumford; que todo grupo reductivo es geométricamente
reductivo.

Se demuestra el Teorema de Nagata y se demuestra la existencia de buenos cocientes geométricos que a su
vez son cocientes categoricos. Finalmente se resuelva un problema de ecuaciones funcionales adaptado de un
ejemplo de [17] usando el Teorema de Nagata.

2. NOTACION

Como cuerpo base, se tomard un cuerpo k algebraicamente cerrado y de caracteristica, car(k) arbitraria.
Las variedades algebraicas afines a menudo estardn dadas como X = Specm(A) donde A es una k-dlgebra
finitamente generada reducida.

Dada una variedad algebraica X denotamos por O(X) su dlgebra de funciones regulares.

Si A es un conjunto con una estructura algebraica, (k-dlgebra, grupo, anillo, etc) denotamos por 14 al ele-
mento identidad de la operacién de A (operacién producto en el caso de que A sea un anillo) y denotamos por
Id4 a la funcién identidad A — A.

Una accion de un grupo G sobre un conjunto X es una aplicaciéon a : G x X — X tal que
1. a(lg,z) =z paratodox € X y
2. algr,a(ge, ) = a(gige, x) para cualesquiera g1, go € Gy cualquier z € X.
A menudo denotamos g(x) := a(g, ).

Un elemento z € X se dice G-invariante si g(z) = x para todo g € G. Denotamos por X% al conjunto de
todos los elementos de X que son G-invariantes. Un subconjunto Y C X se dice G-invariante (G-estable) si
para todo y € Y, g(y) € Y. Si G actia sobre dos conjuntos X, Z y f: X — Z ese una funcién, diremos que f
es G-equivariante si f(g(z)) = g(f(x)) para todo x € X y se dice que es G-invariante si f(g(x)) = f(z) para
todo z € X.

3. METODOS SIMBOLICOS

Definicién 3.1. Sea E un k-espacio vectorial de dimensién finita n > 1. Una funcion polinomial f sobre E
es una funcién f : E — k talque para cualquier base {by,...,b,} de E y para cualquier v = Z?zl Bib; € E,
f(v) es un polinomio en los coeficientes 3;, i.e., existe un polinomio f € k[Xi,...,X,] tal que f (> i, Bibi) =

f(ﬁlw--aﬁn)'

Ser funcién polinomial no depende de la eleccién de la base, tal como lo probamos en la siguiente proposicién.

Proposicién 3.2. Sean B = {by,...,bp} y C = {c1,...,c,} bases para de E y f : E — k una funcidn.
Entonces para todos los vectores v ="y ., Bibi = > vic1 € E, f(v) es un polinomio en f3; si y sdlo si lo es
en las ;.

Demostracion:

Notar que por simetria, ambas direcciones de la proposicién son idénticas salvo un cambio de notacién. Supon-
gamos que f(v) es un polinomio en las §;. Sea M = (a;;) € GL, (k) la matriz de cambio de base de C' a B.
Tenemos que (5; = Z?Zl a;j7v;j. Luego, f(v) es un polinomio en las 8; y cada §; es un polinomio en las 7;, por
tanto, f(v) es también un polinomio en las ;. [ ]

Ejemplo 3.3. La funcién determinante det : End(E) — k es una funcién polinomial sobre el el espacio de
endomorfismos de E, End(E).
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Denotamos por Pol(E) al conjunto de todas las funciones polinomiales sobre E, tenemos entonces que Pol(E)
es isomorfo a k[X1,..., X,].

Definicién 3.4. Una funcién polinomial f : E — k se dice homogénea de grado d si cumple que f(\v) = A% f(v)
para todo, A € k y todo v € E. Denotamos por Poly(E) al conjunto de funciones polinomiales homogéneas de
grado d sobre E.

Tenemos que Pol(E) = @ -, Pola(£), por tanto, Pol(E) es una k-dlgebra graduada.
Notar que EY = Poly(E), luego si {by,...,b,} es una base de E, entonces la base dual {by,...,by}, es una base
para Pol; (E) y por tanto generan a Pol(F) como k-dlgebra. Asi, Pol(E) es una k-dlgebra graduada finitamente
generada.

Como Pol,,(FE) es naturalmente isomorfa a la m-ésima potencia simétrica S™EY mediante la funcién que
a cada elemento vivs - -+ v, € S™EY le asigna f € Pol,,(F) dada por f(b;) = v1(b1)---v,(b;) y extendida por
linealidad a las sumas finitas, resultando en un isomorfismo de k-dlgebras. Luego, Pol(E) es isomorfa al dlgebra
simétrica de EV, SEY como k-4lgebras graduadas. De manera similar, Pol(E") es isomorfa a SE.

Asumamos car(k) = 0. Dado P € Pol,,(E), tenemos que P induce una aplicacién multilineal simétrica
pol(P) : E™ — k dada por

pol(P) (v, ..., vm) = Z (-)m-#p <Z 'Ui> )
IC[m] el
donde [m] := {1,...,m}.

Denotemos por Sym,, (F) el espacio vectorial de m-formas multilineales simétricas sobre E™, entonces tene-
mos que la funcién pol : Pol,,(E) — Sym,,(F) dada por P — pol(P) es lineal.

Para cualquier forma multilineal simétrica F' : E™ — k, la funcién res(F) : E — k definida por
res(F)(v) = F(v,...,v);

llamada la restitucion de F'y tenemos que res : Sym,, (E) — Pol(E) dada por F' — res(F') es una funcién lineal.
Més atin, tenemos que res(F) € Pol,,(F) y pol(res(F)) = m!F (cf. [9, p. 34])

Como car(k) = 0, tenemos que cada P € Pol,,(F) es igual a la restitucién de una unica m-forma multilineal

simétrica, llamada —;pol(P), lo que significa que Pol,,(E) = Sym,, (E).
Supongamos que P es igual al producto de formas lineales P = L - -- L,,. Entonces tenemos que

pol(P)(v1,...,vm) = > (=) #'Ly... Ly, (Z vi>

I1C[m] i€l
= Z (—1)m7#1L1 (Z ’Ui> R (Z Ui)
I1C[m] i€l i€l
(3.1) _ 1 \m—#I , ‘
— Z (—1) ZLl (vi) -~-Z(Lm(vz))
IC[m)] i€l i€l
= Z Li(vo(1)) - - - Lin(Vo(m))
o€Sn
= Z La—(l)(vl) e Lo‘(m) (Um)
oeS,

Sea (&1,...,&,) una base de E y (¢1,...,t,) la base dual de EV, luego, cualquier elemento v € E puede ser
escrito como v = Y"1 t;(v)&;.
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Para cualesquiera vy, ...,v,, € E y para cualquier F' € Sym,,(F), tenemos que
n n
.F(’Ul7 e ,’Um) = F (Z ti(vl)&, ey Ztl(vm)fl>
i=1 i=1

= ) Z ti1(vl)'~-t1)nLF(€i17"'7£'Lmr)'

i1, yim=1

Dado que cualquier polinomio es la restitucién de alguna m-forma multilineal simétrica, tenemos que cualquier
P € Pol,,,(F) puede ser escrito de manera tinica como una suma de monomios t;, ...t; . Debido al isomorfismo
pol : Pol,,,(E) — Sym,,(E), tenemos que Sym,,(E) tiene una base formada por la polarizacién de monomios
ti, --.ti, . Como los t; son lineales, aplicando (3.1), tenemos que considerando el producto de m formas lineales
sobre E como una m-forma multilineal sobre E™, se cumple

pol(ti, - ti, )(V1, e vm) = Y ti o (V1) oty (Um)

o€Sy
Luego, tenemos que
(32) pOl(til . tim)(£j17 . 7§jm) = #{0’ €S, : (jl, . ,]m) = (io'(l)v . ,ia(m))}'
Si escribimos t;, ...t;, = tF' ...tk entonces el lado derecho de la ecuacién anterior es igual ki!...k,! si
{i1,--yim} ={J1,---,Jm} y cero en otro caso.

Escojamos una base para Pol,,(EY) formada por monomios &, - --&; . Para cualquier F' € Sym,, (F) pode-
mos definir F(&;, -+ &, ) := F(&,,...&, ) v extender el dominio de F por linealidad a todos los polinomios
homogéneos de grado m. Aplicando, (3.2), obtenemos que

I’ kn 1 I\ kl'kn', Si(k‘h...,kn):(ll,...,ln),
pol(ty’ .. 1,7 )(&1 - &) _{ 0, enotrocaso.

Esto muestra que la funcién Pol,,(E) x Pol,,(EV) — k definida por

1
es un emparejamiento perfecto, i.e., define los isomorfismos 1; : Pol,,(EY) — Pol,,(E)Y y ¥s : Pol,,(E) —
Pol,,(EY)Y Luego,
(3.3) Pol,,(E)" = Pol,,(EY), Pol,,(EY)" = Pol,,(E).
Si f € Pol,,(E) y escogemos una base (&1,...&,) de E, dadov € E ,v =Y ._, t;{ y tendremos que
f(tla"'atr) = Z ail...irtlil t?;

01,820
i14...+i.=m

o en notacién vectorial
(3.4) fe)= > ath
I€Z%, [t|=m

Podemos tomar coordenadas para E las funciones A; que asignan a cada f € E en la forma (3.4) su coeficiente
a;. Asi, cualquier elemento de Pol(Polg(V')) es un polinomio en las Ayg.

En (3.3,la base monomial (€¥) = (&8 -.-¢kn) de Pol,,(EY) es la base dual (#‘kn,tﬁ") = (m't¥). Por tan-
to, cualquier P € Pol,,(E) se escribe como

(3.5) = > %!aktk.

|k|=m



GRUPOS REDUCTIVOS 5

Notar que los ax son iguales a los valores de Ay = {k = ﬂ“ ~-~§’Tf" en P. Podemos ver la expresion Pyeneral =
1 . . ’
P= Z\k|:m %Aktk como un polinomio homogéneo de grado m general.

Sea E = Poly(V) donde V es un k-espacio vectorial de dimensién r. Una funcidn multihomogénea de
multigrado (dy,...,d), sobre V, es una funcién sobre V™ que es homogénea de grado d; en cada variable.
Notar que las funciones multihomogéneas de multigrado (1,...,1) son las funciones multilineales. Denotamos
por Poly, 4. (V) espacio lineal de funciones multihomogéneas de multigrado (di,...,dy,). Tenemos que el
invariante Sym, _,4(V') := Polg
(V) Z Sym,, (V).

.....
,,,,,

Lema 3.5. Tenemos un isomorfismo natural de espacios lineales

symb : Pol,, (Polg(V)) — Sym,  4(VV).

Demostracion:
Tenemos que la polarizacién define un isomorfismo

Pol,, (Poly(V)) = Sym,,,(Pols(V)).

Usando la polarizacién, de manera similar a como se obtuvieron los isomorfismos en (3.3), obtenemos que
Polg(V)Y = Poly(VY). Asi, cualquier funcién lineal sobre Poly(V) es una funcién polinomial homogénea de
grado d sobre V. Por tanto, las funciones multilineales sobre Poly(V') pueden identificarse con funciones mul-

tihomogéneas de multigrado (d, ..., d) sobre VV. |
Podemos hacer el isomorfismo del Lema anterior més explicito usando una base (&1, . . .,&.) de V y su base dual
(t1,...,t.) en VY. Sea Ay con |k| = d las funciones coordenadas sobre Poly(V), donce cada P € Poly(V) estd

escrito en la forma (3.5) con m reemplazado por d, asi, que Ay (P) = ay y por tanto, cualquier F' € Pol,, (Poly(V))

es una expresion polinomial en las Ay de grado m. Sea (Af(l)), A (Al((m)) las funciones coordenadas en cada

copia de Poly(V'), tenemos que la polarizacién pol(F') es una expresién multilineal en Al((j ) y si reemplazamos
Ag) con el monomio (£W))k = (Eij))kl e (f,(nj))kn en la base ({gj), . ,f,(«j)) de la j-ésima copia de V', obtenemos
la expresion simbdlica de F

symb(F)(EW,...,€(™) € Poly__4(VV).

Denotamos por Mat,. ,,, al espacio de matrices de tamano r x m.

Organizamos ahora a las variables {gl), e ,f%m), &™) como una matriz de tamaiio 7 x m
W gm)
A= c :
D g

Primero identificamos el espacio Poly . 4(V") con el subespacio del dlgebra de polinomios

1 m m
Rlet, 60, g™, e
que consiste de polinomios homogéneos de grado d en cada conjunto de variables «ﬂj ), e ,fﬁj ), Luego, identi-
ficamos el algebra Pol(Mat,.,,) de las funciones polinomiales sobre el espacio de matrices Mat, ,,,. El valor de
cada variable §§j ) en una matriz A es la 1j-ésima entrada de la matriz.
El grupo (k*)™ actia naturalmente sobre el espacio Mat,. ,, mediante
()\1,. . ,Am) . [Cl,. . ,Cm] = [/\101, . .,)\mC’m],

donde la matriz A = [C4, ..., Cp,]. De manera similar, (k*)" actia sobre Mat,. ,,, multiplicando las filas. Diremos
que un polinomio P € Pol(Mat, ,,,) es multihomogéno de multigrado (di,...,d,,) si para cualquier A € k* y
cualquier A = [C1,...,Cp] € Mat, ,,,

P([C1,...,Ci—1,\C;,Cj11,. .., Cp] = X P([Cy, ..., Cy, ..., Cl).



6 TOBIAS MARTINEZ

Diremos que P es multiisobdrico de multipeso (w1, ..., w,) si la funcién polinomial A — P(A?) sobre el
espacio Mat,. ., es multihomogéna de multigrado (w1, ..., w,). Denotemos por Pol(Mat, m)d,.....dyws,...,w, €l
subespacio de funciones polinomiales de Mat,. ,, que son multihomogéneas de multigrado (ds,...,d,,) y multi-
sobdricas de multipeso (w1, ...,w,). Sid; = ... =d,;, = d, escribimos d™ = (d1,...,d,;,) y de manera similar
w” = (wy,...,w,) cuando los pesos w1 = ... = w, = w.

Por definicién, la expresién simbdlica de un polinomio invariante de Pol,,(Poly(V)) es multihomogénea.
Probaremos ahora que es multiisobarica.

Proposiciéon 3.6. Hay una inclusion
symb(Pol,, (Poly (V)5 V) € Pol(Mat,. ) gm aor
donde rw = md.

Demostracion:
Consideremos F' € Pol,, (Poly(V))%*") como un polinomio en los coeficientes A; del polinomio general 3", (‘.li)ti €
Poly(V). Como para cada g € GL,(k) y cualquier § € SL(V'), se cumple que det(det(g)g) = det(g)", entonces
dada g € GL, (k) tendremos que
g" = det(g)g,

para alguna g € SL(V).

Ademis, las matrices escalares AI, actian sobre cada &; de la base de V multiplicando por A. Por tanto,
actiia sobre cada funcién coordenada t; multiplicando por A~! y sobre Poly(V) multiplicando por A~%. En
consecuencia, como g - F(P) = F(g~'P), A, acttia sobre Pol,,(Poly(V)) multiplicando por A™¢. Luego,

g" - F = (det(g))™"g - F = det(g)™F,

ya que F' es SL(V)-invariante.
Como k es algebraicamente cerrado con car (k) = 0, tenemos que cualquier ¢’ € GL,.(k) puede escribirse como
g" para alguna g € GL(V), y por tanto, tenemos

g - F=g" - F=(det(g))™F = x(¢")F

para algin homomorfismo y : GL,.(k) — k*.

Si fijamos F € Pol,,(Poly(V))S“Y) v P € Poly(V), tenemos que la funcién g + g - F(P) es una funcién
polinomial homogénea de grado md en las entradas de la matriz g. Como ¢g" - F = x(¢")F = (det(g))™*F,
tenemos que x(g)" = det(g)™? y como det(g) es un polinomio irreducible de grado r, tenemos que x(g) = det(g)¥
para algin entero no negativo w y en consecuencia

g F =det(g)"F.
Por construccién de symb : Pol,,(Poly) — Pol(Mat, ,,) tenemos que symb es G-equivariante, i.e., para todo
g € GL,.(k),
g - symb(F) = det(g)¥symb(F).
Tomando g = diag(1,...,A,1,...,1), obtenemos que symb(F) es multiisobarica de multipeso w” y por definicién
symb(F') es multihomogénea de multigrado d™, con lo cual F' € Pol(Mat,. ., )dam - [ |

Corolario 3.7. Sir{md. Entonces para m > 0, tenemos que

Pol,, (Poly(V))S*Y) = {0}.

Demostracion:
Si existiera F' € Pol,, (Poly(V))S“V) con F # 0, entonces la relacién x(g)" = (det(g))™? deberfa cumplirse para
todo g € GL,.(k) pero esto implica que 7|md. |

Un ejemplo de una funcién de Pol(Mat, )11~ es la funcién determinante D, : Mat, , — k dada por A —
det(A). De manera més general, tenemos la siguiente definicién.

Definicién 3.8. Sea J C [m] := {1,...,m}. Una funcidn corchete det; sobre Mat,.,, es una funcién que a cada
matriz A € Mat, ., le asigna el méximo menor formado por las columnas indexadas por J. Si J = {j1,...,4r}
usaremos la definicién cldsica para menores

dgt = (]1 ]r) = [jlv"'?j’f‘]'
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Sea P(X1,...,Xn) € k[X1,...,Xy], denotemos por Pel operador diferencial formal obtenido al reemplazar

cada X; por la derivada parcial formal %.

Definicién 3.9. Sea N = r? e incégnitas Xij,coni,j=1,...,7y sea P el polinomio resultante de evaluar la
funcién determinate D, en la matriz con entradas X;;. El correspondiente operador diferencial P lo denotamos
por Q y es llamado el operador omega o operador de Cayley.

Enunciamos los siguientes lemas técnicos sin demostracién, (ver [1, pp. 17-19]).

Lema 3.10. Se cumple la relacion
QD) =s(s+1)---(s+r—1)DS L

Lema 3.11. Sea F = Py ---P. € klz11,...,X,], donde cada P; es igual al producto de m; formas lineales
Ll(j) =>"_ ag)Xis, j=1,...,m;. Entonces
g
QF) =Y det| .1 [(P/LYY e (/LE),
aﬁ,]f) . b
donde la suma es tomada sobre el conjunto S = {(j1,...,7r) : 1 < j; <m;}.

4. PRIMER TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA TEORIA DE INVARIANTES Y TEOREMA DE (GORDAN-HILBERT
Probamos ahora el Primer Teorema Fundamental de la Teoria de Invariantes.

Teorema 4.1. El dlgebra de invariantes Pol(Matnm)SLT(k) es finitamente generada por las funciones corchete
[j17 “e. 7.j7"]'

Demostracion:
Sea Pol(Mat, ). el subespacio de polinomios multiisobdricos de multi peso w”. Tenemos entonces que

Pol(Mat,., )3t ®) = @ Pol(Mat,. )5t (#).

w>0

Luego podemos asumir que un polinomio invariante F € Pol(Matnm)SLT(k) pertenece a Pol(Mat, ). Fijemos
un A € Mat, ,,,, por la demostracién de la Proposicién 3.6 que

Flg- A) = det(g)" F(A).

Como F' es multiisobarico, entonces F'(g - A) puede ser escrito como producto de polinomios lineales como en
el Lema 3.10 con m; = w. Aplicando el operador omega w veces al lado izquierdo de la identidad podemos
deshacernos de las variables g;; y obtenemos asi un polinomio en las funciones corchete. Por otra parte, por el
Lema 3.10, obtenemos un multiplo escalar de F', con lo cual, F' es un polinomio en las funciones corchetes.

|

Asumimos ahora que el cuerpo k es de caracteristica arbitraria a menos que se especifique lo contrario.

Teorema 4.2. Sea G un grupo finito de automorfismos de una k-dlgebra finitamente generada A. Entonces A®
es finitamente generada sobre k.

Demostracion:

Sean z1,...,z, generadores de A sobre k. Notar que cada x; es rafz del polinomio p; () = [[,c(z — g(xi)) que
tiene coeficientes G-invariantes. Sea R la k-dlgebra generada por los coeficientes de los p;(x), luego, R es una
k-dlgebra finitamente generada sobre k. El anillo A es un R-mddulo finitamente generado, ya que los monomios
en las cuales todas las x; que aparecen tienen exponente menor que |G| forman un conjunto finito de generadores
como R-médulo. Como R es noetheriano y

RcC A% C A,

entonces A® es un R-médulo finitamente generado y por tanto es una k-algebra finitamente generada ya que
basta tomar los generadores de R como k-algebra y los generadores de S como R-médulo y la unién de estos
conjuntos de generadores, generan a A como k-algebra. |
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Daremos una prueba alternativa en el caso especial de que el orden d = |G| de G es primo a la caracteristica
de k y G actia sobre A = Pol(E) mediante su accién lineal sobre E.

Tenemos que el espacio de polinomios homogéneos de grado m, queda invariante bajo la accién de G, (si
P € Pol(E) es homogéneo de grado m, entonces g - P es homogéneo de grado m), luego,

Pol(E)¢ = é Pol,,(E)€.
m=0

Sea I el ideal de A generado por polinomios homogéneos de grado positivo invariantes que se anulan en
cero. Por el Teorema de la base de Hilbert, I es finitamente generado por un conjunto finito de polinomios

F\,...,F, € A%. Podemos asumir que cada F; es homogéneo de grado m; > 0. Entonces cualquier funcién
poliniomial F' € A% de grado m se puede escribir como
(4.1) F=PF+---+P,F,

para algunos polinomios homogéneos P; de grado m — m;.
Consideremos el operador E : A — A dado por

1
E(P) = 5 Y g(P).
geG
Tenemos entonces que E| ¢ = Ide y E(A) = AY. Aplicando E a ambos lados de la ecuacién (4.1) obtenemos
F=EP)F+---+E(P,)F,.

Asumamos por induccién que cada polinomio invariante de grado menor que m puede ser escrito como un

polinomio en las F;. Como E(P;) es homogéneo de grado menor que m ya que cada P; lo es, tenemos E(F;) se

puede escribir como un polinomio en las F; y en consecuencia F' se puede escribir como un polinomio en las Fj.
Sea F' € Pol,, (E)SL(V), por Proposicion 3.6, existe un entero e tal que para cualquier v € F,

Flg-v) = det(g)°F(v).

El ntimero e es llamado el peso de F'. Probaremos ahora el teorema de Gordan-Hilbert que es otra aplicacién
del Teorema de la base de Hilbert, de hecho, Hilbert probé dicho Teorema en su articulo de 1980 (ver[5]) para
demostrar este teorema. Para ello necesitaremos el siguiente lema.

Lema 4.3. Sean r > q enteros no negativos. Para cualquier P € Pol(E) y cualquier v € E | sea
F(g,v) = Q" (det(g)"P(g - v)).
Entonces F(0,v) es cero o un invariante de peso r — q.

Teorema 4.4. (Gordan-Hilbert) El dlgebra de invariantes Pol(Polg(V))S“V) es finitamente generada sobre k.

Demostracion:
Sea E = Poly(V). Usaremos la misma idea de la segunda prueba del Teorema 6,7, s6lo que en vez de usar el
operador E, usaremos el operador omega ). Sea F' € Polm(E)SL(V)7 escribimos

F=PF - +P,F,

para algin P; € Pol,, _p, (E) y F; € Pol,,, (E)S“Y). Por la prueba de la Proposicién 3.6, tenemos que existe un
entero e tal que para cada v € E,

F(g-v)=det(g)°F(V).
Luego, para un g € GL(V') tenemos que

F(g-v) = det(g)°F(v) = Y det(g)” Pi(g - v) Fi(v).
i=1
Aplicando e veces el operador omega {2 a ambos lados obtenemos, por Lema 3.10 que
n
cF(v) =) Q(det(9)* Pi(g - v)) F;(v),
i=1
donde c es una constante no nula. Por el Lema 4.3 tenemos que en g = lgvy, Q°(det(g)® P;(g - v)) es SL(V)-

invariante y si suponemos que todos los polinomios de grado menor que m se escriben como un polinomio en
las F;, entonces Q°(det(g)® P;(g - v)) se escribe como un polinomio en las F; y por tanto, F' se escribe como un
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polinomio en las Fj. ]

5. GRUPOS ALGEBRAICOS

Definicién 5.1. Un grupo algebraico es una variedad algebraica G tales que la funcién producto p: GxG — G
y la funcién inversiéon 8 : G — G son morfismos regulares. Si G es una variedad algebraica afin, entonces se dice
que G es un grupo algebraico afin.

Dado que si X, Y son variedades algebraicas afines, entonces hay una biyeccién entre los morfismos regulares
X — Y y homomorfismos de k-dlgebras O(Y) — O(X) y luego la multiplicacién e inversién que definen un
grupo algebraico afin G pueden ser definidas por homomorfismos de k-dlgebras

wOG) = OG x Q) 2O(G)?, OG), B*: 0(G) = O(G)
que seran llamados coproducto y coinverso. Luego, dada una k-dlgebra A finitamente generada, se puede definir
un grupo algebraico afin G := Specm(A) junto con homomorfismos de k-algebras
WA= AQLA, B A— A,
satisfaciendo:

(i) El diagrama

A AR, A
w®Ida
A, A AR A®y A
conmuta.
(ii) Las dos composiciones
ke A
e®Idy ~
M*
A— A A : A
Idg®e ~
ARk

son iguales a la identidad, donde € : A — k es el homomorfismo coidentidad dado por e(f) = f(1g).
(iii) La composicién, (donde la dltima funcién m es la multiplicacién en A)

ALA@;CAA—5>A®;€AL>A

coincide con e.

Estos tres requerimientos coinciden respectivamente a la asociatividad, existencia de elemento identidad y exis-
tencia de inversos (por la derecha).

Para cualquier k-dlgebra K denotamos por X (K), llamado el conjunto de K puntos de X, al conjunto de
homomorfismos de k-dlgebras O(X) — K. En particular, si K = O(Y') para alguna variedad algebraica afin Y,
entonces X (K) puede identificarse con el conjunto de morfismos de Y a X.
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5.1. Ejemplos de grupos algebraicos afines.

1. El grupo aditivo G, es el grupo (k, +), i.e., la variedad afin A’ bajo la suma. Tenemos en este caso que
O(G,) = k[z].

2. El grupo multiplicativo G,, es el grupo (k*, x), i.e., el conjunto abierto A'\ {0} bajo la multiplicacién.
Se tiene que O(G,,) = k[z,z~1].

3. El grupo GL,, = GL, (k) es el grupo de matrices n x n sobre k con determinante distinto de cero.
GL, = A" \ {M € A" : det(M) = 0} y por tanto G, es abierto y en consecuencia una variedad
algebraica afin ya que es isomorfa como variedad a

{(X, In2+1) € An2+1 :det(X)Inz_H = 1}’

donde se toma a la matriz X como un elemento de A™ .
El producto GL,, x GL,, — GL,, es regular pues estd dado por polinomios sobre k y recordemos que
A e GL,,
1
-1

AT = det A
donde Adj(A) es la transpuesta de la matriz de cofactores (cuya entrada ij se obtiene como (—1)*+7 det(A4;;)
donde A;; se obtiene de A eliminando la fila ¢ y la columna j.) Por lo que también es regular. Se tiene
que O(GLy, (k) = klx1,. .., 2,2, det(z;5) 7.

4. PGL,, := PGL, (k) = GL,, /Z(GL,,) donde Z(GL,) es el centro de GL,, es decir, el conjunto de matrices
escalares, es una variedad y para ver que el producto y la inversién son regulares, se procede analogo a
GL,.

5. Cualquier subgrupo cerrado de un grupo algebraico, es un grupo algebraico.

6. El el grupo especial lineal SL,, (k) formado por los elementos de GL, (k) con determinante igual a 1, es

un subgrupo y es cerrado debido a que esta definido por una condicién cerrada, por tanto, SL,, (k) es un

grupo algebraico afin.

El producto finito de grupos algebraicos, también es un grupo algebraico.

8. El toro algebraico afin sobre k, denotado por T} := G}, para algin entero positivo n, es también un
grupo algebraico afin.

Adj(A)

=

Para variedades algebraicas suaves, sabemos que son irreducibles si y sélo si son conexas. En el caso de grupos
algebraicos, esto siempre es cierto.

Proposicién 5.2. Un grupo algebraico es irreducible si y sélo si es conezxo.

Demostracion:

Toda variedad algebraica irreducible es conexa. Reciprocamente, supongamos que G es un grupo algebraico
conexo. Basta probar que existe una tinica componente irreducible que contiene a 14 ya que por homogeneidad
esto implica que sélo hay una componente irreducible conteniendo a cada punto y por la hipdtesis de conexidad,
esto significa que G tiene una unica componente irreducible, con lo cual, G es irreducible.

Por contradiccion, supongamos que hay méas de una y sean Xj,..., X, las componentes irreducibles que
contienen a 1g. Definamos ¢ : X7 X ... x Xg — G mediante el producto. Como las X; son irreducibles, también
lo es el producto de ellas y por tanto también la imagen de ¢. Como 1g € Im(p) que es irreducible, enton-
ces Im(p) C X; para algin i € {1,...,r}. Como todas las X; contienen a 1, entonces X; C X; para todo
j=1,...,7, lo que es una contradicciéon, luego, sélo hay una componente irreducible que contiene a 1. |

Definicién 5.3. La componente identidad de un grupo algebraico G es la tnica componente irreducible que
contiene a 1¢ y se denota por G°.

Definicién 5.4. Un subconjunto B C X de una variedad algebraica X se dice constructible si se puede escribir
como unién finita de conjuntos localmente cerrados.

Lema 5.5. Sean U,V dos subconjuntos abiertos densos de un grupo algebraico G. Entonces G =U - V.

Demostracion:
Tenemos que U -V C G. Reciprocamente sea z € G. Como la inversién es un homeomorfismo, V! es un
conjunto abierto y luego zV ~! también es abierto. Como U es denso, 2V 'NU #Pconlocualz € U-V. W
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Proposicién 5.6. Sea H un subgrupo de un grupo algebraico G y H su clausura.

1. H es un subgrupo de G y en consecuencia un grupo algebraico.
2. Si H es constructible, entonces H = H.

Demostracion:

1. Como la inversiéon es un homeomorfismo,

H =H'=H

3

con lo cual H es estable bajo inversiones.
Como la traslacién por x € H es un homeomorfismo de H,

zH =zH =H,
con lo cual HH C H. Ademss, si z € H, Hx C H, asi
Hx=Hz C H.

Por tanto, H es un subgrupo de G. o
2. Si H es constructible, entonces contiene un subconjunto abierto denso (cf. [16, p. 8]). Como H es un
grupo, por el Lema 5.5 tenemos que H =U-U C H-H =H.
[ ]

Definicién 5.7. Un morfismo de grupos algebraicos es un homomorfismo de grupos ¢ : G — G’ que es un
morfismo de variedades algebraicas.

Proposiciéon 5.8. Sea ¢ : G — G’ un morfismo de grupos algebraicos. Entonces

1. Ker(p) es un subgrupo cerrado de G.
2. Im(y) es un subgrupo cerrado de G'.

Demostracion:

1. Como ¢ es continua y Ker(p) = ¢~ !(1¢), tenemos que Ker(ip) es cerrado.
2. ¢(G) es un subgrupo de G’ que es constructible (cf. [11, p. 33]) y por Proposicién 5.6, tenemos que p(G)
es cerrado.

Definicién 5.9. Un grupo algebraico lineal es un subgrupo cerrado de GL,, (k).

Ejemplo 5.10. El grupo simétrico S,, es isomorfo al grupo de matrices de permutaciones P,. Por el Teorema
de Cayley, todo grupo finito es isomorfo a un subgrupo de S,, para algin entero positivo n y por tanto, un
subgrupo de P,, con lo cual, si G es un grupo finito entonces es un subgrupo cerrado de GL,,, por tanto, todo
grupo finito es un grupo algebraico lineal.

Ejemplo 5.11. Las curvas elipticas son ejemplos de grupos algebraicos que no son grupos algebraicos lineales.
(cf. [15, p. 23])

Definicién 5.12. Una accion racional o accion regular de un grupo algebraico GG sobre una variedad X como
un morfismo regular o : G x X — X tal que a(lg,z) =z y a(g,a(h,z)) = a(gh,x) para todo, g,h € G y todo
rzeX.

Definicién 5.13. Una representacion racional de un grupo algebraico afin G es una representacién lineal
p:G— GL,(V) = GL, (k) que estd dada por funciones regulares. Una subrepresentacidn es un subespacio lineal
de V que es G-invariante. Una representacién racional se dice simple si tiene exactamente dos subrepresentaciones
y se dice semisimple si cualquier subrepresentacién tiene un complemento G-invariante.

Ejemplo 5.14. Sean p : G — GL(V) y 0 : G — GL(W) dos representaciones racionales de G. Entonces el espacio
lineal Homy (V, W) es una representacién racional, llamada la representacién Hom mediante la accién lineal de
G dada por g- ¢ :=0(g) oo p(g~t). Homy(V, W)Y estd conformado por la funciones lineales V — W que son
G-invariantes.
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Ejemplo 5.15. Si G € GL(V), entonces G — GL(V') es una representacién racional.

Ejemplo 5.16. Sea p : G — GL(V) una representacién racional de un grupo algebraico afin G. Definamos una
accién a : G x Pol(V) — Pol(V) mediante g(f)(v) := f(g~'v) para todo v € V' y f € Pol(V). Esta accién
preserva la graduacién de Pol(V). Si f € Poly(V) y g € G, entonces para A € k, tenemos que g(f)(\v) =
flg7r (W) = f(Ag~t(v)) = M f(g~1(v)) = Ag(f)(v). Por tanto, a es una accién llamada la accidn regular de
G sobre Pol(V).

Sea G un grupo algebraico afin actuando sobre una variedad algebraica afin X = Specm(A4). Como O(G x

~

X) =2 O(G) ® A, entonces la accién de G sobre X puede ser descrita por el homomorfismo de coaccién
a* : O(G) = O(G) ®y A,
satisfaciendo que
(i) La composicién

®Ida

ALO(G)®kA€—>k®kA;>A

es igual a Id4 la identidad en A donde € : O(G) — k es el homomorfismo de k-dlgebra coidentidad, dado

por g — €(g) = g(1).
(ii) El siguiente diagrama es conmutativo:

A O(G) @ A

o IdO(G) Qo

51) O(G) @y A A elda, O(G) @1 O(G) @4 A

donde 8* : O(G) = A®,O(G) es el homomorfismo de k-dlgebras inducido por el producto 8 : GxG — G
en G.

Para cualquier a € A, tenemos que
a*(a) =Y fi®a,
i

donde f; € O(G), a; € A. Cada elemento de g € G puede interpretarse como un homomorfismo O(G) — k,
f = f(g), y definamos

(5-2) g(a) = (g®Ida)oa™(a) = Z fi(g)ai.

Un homomorfismo « : G — Aut(A) que surge de (5.2) es llamada una accidn racional de G sobre una k-dlgebra
A.

Una importante propiedad de las acciones racionales es la siguiente.
Lema 5.17. Para cualquier a € A, el subespacio lineal de A generado por las traslaciones g(a), g € G, es de
dimension finita.

Demostracion:

Notar que en la ecuacién (5.2), los a; forman conjunto finito y de dicha ecuacién se tiene que el subespacio lineal
generado por los G-traslados de a estd contenido en el subespacio generado por los a;, con lo cual es subespacio
lineal generado por los trasladados de a es de dimensién finita. |

Como una consecuencia, tenemos el siguiente resultado que puede pensarse como el analogo al Teorema de
Cayley, que afirma que todo grupo finito de orden n es isomorfo a un subgrupo del grupo simétrico S,,.

Proposicién 5.18. Todo grupo algebraico afin G es un grupo algebraico lineal.



GRUPOS REDUCTIVOS 13

Demostracion:
Como el producto en G, i : G x G — G es una accién de G en G, entonces p* : O(G) = O(G) @ O(G) es una
coaccién y por tanto tenemos una accién racional de G sobre O(G),
p: G — Aut(O(G)) € GL(O(G)), g = pg,
donde
po(f)(k) = f(kg),
para todo f € O(G),k € G. Luego, por la ecuacién (5.2), tenemos que para todo = € G,

z(f) = plz) = Zgj(l‘)hj,

donde p*(f) =32, 9; ®hj. Sean fi,..., f, generadores de O(G) como k-dlgebra y sea £ el subespacio lineal de
generado por los G-trasladados de los f;’s. Se sigue del Lema 5.17 que F es finito dimensional. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que los f; son una base de E. Consideremos

¥ : G — GL(E),

dado por z — p.|E.

Para cada 4, escribamos p*(f;) = >, 9; ® hy € O(G) ® O(G). Luego, por ecuacién (5.2), tenemos que pa-
ra todo z € G,

z(fi) = Zgj(x)hj~
Lo cual implica que h; € E y asi podemos escribir ]
W (fi) = Zgij ® fj,
J
paratodoi=1,...,n.

Luego, la matriz de coordenadas de ¥ (x) con respecto a la base f;, ..., f; es g;;(z). Por tanto, ¢ es un morfismo
de variedades. Notar que para todo z € G, fi(z) = fi(le - ) = p=(fi)(1c) = >_; 9:5(2) f;(1c), es decir,

(5.3) i :Zgijfj(lG)'

Si¢(x) = lar(k), entonces g;j(x) = d;; la delta de Kronecker, y por tanto fi(z) = fi(1g) lo cual implica que
x = lg ya que los f; generan a O(G). Por la Proposicién 2 , G’ := Im(v)) es un subgrupo cerrado de GL(E).
Nos falta probar que 1 es un morfismo de variedades, i.e., ¥* : O(G’) — O(G) es un isomorfismo de k-dlgebras.
Como 9 : G — G’ es sobreyectivo, tenemos que 9* es inyectivo. Sean ¢;; las funciones coordenadas de GL(E)
restringidas a G’. Tenemos entonces que 1*(t;;) = gi; y por la ecuacién (5.3), tenemos que los g;; generan O(G),
lo cual implica que ©* es sobreyectiva. |

Ejemplo 5.19. Sea G = G, actuando sobre una variedad algebraica afin X = Specm(A). Sea a* : A — O(G) ®
A =K[T, T7'] ® A el correspondiente homomorfismo de coaccién. Entonces para cada a € A , podemos escribir

a*(a) = ZTi ® a;.
=
La funcién p; : A — A dada por a — a; cumple en virtud del diagrama conmutativo (5.1) que p; es una
proyeccién para cada i € Z, i.e., p(a;) = a; y denotando por A; := p;(A), tenemos que A;A; C At y

(5.4) A=A

i€Z
Esto define una graduaciéon en A. Reciprocamente, dada una graduacion de A, podemos definir o* mediante
a*(a) = ZiGZ T' ® a;, donde a; es la i-ésima parte graduada de a. Notar que esto da una interpretacién
geométrica de una graduacién de una k-algebra A, i.e., una graduacién sobre una k-dlgebra A corresponde a
una accién de Gy, sobre la variedad X = Specm(A).
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Si la graduacién dada en (5.4) cumple que A; = {0} para todo i < 0, Ay = k, entonces a dicha graduacién
se le llama una graduacion geométrica y la accién inducida se dice que es una buena G,,-accion. En este caso
tendremos que el ideal mg = ), A; es un ideal maximal pues al sumar el ideal de A generado por cualquier
elemento de k nos da A, y por tanto corresponde a punto pg € X llamado el vértice.

El grupo G, también tiene su interpretacién. Dada una k-algebra A y supongamos que car(k) = 0. Una
derivacion en A es una funcién D : A — A tal que para cualesquiera a,b € A,
1. D(a+b) = D(a) + D(b)
2. D(ab) = aD(b) + bD(a).
El kernel de D es Ker D = {b € A: D(b) = 0} y denotemos por Der(A) al conjunto de todas las derivaciones
de A. Si B es un subanillo de A, definimos el conjunto Derg(A) = {D € Der(A4) : D(a) = 0, Ya € B}. Una
derivaciéon D € Der(A) es llamada localmente nilpotente si para cada f € A existe un entero positivo n = n(f)

tal que D™ (f) = 0. Denotamos por DLN(A) al conjunto de derivaciones localmente nilpotentes en A y para un
subanillo B definamos DLNg(A) := Derg(A4) N DLN(A).

Dado D € DLN(A), la funcién exponencial determinada por D, e? : A — A estd dada por

D)= Y D).

Notar que como D es localmente nilpotente y car(k) = 0, e? estd bien definida y satisface que eP1+P2 = ePel.

Tenemos también que para D € Dery(A), fD € DLN(A) si y sélo si D € DLN(A) y f € Ker(D) y ademés
la derivada formal & : B[t] — B[t] donde ¢t € A es trascendente sobre el subanillo B C A, cumple que
4 ¢ DLNp(BJt]) y Ker (&) = B y también para D € DLN(A) se tiene que D € Aut(A), (cf. [18, pp. 24-25]).
Luego, dada D € DLN(A), obtenemos un isomorfismo de grupos 7 : (Ker(D), +) — Aut(A) dado por

n(a) = e*?,

el cual es inyectivo si D # 0.

Dado H C Ker(D) tenemos que H = G, si y sblo si H = kf para algin f € Ker(D) no nulo y por tanto, en
este caso, tenemos una representacién
g : Go — Aut(A4),

i.e., una derivacién localmente nilpotente corresponde a una accién de G, sobre X = Specm(A).

Reciprocamente, dada una accién « : G, x X — X, podemos definir una derivacién localmente nilpotente
dada por la composicién

dat eval

A Alt] Alt] A,

donde eval es el homomorfismo evaluacién en ¢ = 0. Luego, § := eval o % o a* € DLN(A) (cf. [18, Proposicién
1.36)).

Explicamos la nocién de grupos geométricamente reductivos.

Definicién 5.20. Un grupo algebraico lineal G es llamado linealmente reductivo si para cualquier representacién
racional p : G — GL(V) y cualquier v € V& no nulo, existe una funcién lineal G-invariante f sobre V tal que

fw) #0.
Proposicién 5.21. Para cualquier grupo algebraico lineal G, son equivalentes

(i) El grupo G es linealmente reductivo.
(ii) Cualquier representacion racional de G es semisimple.
(iil) Para cualquier funcién sobreyectiva G-invariante ¢ : V. — W de representaciones racionales, la funcién
inducida de subespacios de invariantes es sobreyectiva.

Demostracion:
(i) = (i)

Sea U C V una subrepresentacién propia. Como cada subespacio complementario de U es la imagen del algin
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homomorfismo o : V/U — V tal que 7 o 0 = Idyy donde 7 : V' — V/U es la proyeccién canénica y si o es G-
invariante, entonces la imagen es G-invariante. Luego, basta probar que existe un homomorfismo 7: V/U — V
G-invariante tal que mo 7 = Idy,y.

Sea o : V/U — V un homomorfismo tal que m o o = Idy,y. Sea T := Vecty(G,) donde G, := {g(0) : g € G}
la subrepresentaciéon de Hom(V/U, V) (cf. Ejemplo 5.14) generada por la drbita de o y T' C T el subespacio
generado por {g(c) — o : g € G}.

Para cualquier g € G y cualquier v € V tenemos
7o (g(o) —o)(v+U) =n(go(g v+ U)) —n(o(v+U))
= gn(o(g~ v +U)) = n(o(v+U))
—gg lv—v4+U
=U.

~—

Luego, T C Ker (). Si 0 € T", entonces Idy,y = 7o o = 0 pero esto es imposible ya que U C V. Por tanto,
o € T\T y T =T + Vecty(c). Escogemos una funcién lineal ¢ : T — k tal que £|;7 = 0. Luego para
todo v € T, (g(¢) — ¢)(v) = 0, lo cual implica que ¢ es G-invariante. Como G es linealmente reductivo, existe
e TY = (TVV)Y tal que £(7') # 0. Asi, 7/ ¢ T’ y por tanto, 7/ = ac + >_gec Ag(g(0) — o) para algunos
a,ay, € k con a # 0. Tomemos 7 := a~'7/. Tenemos que 7 es G-invariante y ademas tomando by = a‘lag,
tenemos

mor=T1o0|0o+ Zbg(g(a) —0)]| =moo=Idyy.
geG
Sea ¢ : V' — W una funcién lineal sobreyectiva G-invariante. Como V es semisimple, existe un subespacio lineal
complementario G-invariante V' del Ker(¢) C V. La representacién V' es isomorfa a W mediante una funcién
G-invariante, por tanto, el subespacio de invariantes V'¢ es isomorfo a W& mediante una funcién G-invariante.
Como V'¢ C VY, entonces, tenemos que existe una funcién G-invariante sobreyectiva de V& a W¢.

Consideremos la accién trivial de G sobre k y sea v € V& \ {0}. Entonces la evaluacién eval, : VV — k es
lineal, sobreyectiva y G-equivariante. Por hipétesis, eval, |(yv)c : (V)G — k% = k es sobreyectivo. Tomando
una preimagen £ € (VV)¢ de 1 € k tenemos que £(v) = eval,(¢) = 1, por tanto G es linealmente reductivo. M

Lema 5.22. Un grupo algebraico es linealmente reductivo si y sélo si para cualquier representacion racional
p: G —V ypara cualquier funcién lineal G-invarainte f : V — k, existe un w € VE tal que f(w) # 0

Demostracion:
La equivalencia se obtiene reemplazando V por su dual VV y notando que el espacio lineal de funciones G-
invariantes sobre Vv, Homg(VV, k) = Homg(V, k) = V¥ con G actuando trivialmente sobre k. [ |

Ejemplo 5.23. Si G es un grupo finito tal que car(k) t |G|. Entonces G es linealmente reductivo.

Demostracion:
Sea p : G — GL(V) una representacién racional, sea v € V& \ {0}. Luego, existe un funcién lineal £: V — k tal

que £(v) # 0. Definamos f : V — k mediante u — f(u) := ¢ (ﬁ > ogec p(g)(u)) Asi, f es lineal, G-invariante
y flv)=¢ (‘—é‘ > ogec p(g)(v)) y como v € V&, tenemos que f(v) = £(v) # 0. Con lo cual, G es reductivo. W

Ejemplo 5.24. G, es linealmente reductivo.

Demostracion:
Sea p : G — GL(V) una representacién racional, sea v € V&= \ {0}. Definamos f : V — k mediante f(v) =1y
f(u) = 0 para todo u € V' con u # v. Luego, f es lineal y f(v) # 0. En el ejemplo 5.19, vimos que G,,, induce
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una graduacién de V =P, ., Vi donde V; = {u € V: a*(u) = 3, T’ ® vj con v; = u;}, de acd que VEn =1,
y por tanto, f es G,,-invariante y asi G, es linealmente reductivo. |

Ejemplo 5.25. El producto directo de grupos algebraicos linealmente reductivos es un grupo linealmente reduc-
tivo, en consecuencia el toro algebraico G, es linealmente reductivo.

Ejemplo 5.26. Si car(k) = 0, entonces SLa(k) es linealmente reductivo.

Demostracion:

Como Gy, es linealmente reductivo, y G,, = T C SLa(k) donde (T son las matrices diagonales), podemos
encotrar una funcién lineal T-invariante e : V' — k tal que e(w) = 1 y podemos usarla para definir una funcién

¢V = O(SLay(k))

dada por ¢(z)(g) = e(g(x)) para todo z € V' y todo g € SLa(k).
Equivalentemente, ¢ es la composicién del homomorfismo coaccién con e @ Idp(sr, (k)

e ® Idosr, (k)
_

V=V @4 O(SLa(k)) k @k O(SLa(k)) —=— O(SLa(k)).

Tenemos que
O(SL2(V)) = kl[z,y, 2, 1]/ (2t — yz — 1),
Por tanto, tenemos acciones de SLa(k) por la derecha y por la izquierda. Consideremos la accién derecha de T'

sobre O(SLa(k)) y la accién izquierda de SLo(k) sobre O(SLy(k))”. Como para cualquier ( g qgl ) € SLy(k),

tenemos que
Ty g 0 \_{(ar qly
z t 0 ¢! gz q 't

klz,y, 2,17 = k[zy, at, 2y, 2]

tenemos que

y como el polinomio xt — yz — 1 es T-invariante, tenemos que
O(SLa(k)T = k[xy, t, 2y, 2t]/ (vt — yz — 1).

Por tanto, tenemos que para toda = € V, la funcién ¢(z) es invariante bajo la accién derecha de T, esto es
(V) € O(SLz(k))”, ¢ es un homomorfismo de representaciones de SLa(k) y ¢(w) = 1o(sL, (k))-

Demos otra descripcién de O(SLa(k))T. Para cadan € N, sea R,, el conjunto de funciones racionales en variables
U, v

R, = {(f(u,v) :deg,, f(u,v) < n,deg, f(u,v) < n}

w—v)"
Este es un espacio vectorial de dimensién (n + 1)2 vy R, C Ry41. La unién
R:=|]J R,
n>0

es una subélgebra de k[u,v,1/(u—v)] C k(u, v), mientras que el cuerpo k(u,v) es una representaciéon de SLa (k)

M b au av
mediante a g = ( Z J ) € SLa(k), g = p(g) con p(g)(u) = 25, p(g)(v) = 25

Con esta accion

aut+b av+b U—v
cut+d cv+d (cu+d)(cv+d)’

con lo cual R, C k(u,v) es una subrepresentacion.

U —v+—

La funcién o : R — k[zy,t, 2y, 2t] dado por o(u) = Z,0(v) = ¥,0(1/(u —v)) = 2t induce un isomorfis-
mo R = O(SLy (k)T = k[zy, xt, zy, 2t]/(xt — yz — 1).
Tenemos que la imagen de ¢ : V' — O(SLa(k)) = R esta contenida en un espacio vectorial de dimensién finita

R,, para algtin n. Por definicién, un elemento general es de la forma ’(:E“_Z; donde f(u,v) =327, _gaiju‘v?.
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El determinante de la matriz de coeficientes (a;;) define una funcién det : R,, — k homogénea de grado n+ 1
SLy(k)-invariante. La funcién constante

_(u—v)"  u"— nu™ 1 + (Z)u”_%Q — it (—0)n .
L= (1—0v)» (u— )" € Ry, C O(SLa(k))",
luego
1
det(1) = det (5) N ﬁ (7;)

(-1 'n =

(-1

Sea h : R, — k la funcién lineal SLy(k)-invariante definida por
f(’LL7 ’U) - n—i n
m — Z(—l) Qi n—i H j .
i=0 j#i
Luego,

Por tanto,

fi=hop:V =k
es una funcién lineal SLy(k)-invariante y f(w) = h(p(w)) = h(1) # 0. Con lo cual SLy(k) es linealmente reduc-
tivo. |

El siguiente ejemplo aparece en la introduccién de [6],
Ejemplo 5.27. Si car(k) = 2, entonces SLa(k) no es linealmente reductivo.

Ejemplo 5.28. G, no es linealmente reductivo.

Demostracion:
Consideremos la representacién p : G, — A? dada por

p(g)(é 517)

Si p fuera semisimple, existirfa una base en A? donde en dicha base

p(g)=((1) 2)-

Con lo cual, p no puede ser semisimple. [ |

Definicién 5.29. Un grupo algebraico lineal G se dice geométricamente reductivo si para cualquier representa-
cién racional p : G — GL(V) y para cualquier v € V& no nulo, existe un polinomio homogéneo f sobre V' que
es G-invariante y tal que f(v) # 0.

Ejemplo 5.30. Cualquier grupo linealmente reductivo es geométricamente reductivo.
Ejemplo 5.31. Si G es un grupo finito, entonces G es geométricamente reductivo.

Demostracion:
Sea G un grupo finito y V una representacién racional de G. Sea v € V& no nulo. Tomemos una funcién lineal
G-invariante £ € V'V tal que £(v) # 0.

Sea f:=]],cq 9(¢), luego f es un polinomio homogéneo de grado |G| sobre V' y

1) =TT ot0)w) = T] tlo o) = €0)/ #0.

geG geG
Con lo cual, G es geométricamente reductivo. |
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Proposicién 5.32. Si car(k) = 0, entonces un grupo algebraico lineal es geométricamente reductivo si y sdlo
st es linealmente reductivo.

Demostracion:

Si es linealmente reductivo, es geométricamente reductivo. Reciprocamente, sea p : G — GL, (V) una represen-
tacién racional que induce una accién de G sobre V. Sea w € V& no nulo. Por ser G geométricamente reductivo,
existe un polinomio G-invariante homogéneo f de grado d tal que f(w) # 0.

Para cada v1,...,v4 €V y A,..., g € k tenemos que
fqvr+ -+ Aguvg) = Z )\if"‘)\Zldfil,...,id(vla-~',vd)a
i14...+iqg=d
donde cada funcién f;, ..., : Ve 5k, es multihomogéna de multigrado (i1, ...,%4).
Poniendo vy = ... = vqg = v, obtenemos
Z )‘il "')‘fidfi1w~,id(v""’U) = Z fihm,id()‘lvw"a)‘dv)
i1+ tig=d i1+ +ig=d

= f(Av+...+ o)
=\t ) ()
Por el Teorema del multinomio,

ki+...+kq=d

n B d!
ki,.... kq) kil -kg!

i i n
Z All"'Afjdfil,...,id(va'"av): Z <k17,_,,kd)xlf1.'.x§d

i14...+ig=d ki+...+kq=d
=AY+ dD M) f(v).

Comparando los coeficientes de los monomios A" --- X' tenemos que

fi,1(v,. . v) =dlf(v),

con

Asi, tenemos que

para todo v € V. Definamos ¢ : V — k mediante ¢(v) = f1_1(v,w,...,w). Como fi . 1 es multilineal, tenemos
que { es lineal. Como f es G-invariante y la accién respecta los multigrados, tenemos que la funcién f1 1 es
G-invariante, i.e., g(f1..1)(v1,...,v4a) = f1. 1(g7 v1,...,g7 va) = f1._1(v1,...,vq). La G- invarianza de w

y fi,...,1 implica que ¢ es G-invariante y tenemos que
lw) = d!f(w) # 0.

Luego, G es linealmente reductivo. |

Definicién 5.33. Sea p : G — GL(V') una representacién racional de un grupo algebraico G. Diremos que
g€ Ges
1. Nilpotente si p(g)™ = 0 para algtin entero no negativo n.
2. Unipotente si p(g) — Idy es nilpotente. Se dice que G es unipotente si todos sus elementos son unipo-
tentes.

Definicién 5.34. Un grupo algebraico lineal T es llamado un toro algebraico (o simplemente un toro) si es
isomorfo a G?, para algin n € Z*. Un grupo algebraico es resoluble si admite un serie de composicién de
subgrupos normales cerrados cuyos cocientes sucesivos forman un grupo abeliano.

Cualquier grupo algebraico G posee un tnico subgrupo resoluble normal S C G el cual es automaticamen-
te un cerrado de Zariski. Su componente identidad R(G) := S° es entonces un subgrupo de G normal, conexo,
resoluble maximal llamado el radical de G.

Un grupo G es llamado reductivo si su radical es un toro. Un grupo algebraico lineal conexo G es llamado
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semisimple si su radical es trivial.

Observacion 5.35. Si G es linealmente reductivo, entonces G es geométricamente reductivo, tomando d = 1
Ejemplo 5.36. Si car(k) = p > 0, entonces SLo(k) es geométricamente reductivo.

Demostracion:
En la prueba del Ejemplo 5.26, podemos tomar n = p¥ — 1 para v suficientemente grande. Luego

v v v
(u _ ,U)n — (U — U)p — uP —oP — Zun—ivi.
u—7v u—7v =0

En particular, la funcién det : R,, — k toma el valor 1 en 1 € R,,. Asi en este caso la composicién
fi=detop:V =k
es un polinomio homogéneo SLs(k)-invariante y f(w) = det(¢(w)) = det(1) =1 # 0. |

Como consecuencia de los ejemplos 5.26 y 5.36 se tiene que
Ejemplo 5.37. SLo es geométricamente reductivo en cualquier caracteristica

Observacion 5.38. Por los ejemplos 5.27 y 5.37, tenemos que hay grupos geométricamente reductivos que no
son linealmente reductivos.

Ejemplo 5.39. G, no es geométricamente reductivo.
Teorema 5.40. (Nagata-Miyata (1963)) Si G es un grupo geométricamente reductivo, entonces es reductivo.

Este teorema fue probado en [7] usando la nocién de grupos semi-reductivos la cual introdujo en [8] y que es
equivalente a la nociéon de grupos geométricamente reductivos.

Teorema 5.41. (Conjetura de Munford, Teorema de Haboush (1975)) cf. [4] Si G es reductivo, entonces G es
geométricamente reductivo.

6. TEOREMA DE NAGATA

Necesitaremos el siguiente resultado del dlgebra conmutativa.

Lema 6.1. Sean R C S k-dlgebras tales que S es integral sobre R. Si S es finitamente generada sobre k,
entonces R es finitamente generada sobre k.

Demostracion:

Sean by, ...,b, generadores de S como k-algebra. Como S es integral sobre R, para cada ¢ = 1,...,n, existe
fi € R|X] ménico tal que f;(b;) = 0y sea A C R la k-dlgebra finitamente generada por los coeficientes de
todos los f;. Luego, tendremos que los b; generan a S como una A-algebra y S es integral sobre A por tanto,
S es A-médulo finitamente generado y en como A es un k-mdédulo noetheriano al igual que S, entonces S es
un A-médulo noetheriano. Luego, R debe ser un A-médulo finitamente generado y por tanto es finitamente
generado sobre k como k-algebra. |

Lema 6.2. Sea A = @, -, Aa una k-dlgebra graduada con Ag = k. Entonces el ideal Ay = ), ,Aq es
finitamente generado si y solo si A es finitamente generada como k-dlgebra.

Demostracion:
Supongamos que A es finitamente generada sobre k y sean ai,...,a, € A un conjunto de generadores e
I =(ay,...,ay,) el ideal de A generado por los a;. Sea z € A . Escribamos =z = ZiEJ Aiat ...ay" donde J es

un subconjunto finito de los enteros no negativos y los i, = ir(z) con A; € k. Asi, cada sumando de  debe con-
tener al menos una potencia de alguna de las a; con lo cual x € I con lo cual A; C I y la otra inclusién es trivial.

Reciprocamente, supongamos que Ay = (a1,...,a,) y sea z € A. Escribamos * = x4 + xo para ciertos
x4 € Ay y mg € k. Tenemos que x4 es una combinacién lineal sobre A de los a; digamos z = > | x;a; con
xz; € A. Como los a; tienen grado positivo, tenemos que los z; tienen grado estrictamente menor que x. Por
induccion sobre el grado, podemos asumir que x4 es una combinacién lineal sobre k de los a; y asi x es un
polinomio lineal en las a; con coeficientes en k. Por tanto, A es finitamente generada. |
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Lema 6.3. Sea G un grupo algebraico geométricamente reductivo actuando racionalmente sobre una k-dlgebra
A dejando invariante a un ideal I de A. Considere A€/I N AS con una sub dlgebra de (A/I)¢ mediante el
homomorfismo inyectivo inducido por la inclusion A€ C A, (i.e., AS/INAY 3 a+(UNAS) — a+1 € (A/I)Y).
Entonces para cualquier a € (A/I)C, existe d > 0 tal que a® € AS/I N AS. Mds ain, si G es linealmente
reductivo, entonces se puede tomar d = 1.

Demostracion:
Sea @ un elemento en (A/I)¢ no nulo y a un representante de @ en A. Sea p*(a) = Y., a; ® a;. Sea V un el
subespacio lineal G-invariante de A generado por los G trasladados de a. Por el Lema 5.17, V' es de dimension
finita y estd contenido en el subespacio generado por los a;. Sea v = g(a) € V para algin g € G. Como
@€ (A/I))%, entonces g(a) —a = g(@) —a = IN A%, Luego, g(a) —a € I N A%,

Sea W = INV y sean vy, . .., a, una base de W. Como @ # 0, entonces a ¢ Wy v = g(a) = a+g(a)—a = a+w
con w = g(a) —a € W. Por tanto todo elemento v € V pertenece a W + Vecty{a} con lo cual {v1,...,v,} con
v1 = a es una base para V' y asi cualquier elemento v € V' se puede escribir como

v=\a-+w

para algin A € k y algin w € W.

Sea £ : V — k la funcién lineal dada por v = Aa + w — A. Entonces tendremos que £ € VV y que para
todo g € G,

4(v) = £(g(v))a +w
para algin w’ € W'y

9(v) = g(t(v)a + w) = L(v)g(a) + g(w) = L(v)a+ w" = L(g(v))a + v’

con w”’ = g(w). Por tanto, £(g(v)) = {(v) y w”’ = w’ y esto implica en particular que la funcién lineal £: V — k
es G-invariante y G actiia linealmente sobre VV. Como tenemos que {v1,...,v,} es una base de V, podemos
identificar a VY con A™ mediante la base dual y de esta forma ¢ = (1,0,...,0) € A™. Por definicién de ser
geométricamente reductivo, podemos encontrar un polinomio homogéneo G-invariante F(Z1, ..., Z,) de grado
d tal que F(1,0,...,0) # 0 y por tanto, podemos asumir que F = Z{ 4 --- .. Con lo cual, podemos identificar
v; con el polinomio lineal Z; y ast (F' — Z&)(v1,...,v,) = F(v1,...,v,) —a? pertenece al ideal J de A generado
por vs, ..., v,. Como cada generador de J pertenece a W C I, tenemos que a? = F(vy,...,v,) méd I. Como F
es G-invariante, entonces F(v1,...,v,) € A%, luego a? € A%/I N A®. Ademés, si G es linealmente reductivo,
entonces F' se puede escoger lineal sobre V' en consecuencia d = 1. ]

Observacion 6.4. Notar que esto implica también que (A/I)¢ es integral sobre A% /I N AC.

Necesitaremos el siguiente teorema del dlgebra conmutativa que enunciamos sin demostracién (ver [19, Co-
rolario 13.13, p. 293]).

Teorema 6.5. (Emmy Noether) Para cualquier k-dlgebra A finitamente generada sin divisores de cero, la clau-
sura integral de A en una extension de cuerpos finita del cuerpo de fracciones de A es un A-mddulo finitamente
generado.

Teorema 6.6. (Teorema de Nagata) Sea G un grupo geométricamente reductivo actuando sobre una variedad
afin Specm(A). Entonces A es una k-dlgebra finitamente generada.

Demostracion:

Paso 1:

Por induccién noetheriana, podemos asumir que para cualquier ideal I de A no trivial que es G-invariante, se
tiene que (A/I)% es finitamente generada.

Paso 2:

Asumamos primero que A =" - A, es k-algebra geométricamente graduada (i.e., Ay = k) y que la accién de
G preserva la graduacién. Por ejemplo, A podria ser una élgebra polinomial sobre la cual G actiia linealmente.
La subélgebra A® hereda esta graduacién ya que Ag = k es G-invariante. Supongamos que A% es un dominio
entero y tomemos un elemento homogéneo f € A de grado positivo.



GRUPOS REDUCTIVOS 21

Afirmamos que fANAY = fA%. En efecto, siy € fANA®, entonces y = fz con z € Ay tal que g(fx) = fu.
Luego,

g(fz) — fr = f(g(z) —2) =0

y por estar en un dominio entero tenemos que g(z) = x con lo cual z € A% y asi y = fo € fAY. Recipro-
camente si y € fA® entonces y = fr con x € A® y por tanto, g(xf) = zf y asi y € fAN A%. Tenemos
entonces que (A/fA)¢ es finitamente generada y por Observacién 6.4 tenemos que (A/fA)¢ es integral sobre
A/ fAY = A9/ fAN AC y en consecuencia AY/fAC es finitamente generada y como A¢ es graduado y fA%
es un ideal graduado, tenemos que AY/fAS es una k-algebra graduada. Entonces, por el Lema 6.2, su ideal
maximal (A% /fA%) . generado por los elementos de grado positivo, es finitamente generado. Tomemos un con-
junto finito de representantes en A de los generadores del ideal (A% /fA%) y agreguemos f a este conjunto,
de esta forma obtenemos un conjunto de generadores para el ideal (A%), en A“. Usando induccién sobre el gra-
do como en la segunda demostracién del Teorema 6.7, obtenemos que A es una k-algebra finitamente generada.

Asumamos ahora que A® contiene un divisor de cero f. El ideal fA y el ideal aniquilador de f definido
por R=(0:f) ={a € A: fa =0}, son ideales G invariantes no nulos. Luego, como antes, AY/fAN A% y
A% /RN A% son finitamente generadas. Sea B el subanillo de A% generado por los generadores de estas dos dlge-
bras y por tanto existen homomorfismos sobreyectivos B — AY/fAN A% y B — A% /r N A®. Por Observacién
6.4, (A/R)¢ es integral sobre B/RN By por tanto (A/R)“ es un B/RN B finitamente generado. Sean cy, ..., ¢,
representantes en A de los generadores de (A/R)“ como un B/RNA® médulo. Como ¢; + R € (A/R)Y, tenemos
que para todo g € G, se cumple que g(¢;) + R = ¢; + R, entonces g(¢;) — ¢; € Ry por tanto, f(g(¢;) —¢;)) =0
y asi fc¢; € AY. Afirmamos que AY = B[fc;,. .., fc,]. En efecto, claramente B[fc;, ..., fc,] € AY. Por otra
parte, si a € A, como B se mapea sobreyectivamente a A%/fAN A, existe b € B tal que a — b € fA. Luego,
a—b=frconr € Ay g(fr) = fr. Por tanto, g(r+ R) =r+ Ry asi r+ R € (A/R)“. Luego, por definicién de
los ¢;,r+ Re ), B/RNB(c; + R) y esto implica r — >, bic; € RNB conlos by € BARyasir =), bic; +V
conb' € RNB. Luego, a=b+ fr=0b+ f(>_, bic; + V') € B[fcy,..., feul
Con esto probamos el caso graduado.

Paso 3:

Consideremos ahora el caso general. Sean tq, . .., t, los generadores de A. Considere el k-espacio vectorial V' C A
generado por los G-trasladados de los t; que por el Lema 5.17, es finito dimensional. Sin pérdida de generalidad
podemos asumir que (t1,...,%,) son una base dicho espacio. Sea S = k[T1,...,T,] y ¢ : S — A, dado por
T; = t;. El grupo G actda sobre S mediante g(7;) = >, a;;T;, donde g(t;) = >_; ayjt;. Sea I = Ker(p), asi,
I es G-invariante y como A = S/I, entonces AY = (S/I)¢ y asi por Observacién 6.4, A% es integral sobre
S¢/InS<.

Notar que en la prueba del caso cuando A es una k-algebra graduada, bajo la suposicién de que A tenia
al menos un divisor de cero, la hipotesis de ser graduada no se usé, por tanto, también es véalido el mismo
argumento en el caso no graduado. Asumamos entonces que A no tiene divisores de cero. Por Teorema 6.5,
tenemos que la clausura entera de R de S€/I NS en el cuepo de fracciones Frac(AY) de A® es una k-algebra
finitamente generada siempre que Frac(A%) sea una extensién finta del cuerpo de fracciones de S¢/INS%. Como
R es integral sobre A“, por el Lema 6.1, esto implicarfa que A es finitamente generada. Por tanto, es suficiente
mostrar que el cuerpo de fracciones Frac(A%) es una extensién finita del cuerpo de fracciones de S¢/I N S¢.
Como A% es integral sobre S /INS%, entonces tenemos que A% es un S¢/IN .S médulo finitamente generado,
luego, es suficiente mostrar que Frac(A%) es finitamente generado como cuerpo. Si A es un dominio entero, ya
que Frac(A) seria finitamente generado como cuerpo y un subcuerpo de un cuerpo finitamente generado, es
finitamente generado. En el caso general, usaremos el anillo de fracciones total [3], esto es la localizacién Az de
A respecto al conjunto multiplicativo T' de los elementos de A que no son divisores de cero.

Para cualquier ideal m de Ar, tendremos m N A% = {0} ya que A“ no tiene divisores enteros. Esto muestra
que el cuerpo de fracciones de A% es un subcuerpo de Ar/m. Pero Ar/m = Frac(A/m N A), el cuerpo de frac-
ciones de A/mN A que es finitamente generado, con lo cual Frac(A%) es finitamente generado, lo que completa
la demostracién. ]

Un anillo normal es un dominio entero cerrado en su cuerpo de fracciones.

Proposiciéon 6.7. Sea G un grupo algebraico reductivo actuando sobre una k-dlgebra A finitamente generada.
Entonces A® es un k-dlgebra normal finitamente generada.
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Demostracion:
Como G es reductivo, por Teorema de Haboush, es geométricamente reductivo y por el Teorema (6.6) tenemos
que A% es finitamente generada.
Sea K el cuerpo de fracciones de A. Tenemos que el cuerpo de fracciones L de A® est4 contenido en el cuerpo
K¢ de los elementos G-invariantes de K. Para ver que que A% es integralmente cerrado en L, sea = € L tal que
x satisface
2"+ a4+ ag =0

donde los a; € A®. Como A es normal, € AN K% = A% y por tanto, A® es normal. |

7. EXISTENCIA DE BUENOS COCIENTES CATEGORICOS

En esta secciéon mostraremos que bajo la hipétesis de ser un grupo geométricamente reductivo, se tiene que
existen los buenos cocientes categoricos. Primero enunciamos el siguiente Lema que puede ser pensado como la
version geométrica del Lema de Urysohn.

Lema 7.1. Sea G un grupo geométricamente reductivo actuando sobre una variedad algebraica afin X =
Speem(A). Sean Zy,7Zy C X dos subconjuntos cerrados y G-invariantes con Zy N Zy = (). Entonces, existe
una funcion ¥ € A tal que V(Z,) = {1} y ¥(Z,) = {0}.

Demostracion:
Como Z; N Zy =, por el Hilbert Nullstellensatz,

A= I(Zl ﬂZQ) = I(Z]) +I(Z2),

con lo cual tenemos que existen f; € Zy, fo € Zs tales que 1 = f1 + fo. Sea W C A el subespacio lineal generado
por los G trasladados de fs. Por el Lema 5.17, W es finito dimensional. Sea {®1,...,¢,} una base de W'y
definamos f : X — A" mediante x — (p1(x), ..., pn(2)).
Como Z1, Z3 son G-invariantes, tenemos que (g - f2)(Z;) = f2(g7' - (Z:)) = f2(Z;) y teniendo en cuenta que

f1+ fo =1, obtenemos que

©i(Z1) = f2(Z1) = 1,
y también que

©j(Z2) = f2(Z2) = 0.
En consecuencia,

f(Z)={Q,..., D)}y f(Z2) ={(0,...,0)}.

Como G es geométricamente reductivo, existe un polinomio homogéneo F' tal que F(1,...,1) = 1. Definamos
U = f*(F), luego ¥ € A% y

U(21) = F(f(Z1)) = {1} y ¥(Z) = F(f(Z2)) = {0}.

Sea o : G X X — X una accién algebraica, diremos que el par (X, o) es una G-variedad.

Definicién 7.2. Un cociente categorico de una G-variedad X es un morfismo G-invariante p : X — Y tal que
para cualquier morfismo G-invariante g : X — Z, existe un tnico morfismo g:Y — Z tal que gop = g.

Definicién 7.3.

= Un morfismo G-equivariante p : X — Y es llamado un buen cociente categorico si p satisface:
1. Para todo u C Y abierto, p* : O(U) — O(p~'(U)) es un isomorfismo sobre el subanillo O(p~*(U))%.
2. Si W C X es cerrado y G-invariante, entonces p(W) C Y es cerrado.
3. Si V4, V5 C X son cerrados disjuntos y G-invariantes, entonces p(V1) N p(Va) = 0.
= Un (buen) cociente categérico es llamado un (buen) cociente geométrico si Im(¥) = X xy X, donde la
funcién ¥ es la que proporciona el Lema 7.1.

Tenemos que los buenos cocientes geométricos son cocientes categéricos, (ver [1, Proposicién 6.1, p.63]).
Teorema 7.4. Sea X = Specm(A) una variedad afin y G un grupo geométricamente reductivo actuando sobre

X. Entonces A® es una k-dlgebra finitamente generada y la funcién candnica p: X — Y := Specm(A%) es un
buen cociente categorico.
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Demostracion:
Por el Teorema de Nagata (Teorema 6.6), tenemos que A es finitamente generada. Probemos los tres numerales
que definen un buen cociente categorico.

1. Basta probarlo para los abiertos bésicos Uy C Y con f € A% Notar que

fi" € (A%) & ge A”
& fi" es G-invariante
= % € (Af)G.

Con lo cual, tenemos que tomar invariantes conmuta con la localizacién, i.e., (AG)f = (Af)G y como
O(Uy) = Ay, tenemos que p* : O(Uy) — O(p~1(Uy)) es un isomorfismo sobre O(p~1(Uy;))“.

2. Sea W C X un conjunto cerrado y G-invariante. Razonando por contradiccién, supongamos que p(W) no
es cerrado. Luego, existe y € p(W) \ p(W). Sea Z := p~!({y}) C X. Tenemos que Z es cerrado y como p
es G-invariante, entonces Z lo es y ademds ZNW = (). Asi, por el Lema 7.1, tenemos que existe ® € A
tal que ®(W) =1y ®(Z) = 0. Como p* es un isomorfismo sobre O(p~1(X))¢ = A%, tenemos que existe
un tnico ¢ € A% tal que ® = p*(¢). En consecuencia, 0 = ®(Z) = p*(¢)(p~1(y)) = 2(p(p~1(¥))) = ©(y)
y1=2W)=p"(p)(W) = @(p(W)), lo cual es una contradiccién pues y € p(W).

3. Sean Vi, Vo C X cerrados y G-invariantes con V; NV, = (). Por el Lema 7.1, tenemos que existe ® € A%
tal que ®(p(V1) =1y ®(p(V2)) = 0, lo cual implica que p(V1) N p(Va) = 0.

8. UNA ECUACION FUNCIONAL

Problema: Encontrar todas las funciones ¢(x,y) € R[x,y] tal que existe B C R cumpliendo que ¢(x,y) =0
define a y = f : B C R — R como funcién de x y para todo z € B, y = f(x) es solucién de

(.1) F(f(@) — 20) = 2f(x) — 3.
Para resolverlo notemos que si I'y = {(z, f(z)) : € B} es el grafo de una solucién f : B — R; para « € B,
tenemos que f(x) — 2z € B, luego, si (z, f(z)) € 'y, entonces (f(z) — 2z, f(f(z) — 22)) = (f(x) — 2z,2f(x) —
31’) € Ff.

Definamos la transformacién de R? — R2, dada por

(3)=(475%)
(Z3)=(at)

G :={I5,g} C GL2(R) es un subgrupo finito.

I
VR
L
o =
SN—
7N
< B
S~—

Como

2 1
-3 2 )
Luego el problema de encontrar ¢(z,y) que definen a y = f(x) tales que y = f(x) sea solucién de (8.1) se reduce a
encontrar Rz, y]“ donde la accién de G sobre R|z, y], estd dada por g(¢(z,)) := ¢(97(z,y)). Como G es finito,
entonces G es geométricamente reductivo y por el Teorema de Nagata R[z,y]” es finitamente generada como
R-4lgebra, i.c., existen ¢1(z,y), ..., (z,y) € R[z,y] tales que cualquier p(z,y) € Rz, y]“ se escribe como
un polinomio en @1 (x,y),...,¢-(z,y). El problema estarfa completamente resuelto si diéramos explicitamente
los p;(x,y) que generan a R[z,y]% como R-algebra. El Teorema de Nagata sélo prueba su existencia pero no
ofrece un algoritmo para construirlos. En [10, p. 145], se muestran algoritmos para determinar los generadores
para grupos geométricamente reductivos. En particular para el grupo ciclico de orden 2, Cs, en un cuerpo de
caracterfstica distinto de 2, se calculan los generadores de k[z,y]“? en el Ejemplo 4.1.10, pag. 146.

tenemos que para g =
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