ANALISIS MICROLOCAL
UNA BREVE REVISION

CRISTOBAL LOYOLA

RESUMEN. Este documento pretende ser una muestra superficial sobre lo que se conoce como Analisis
Microlocal, no sélo desde un punto de vista algebraico, sino que también desde el anélisis, motivado
por las diversas aplicaciones que esta area ha alcanzado en los ultimos afios tanto en matemaética
como en fisica. Dicha presentaciéon no es disjunta, pues las ideas provenientes desde ambas areas
ven su punto comun desde la teoria de haces, lo cual enriquece la presentacién del tépico, dejando
ademads entrever la potencia de esta teoria.

1. INTRODUCCION

El anélisis microlocal es el andlisis local en el fibrado cotangente. Una parte importante del
progreso que se ha hecho en teoria de ecuaciones diferenciales parciales, se debe a la aplicacién de la
idea de microlocalizacién. Ciertamente existe una motivacion fisica en lo anterior, debido a que gran
parte de los conceptos centrales mecanica analitica, tales como sistemas Hamiltonianos, variedades
Lagrangianas, transformaciones candnicas, etc. son también los conceptos naturales bajo los cuales,
por ejemplo, se describe la evolucién de las singularidades de soluciones de ecuaciones diferenciales.
Asimismo, conceptos tales como el de operador pseudo-diferencial aparece de manera natural bajo
la accién de transformaciones candnicas en ecuaciones diferenciales que modelan un determinado
proceso.

A continuacién mencionaremos dos lugares donde el espacio cotangente adquiere gran importancia
en el estudio de ecuaciones diferenciales y funciones (generalizadas).

1.1. Resolucién de ecuaciones diferenciales. Consideremos la ecuacién P(x,d)u(z) = 0 don-
de P es un operador diferencial. Al tratar de solucionar dicha ecuacién, si suponemos que u es
singular a lo largo de la hipersuperficie f(x) = 0, entonces la forma mds simple de u es

u(x) = co(z) f(z)* + er(z) f(z)5 + ...

Entonces si py,(z,§) = Z‘M:m aq(x)€%, al reemplazar en Pu = 0 se ve que p,, debe ser un multiplo

de f(z) (es decir, Py, (x,df) = 0 sobre f71(0)). En este caso f~1(0) se conoce como la caracteristica.
La hipersuperficie f~1(0) no es arbitraria y la singularidad de la solucién de Pu = 0 tiene una forma
definida.

Si pm(z, &) # 0 para todo £ # 0, entonces P se dice eliptico. En este caso podemos resolver la
ecuacién P(x,0)u(x) = f(x) al menos localmente. A partir de la descomposicién en ondas planas
de la delta de Dirac, es posible construir un kernel (singular en la diagonal) K = K(z,y) tal que

Pz, 0)K(z,y) = 0(z —y).

Si u(z) = [ K(z,y)f(y)dy entonces u satisface la ecuacion inicial, pues
P(a.0)ule) = [ Pla. 0K ) W)y = [ 5~ )7 )dy = (o)

Date: 28 de noviembre de 2020.
Key words and phrases. MAT426 Curvas Algebraicas 2020-S2, Universidad Técnica Federico Santa Maria.
1
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Con esta motivacién, Mikio Sato reconoce de manera explicita la importancia del fibrado co-
tangente en el estudio de ecuaciones diferenciales parciales, introduciendo el espectro singular de
funciones y microfunciones. Si M es una variedad real analitica, sea 27ys el haz de funciones reales
analiticas y %y el haz de hiperfunciones. Sea 7 : T*M — M el fibrado cotangente de M. Entonces
Sato construyé el haz €3; de microfunciones y la sucesién exacta

0—)527M—><%)M2>7T*<5M—>0.

La accién del operador diferencial P(x,d) sobre %) se extiende a una accién sobre &)y.
Mas atun, P : €y — % es un isomorfismo fuera del conjunto

{(z,8) e T*M : Py (x,&) = 0}.

En la situacién anterior u(x) = co(x)f(x)® + ... satisface suppsp(u(x)) = {%df(x)}. Entonces
P, (z,df) es cero cuando P(z,0(u(z)) = 0. En otro caso, la biyectividad de P : €y — %) implica
sp(u) = 0.

1.2. Una idea sobre la propagacién de singularidades. Uno de los tantos problemas im-
portantes en la teoria de ecuaciones diferenciales es la que aborda el estudio de las singularidades
que poseen las soluciones. Parte de la motivacién de su estudio, es que las singularidades reflejan
fenémenos de importancia desde una perspectiva fisica de dichos procesos, por ejemplo, las solu-
ciones de las ecuaciones de campo de Einstein corresponden a métricas en el espacio tiempo, y las
singularidades de dichas métricas (bajo ciertas condiciones) pueden reflejar la existencia de agujeros
negros.

Para estudiar dichos procesos fisicos, la idea es introducir un principio mas general que el principio
de localidad, el cual se denomina como principio de microlocalidad. Es de interés estudiar el proceso
en una region acotada del espacio de fase, pues al conocer el estado del proceso en un determinado
momento, es posible describir la propagacion de dicho proceso en una regién acotada, pero mas
pequenia que la regién inicial en la que el fenémeno toma lugar. Estos procesos no se ven afectados
por lo que ocurra fuera de la regién inicial debido a que el proceso se propaga con velocidad finita.

La definicién de que una propiedad sea local, requiere que esta sea examinada a través de funciones
regulares, por lo cual el lugar natural de estudio en un principio es el espacio de las distribuciones.
Para entender un poco la idea de la microlocalizacién, consideramos el siguiente ejemplo. Sea f
una funcién definida sobre R™ con n > 2 por f(z) = g(a - x) donde « es un vector no nulo y g es
una funcién de una tnica variable. Si g = ¢(¢) tiene una singularidad, e.g. g no es diferenciable en
t = tg, entonces todo x tal que o - x = £y son puntos singulares de f. Sin embargo, f es regular en
cada direccién del plano, por lo cual la singularidad solo estara en la direccion de «. Utilizando la
transformada de Radén, es un hecho que podemos representar una distribucién f € D'(R™) como
una integral de ondas planas

f@) = /| (e

Entonces en cada punto z las direcciones « seran singulares donde la distribucién g,(t) tenga una
singularidad en el punto t = « - x. Si, en vez de esta representacién aplicamos transformada de
Fourier, f puede ser escrita como una integral de ondas planas

f@) = [ gl da.

Ahora, aquellas direcciones de « singulares para f son tales que g(ta) no decrece suficientemente
rapido cuando t — oo.
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1.3. Organizacion del documento. En la primera seccién nos centraremos en definir y desa-
rrollar algunas de las propiedades de los Operadores microdiferenciales, donde la principal referencia
es Masaki Kashiwara [3]. En la segunda seccién desarrollamos los conceptos principales en lo que
respecta a las propiedades microlocales de las distribuciones, donde la principal referencia es Yuri
Egorov [5]. Por tltimo, damos una mirada desde la Teoria de Categorias al concepto de microloca-
lizacién, donde la principal referencia es Pierre Schapira [6].

2.  OPERADORES MICRODIFERENCIALES
2.1. Sistema de ecuaciones diferenciales. Sea X una variedad compleja. Un sistema de ecua-
ciones diferenciales puede ser escrito de la forma

n

> Pyj(x,0)u; =0, i=1,..,m. (1)

Jj=1

donde uy, ..., u, denotan las funciones incégnitas y P;j(x,d) son los operadores diferenciales sobre
X. Las soluciones de se pueden interpretar como el kernel del homomorﬁsmcﬂ

P oy — 7
(Uty ey ttn) > (V1 eeey Um)s

donde v; = > ; Pij (x,0)u;. Denotar por Zx el anillo de operadores diferenciales cuyos coeficientes
son holomorfos. Entonces

P % — D%,
(QIa---7Qm) — (P17---7pn>7

donde p; =}, ¢;Pi;, es un homomorfismo por izquierda Dx-lineal. Si denotamos por .# el cokernel
de P, entonces .# es un Dx-mdédulo por izquierda y Homg, (A4 ,Ox) es el kernel de P : O% — O
y por tanto el conjunto solucién de Pu = 0 depende sélo de .Z .

Por esta razon se dice que un sistema de ecuaciones diferenciales es un Zx-médulo por la izquier-

da.

2.2. Operadores diferenciales. Sea (z1,...,z,) un sistema de coordenadas locales de X. Un
operador diferencial P puede ser escrito en la forma

P(z,0)= Y aa(a)d”, (2)
aeNn

donde 9% = 031...09", |a| = a1 + ... + a, y cada aq(r) es una funcién holomorfa. Para j € N
denotamos por

pj(x,€) = Y aa(z)&
o=

donde &% = &5 y el conjunto {p;(x,&)}; se denomina el simbolo total de P. El entero més
grande m tal que p,, # 0 es llamado el orden de P y p,, corresponde al simbolo principal de P,
denotado por o(P). Escribiremos en algunas ocasiones P =}, p;(z,0).

lp < es el haz de funciones holomorfas en X.
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2.2.1. El operador diferencial y su relacion con el fibrado cotangente. Sea M una variedad real
analitica y X su complexificacién como variedad n—dimensional.

Ejemplo 1. Considerar M = R"” — X = C".
Denotamos por T*X el fibrado cotangente de X y el sistema de coordenadas asociado por

(2,8) = (21, ey Tny 1y oo &)

Sea P un operador diferencial en X. Cuando o(P)(x,&) # 0 para (z,£) € R" x (R™\ {0}), decimos
que P es un operador diferencial eliptico.

Observacion 2. Si consideramos o (P) como una funcién en 7% X, ésta no depende de la eleccién de
coordenadas locales (1, ..., Tp).

Antes de enunciar el resultado que nos permitird establecer cémo se relacionan Py T*X, re-
querimos construir un espacio de funciones generalizadas, conocidas como hiperfunciones. Primero,
sea {2 es un intervalo abierto de R y V una vecindad abierta de €2 en el plano complejo C tal que
V N R = Q. El espacio de hiperfunciones %(f2) viene dado por

B =0V \Q)/OV).

Es decir, una hiperfuncién en Q es una funcién holomorfa en V' \ Q, y que se considera 0 si se
extiende a todo V. Se puede ver que la definicién de este espacio sélo depende de €2 y no de V. Més
aun, la correspondencia I — Z(I) donde I es un abierto de 2 define un haz blando en €.

Ejemplo 3. Informalmente la delta de Dirac en 0 es el valor frontera de %1 /z. En efecto, si ¢ es

continua en R se tiene
1
o) = 1im o [ ( GG ) dr,
e—0t 211 Jp \x —ie x+ i€

y podemos escribir formalmente

1 1 1
&m_2m<x—w_x+m>‘

Eso quiere decir que toda distribuciéon u con soporte compacto K C R es el valor frontera de la

funcién u * (ﬁl / z) holomorfa en C\ K y que toda distribucién en R es el valor frontera de una
funcién holomorfa en C\R. Sin embargo, existe una funcién holomorfa en C\ {0} que no tiene valor

frontera como distribucién, tal como exp(1/z) en C\ {0}.

Con la idea anterior en mente, a pesar de que no es posible definir las hiperfunciones para el caso
general de la misma forma, utilizando cohomologia local, Mikio Sato defini6 el haz %) como

By = Hy(Ox) @ oryy,
luego de probar que los grupos H ﬂd(ﬁ x) son 0 para j # n, donde orys es el haz orientacién en M.
Por otro lado, el haz de funciones reales analiticas se define por
oy =Cuy ® Ox.

Por ultimo, es de importancia mencionar que el haz de distribuciones Zb esta contenido en el haz
de hiperfunciones 4.

Proposicién 4. Siu es una hiperfuncion (o distribucion) en M y Pu es real analitica, entonces u
es real analitica. Mas precisamente, P : By /oy — B/ (resp. P Doy ] I — Do/ )
es un isomorfismo de haces.
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Este resultado sugiere que si o(P)(x, &) # 0, es posible considerar la inversa P~! en algtin sentido
y puesto que (x,€) es un punto en el fibrado cotangente, P~! se alcanza en fibrado cotangente.

De hecho, como veremos luego, podemos construir un haz de anilos &x en T*X tal que Zx C
T«&x, donde mx es la proyeccién candnica T*X — X. Més ain, si P € Px es eliptico en (z,§) €
T*X, entonces P~! existe como seccién de &x en una vecindad de (z, &).

2.2.2.  Algebra de operadores diferenciales. Sea Q = > qj(x,0) otro operador diferencial. Si S =
P+ @y R = PQ, entonces los simbolos totales respectivos {s;} y {r;} son

sj =p;j +4j (3)
]' O (6%
=y —(9%€p;) (97 ar) (4)
l=j+k—|a|
|| EN™

donde ¢ = Og!'...0¢" y O = 9g}...05r.
El simbolo total {p;(x,&)} de un operador diferencial P se comporta de la siguiente forma bajo
transformaciones de coordenadas. Sean (x1,...,2,) vy (Z1, ..., Zy) dos sistemas de coordenadas en X,

v sean (€1, &) ¥ (&1, &)
~ 0%
&= 6y,
J

es decir, (1,...,2n,&1,..,&n) ¥ (%1,...,§n,gl,...,gn) son los sistemas de coordenadas del fibrado

cotangente T*X. Si {pr(7,£)} es el simbolo total de P en el sistema de coordenadas (71, ..., Tp),
entonces

SR 1 = i T Ao~
BT = D (608D (6 O T (. €), (5)
UV, 5.0y Oy
donde los indices corren sobre j € Z, v € N, ay,...,a, € N" tal que |aq],...,|a| > 2y k =
Jj+v—|aa| — ... = |ay|. Para § € N" la expresién <§,3§§) denota }, £;0°%;.

2.3. Operadores microdiferenciales. El simbolo total {p;(z,£)} de un operador diferencial es
un polinomio en la variable {. Definiremos operadores microdiferenciales bajo el supuesto de que p;
es holomorfa en &. Para A € C sea Op-x(\) el haz de funciones holomorfas de grado A en 7% X, es
decir, funciones holomorfas en f(x,§) satisfaciendo

J

Definicién 5. Para A € C definimos el haz de operadores microdiferenciales &x(\) en T* X tal que
Qr— {(pa—j(2,6))jen : pr—j € T(Q, Opx (X — 7)) v satisface (6 }
donde se tiene la condicién de crecimiento
para todo compacto K C €, existe Cx > 0 tal que s111(p Ipa—j] < CI_(jj!, Vi > 0. (6)
Observacion 6. La condicion de crecimiento @ asegura una buena convergencia del operador mi-
crodiferencial asociado al simbolo.
Se tienen las siguientes propiedades para el haz &x ().

Proposicién 7. 1. &x(A) contiene Ex (A —m) como un subhaz para m € N.
2. Pegando las secciones de manera adecuada utilizando la regla de cambio de coordenadas (|9)),
&x(N\) es un haz definido globalmente en T*X.
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3. A partir de (3), &x () es un haz de C—espacios vectoriales en T*X.
4. A partir de (4)), podemos definir un homorfismo producto

(gdx()\) RQc gx(/i) — éax(A—f—M).

Dicho producto es asociativo.
5. En particular, Ex(0) y Ex = U, ez Ex(m) son haces de anillos (no conmutativos) con unidad
en T*X. La unidad es dada por el simbolo (p;j(x,€)) con pj =1 para j =0 y p; = 0 para

J#0.
Definimos el homomorfismo
o) - éaX()\) — ﬁT*X()\)
(PA-j) = b
Entonces o) es un homomorfismo bien definido en 7% X (es decir, compatible con transformaciones
de coordenadas) y se tiene la sucesién exacta
0— (a(dx(/\ — 1) — @ﬁx(/\) U—A> ﬁT*X()\) — 0.
Ahora tenemos la siguiente proposicién, que nos dice que el anillo & es un tipo de localizacién de

Dx.

Proposicién 8. 1. Para P € &(\) y Q € &(p) se tiene ox4,(PQ) = oA (P)ou(Q).
2. 81 P € &\ satisface ox(P)(q) # 0 en q € T*X, entonces existe Q € &(—N) tal que
PQ=QP=1.

Observacion 9. En efecto, el segundo inciso de la proposicién anterior nos indica que las secciones
elipticas tienen inversa.

Las relaciones entre & y Zx se resumen en el siguiente teorema.

Proposicién 10. 1. &x contiene w1 Px como subanillo y es plano sobre 7~ Px.
2. &x 5 X ~ Px donde T X es la seccion nula de T X.
3. Para un P9x-mddulo coherente .4 , la variedad caracteristica de .4 coincide con el soporte
de
Ex ® 71';(1///.
7r;(19X

2.8.1. Propiedades algebraicas de &. El anillo & de operadores microdiferenciales tiene buenas pro-
piedades algebraicas, similares a las del anillo de funciones holomorfas. A continuacién recordamos
un par de propiedades.

Definicion 11. Sea &/ un haz de anillos sobre un espacio topoldgico S.

1. Un &/-médulo .# se dice de tipo finito (resp. presentacion finita) si para cada x € X existe
una vecindad abierta U y una sucesién exacta &/P|y — |y — 0 (g — APy — M|y —
0).

2. . se dice seudo-coherente si para cada submddulo de tipo finito definido sobre un abierto
es de presentacion finita. Si .# es seudo-coherente y de tipo finito, entonces .#Z es coherente.

3. M se dice Noetheriano si

s ./ es coherente.

s Para cada z € X, 4, es un o7, —mébdulo Noetheriano.

» Para cada abierto U, toda sucesién creciente de submdédulos coherentes (o |y) de A |y
es localmente estacionario.

Teorema 12. Sea “I*X el complemento de la seccion nula en T*X.
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Ex y Ex(0) son anillo Noetherianos en T*X.

&Ex es plano sobre 7 Px.

Ex (N)|er=x es Noetheriano &x (0)|er+ x -mddulo.

Para p € T*X, £x(0), es un anillo local con cuerpo residual C.
Un &x-mddulo coherente es seudo-coherente sobre &x(0).

Crds Lo o

2.8.2. Referencias. Mayores detalles sobre las propiedades de los operadores microdiferenciales
desde la teoria de haces, ademés de [3] y las referencias que ahi se encuentran, nos referimos también
a Bjork [4].

2.4. Estructura simpléctica del fibrado cotangente. Debido a que el anillo &x es no conmu-
tativo, existen fenémenos que no se tienen en anillos conmutativos, tales como el anillo de funciones
holomorfas. Estos fendmenos estan relacionados con la estructura simpléctica del fibrado cotangente.

2.4.1. Geometria simpléctica de una variedad. Sea M una variedad n—dimensional. Una 1-forma
candnica en T*M es una seccién o € C°(T*M; T*(T*M)) definida por

Q(z,8) (U) = E(W*U)g (33, §) c T*M, v E T(Lg)(T*M),
donde 7 : T*M — M es la proyeccion. La forma candnica simpléctica en T*M es
w:=da € COO(T*M;A2(T*M)),

En coordenadas locales x € R™ y las correspondientes coordenadas & € R™ sobre las fibras de
T*M, se tiene m, ( >k 0z, + bkﬁgk) = > 1 @Oy, POI tanto

a=> &Gdrg, w=>» d& A dxy.
k=1 k=1

Esta tultima es una 2—forma no degenerada: v € T(T*M) — v F w = w(v,—) € T*(T*M) es un
isomorfismo e identifica tanto campos vectoriales como 1—formas en T*M a través de

Z akaxk + bkagk L) Z bkaxk - akafk.
k k

Definicién 13. Sea p € C>®(T*M). El Hamiltoniano de p es el tnico campo vectorial H, €
C®(T*M;T(T*M)) tal que

H,F w=dp.
El corchete de Poisson de los campos f,g € C*°(T*M) se define por
{f,g}:=Hspg=—H,f.

En coordenadas locales se ve que

n

Hy = (95.f) 00y — (D )y

k=1

2.4.2. Operadores microdiferenciales y estructura simpléctica. Como habiamos mencionado an-
teriormente, hay una estrecha relacién entre el anillo de operadores diferenciales y la estructura
simpléctica de una variedad. El primer resultado que muestra una relacién entre ambos es el si-
guiente.

Proposicién 14. Sean P € &()\), Q € &(u) y su conmutador [P, Q] € &N+ p— 1). Entonces
Oxp—1 ([P Q) = {oa(P), 0,(Q)}-

Un conjunto analitico V- C T*X se dice involutivo si f|y = g|ly = 0 implica {f, g}y = 0. El
siguiente teorema exhibe un fenémeno que no tiene su analogo en el caso conmutativo.
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Teorema 15. Sea .# un &x-mddulo coherente definido sobre un abierto Q C “T*X y sea L
un Ex(0)|q-mddulo que es la union de &x(0)—mddulos coherentes. Entonces V.= {p €

Z no es coherente sobre &x(0) para ninguna vecindad de p} es un subconjunto analitico involuti-
vo de €.

Corolario 16. Para todo & —mddulo coherente A , supp A es involutivo.

Dado que todo subconjunto involutivo tiene codimension menor o igual a la dimensién de X, se
obtiene el siguiente corolario.

Corolario 17. El soporte de un &x-mddulo coherente tiene dimension menor o igual a la dimension
de X.

Notablemente este tltimo corolario implica el siguiente resultado cohomolégico.
Teorema 18. Para todo p € T*X, &xp tiene dimension cohomoldgica global dim(X).

Un subconjunto analitico A C T*X se dice Lagrangiano si A es involutivo y tiene la misma
dimension que X. Un &x —mddulo coherente se dice holondmico si su soporte es Lagrangiano.

Observacion 19. Es posible también establecer una relacion entre la estructura simpléctica de 7% X
y operadores microdiferenciales a través de lo que se conoce como transformaciones cuantizadas.
No ahondaremos en ello.

2.4.8.  Motivacion fisica: mecdnica analitica. Un sistema de particulas puede ser descrito utilizando
coordenadas generalizadas (i.e. posicién, velocidad) y su Lagrangiano £. Es posible estudiar el mismo
sistema pero sobre el espacio de fase (i.e. en el fibrado cotangente) con coordenadas candnicas
(i.e. posicién, momentum) a través del Hamiltoniano H, donde las coordenadas generalizadas y
las coordenadas candnicas se relacionan a través de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi. En vista
del Teorema de Noether, uno de los objetivos es buscar las cantidades conservadas del sistema,
las cuales se pueden obtener a través de las ecuaciones de Euler-Lagrange satisfechas por L. Sin
embargo, en muchas ocasiones es mas facil obtener dichas cantidades conservadas a través de las
ecuaciones de Hamilton satisfechas por H. Una observacién importante, es que, como era de esperar,
las formulaciones Lagrangiana y Hamiltoniana de la mecénica son equivalentes (y no unicas).

La formulaciéon Hamiltoniana de la mecanica es generalizada por la geometria simpléctica, que
como ha quedado en evidencia, estd en estrecha relaciéon con el estudio de ecuaciones diferenciales
parciales a través del andlisis microlocal. No es de extranar que muchos de los conceptos definidos
anteriormente tengan su andlogo en la mecanica analitica. Del mismo modo, dicha generalizacion
es de importancia pues esta idea puede ser aplicada a otras areas de la fisica, tales como fisica de
particulas, mecénica cudntica, termodinamica, etc. Una referencia sobre geometria simpléctica y
dindmica Hamiltoniana es Hofer & Zehnder [9].

3. PROPIEDADES MICROLOCALES DE LAS DISTRIBUCIONES

Una de las principales aplicaciones de la idea de microlocalidad en el contexto de ecuaciones dife-
renciales parciales es poder estudiar las singularidades de las soluciones. Sin embargo, dependiendo
del problema bajo estudio, el referirnos a un punto singular puede tener més de un significado. En
el contexto general de distribuciones, la siguiente definiciéon es la mas natural.

Definicién 20. Un punto zp es un punto no singular de la distribucién u si existe p € C3°(R") tal
que p(zg) # 0y pu € C°(R"™). El conjunto de puntos singulares de una distribucién u se conoce
como soporte singular de u y se denota por sing supp(u).

Observacion 21. El soporte singular es un conjunto cerrado e invariante bajo difeomorfismos, luego
se puede extender dicha definicién a distribuciones sobre variedades diferenciales.
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Como es usual denotamos por D’(R") el espacio de distribuciones y por &'(R") el espacio de
distribuciones a soporte compacto. Por otro lado, para una variedad X denotamos por T*X el
fibrado cotangente y por 7% X \ 0 el mismo espacio, pero con la seccién nula removida. A continuacién
introducimos el concepto fundamental del anélisis microlocal para distribuciones: el frente de onda.

Definicién 22. Un punto (x,&p) € T*(R™) \ 0 no pertenece al frente de onda de una distribucién
u € D'(R™) si existe una funcién ¢(zg) # 0y un cono I' C R™ con vértice en el origen, que contiene
en su interior el rayo {£ : & = t&}+>0, de modo que se satisface

Pu(e)l < Cn(L+ )™, VEeT, YN eN.
El frente de onda de una distribucién u se denota por WF (u).

Ejemplo 23. Si la distribucién v es una onda plana, es decir, u(z) = g(a - ), con a un vector no
nulo y g € D'(R), entonces toda direccién &y no colineal con «, es no singular para u. Es decir WF (u)
s6lo puede contener puntos (xg,&p) tales que {y = tav con ¢ € R no nulo y « - g € sing supp(g).

3.1. Localizacién del frente de onda. Se pueden establecer las siguientes propiedades del
frente de onda.

1. Siu e D'(R") y ¢ € C5°(R™), entonces
WF(pu) C WF (u).
2. Sim:T*(R™) — R" es la proyeccién natural, entonces TWF(u) = sing supp(u) para cada
u € D'(R™).
3.2. Frente de ondas y operaciones en distribuciones.

3.2.1. Frente de onda de la solucion de una EDP. Dado un operador diferencial P con coeficientes
regulares, se define el conjunto caracteristico de P como

char(P) = {(z,§) € T*(R") \ 0 : 0(P)(x,§) = 0},
donde o(P) es el simbolo principal de P.
Ejemplo 24. Sobre R""! = R; x R?, con variables canénicas n € R, ¢ € R" el operador de ondas

O = 97 — A tiene como sfmbolo caracteristico o(0J)(n, ¢) = n* — ¢2. Luego su conjunto caracteristico
viene dado por el doble cono

char(0) = {(t,z,7,¢) € R x R 0p? — (2 = 0, (1,€) # (0,0)}.

A continuacién se establece el primer resultado en lineas de caracterizar el frente de ondas de la
solucién de una ecuacién diferencial parcial.

Teorema 25. Sea u € D'(R™) y P(xz,0) un operador diferencial con coeficientes requlares. Sea
P(z,0)u= f € C*(R"). Entonces
WF (u) C char(P).
En el caso general, se verifica que
WF(u) C WF(Pu) U char(P).
Por otro lado

1. Si p es un operador eliptico, es decir, char(P) = () entonces WF (Pu) = WF (u).
2. Un operador p se dice hipoeliptico si sing supp(u) C sing supp(Pu). Si WF(u) € WF(Pu)
para cada u € £'(X), el operador P se dice microlocalmente hipoeliptico.
A pesar de se ahondard un poco més sobre la propagacién de singularidades de soluciones de
ecuaciones diferenciales, notablemente se tiene el siguiente resultado de regularidad.
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Teorema 26. Suponer que u € D'(R" ) y sea P(t,x,0;,0;) = f € C°(R"™) cont € R, x € R™.
Si el plano t = 0 no es caracteristico, es decir, si P(0,xz,1,0) # 0, entonces las trazas Ofu(0, ) €
D'(R™) estd definidas para todo k > 0. Mds ain,

u € C°(R; D' (R™)).
3.2.2.  Frente de ondas y Operadores Integrales. Sean € y €3 dos dominios contenidos en R™

y R™ respectivamente. Sea A : D(£22) — D(21) un operador lineal con kernel (de Schwartz)
K € D'( x Q). Considere los conjuntos

M = {(.%',f) : Jdy € Qo (.’L',y,f,O) € WFUC)}? (7)
My = {(y,n) : Fw € M1, (x,y,0, —n) € WF(K)}. (8)

Teorema 27. Suponer que K € D'( x Q2), u € E'(Q2) con My =0 y Mo NWF(u) = 0. Entonces
la distribucion

Au(z) = / K (., y)uly)dy € D'()

esta bien definida y
WE(Au) C {(2,€) : 3(y,m), (z,y,&, —n) € WF(K), (y,n) € WF(u)}.

3.3. Operadores pseudo-diferenciales. Un operador pseudo-diferencial se puede ver como la
generalizacion del operador diferencial definido en . Decimos que A es un operador pseudo-
diferencial si es de la forma

Au(z) = (2m)" / (e, €)a(€) ™ e,

donde u € CP(R") y u(€) = [u(y)e?Sdy es su transformada de Fourier. La funcién a se llama
simbolo de A y se asume que

0802a(z,€)| < Cap(1+ €)™, Va, 8 € 21,

donde C,, g puede depender del compacto K donde estd contenido x.

La importancia de introducir este tipo de operadores, radica en que es usual trabajar con opera-
dores integrales singulares al estudiar, por ejemplo, soluciones de ecuaciones diferenciales parciales.
Los operadores pseudo-diferenciales proveen un marco general para tratar con dichos casos.

Observacion 28. Aspectos naturales tales como el dlgebra de operadores pseudo-diferenciales, con-
tinuidad, etc., no serdn tratados en este documento.

3.8.1.  Pseudo-localidad y Microlocalidad. Es un hecho conocido que los operadores diferenciales
son los tnicos operadores lineales locales que actuan desde C§°(R™) hacia D'(R™), es decir, que
satisfacen supp(Pu) C supp(u) para toda u € C§°(R™). Los operadores pseudo-diferenciales poseen
una propiedad ain mas débil llamada pseudo-localidad, es decir,

sing supp(Au) C sing supp(u),
asi como la propiedad de microlocalidad, es decir,
WF(Au) C WF(u).

El frente de ondas de una distribucién u puede ser definida por medio de operadores pseudo-
diferenciales como sigue: para una distribucién u con soporte compacto en R™, un punto (zg, &) no
pertenece a WF (u) si y solo si existe un operador pseudo-diferencial .4 con simbolo principal a(z, §)
tal que a(zo,&) # 0y Au € C°(R").
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3.4. Propagacién de singularidades. Una de las primeras aplicaciones en las que el andlisis
microlocal ha sido de amplia utilidad, es en el estudio de la regularidad y solubilidad de ecuaciones
diferenciales parciales.

3.4.1.  Regularidad microlocal. A continuacién haremos mas precisos algunas propiedades del frente
de ondas con la ayuda de los espacios de Sobolev.

Definicién 29. Una distribucién u € D'(Q) pertenece al espacio H*(z9,&) con s € Ry (xg,&) €
T*Q\ 0, si u = uy + ug donde

uy € H*(Q) y (z0,&0) & WF (us).
El conjunto de puntos (z,§) € T*Q \ 0 donde u no pertenence a H® se denota por WF?(u).

Observacion 30. Ciertamente se puede reemplazar el espacio H® por otros espacios, tales como C¥,
Ck2 etc. Sin embargo, para estudiar ecuaciones diferenciales es natural utilizar espacios de Sobolev.

Los siguientes resultados establecen relacién entre propiedades del frente de onda de una distri-
bucién y su imagen bajo un operador pseudo-diferencial.

Proposicién 31. Sea A un operador pseudo-diferencial de orden m y u € E'(Q) tal que u €
H*(x0,&) donde (z9,&) € T*Q\ 0. Entonces Au € H*""(x0,&).

Proposicién 32. Siu € H*(xg,&) para todo (x9,&0) € T*Q\ 0, entonces u € Hj (£2).

Proposicién 33. Si (zg,&)) € WF(u) entonces eziste s tal que (xo,&p) € WFqye(u) pero (xo,&) &
WF,_.(u) para cada € > 0.

Gran parte de los resultados existentes para WF(u) son también validos para WF*(u).

3.4.2.  Regularidad de soluciones en un punto no caracteristico. Sea u € &£'(Q) y la ecuacién
P(x,0)u = f donde P es un operador pseudo-diferencial de orden m.

Teorema 34. Si (x9,8) € T*Q\ 0, po(xo,&) #0 y f € H*(wo,%), entonces u € H ™ (xq,&).

El resultado anterior establece una conexién entre la regularidad del lado derecho de la ecuacion y
su solucion. Este tipo de resultados es natural, por ejemplo, para el caso de operadores elipticos. Sin
embargo, en este caso el resultado es establecido a través del estudio local del fibrado cotangente,
que ciertamente es el objetivo del andlisis microlocal. En esta linea, se tienen los siguientes dos
corolarios.

Corolario 35. Si Pu = f, entonces
WEF?(u) C char(P) U WF*~™(f).
Corolario 36. Si P es un operador eliptico, entonces
WEF?(u) = WE*™™(Pu).

3.4.8.  Solubilidad de ecuaciones de tipo principal real. Un operador P(z,0) de orden m es de tipo
principal real si su simbolo principal o(P) es real valuado y la forma do(P)(x,£) no es proporcional
a la forma &dzx.

Ejemplo 37. El operador P(z,0) = 0; es un operador no-eliptico de tipo real principal.

Las curvas bicaracteristicas de P corresponden a las curvas integrales del sistema
dz;
— = 0g;po(x(1),£(1)),
&, . )
E = _8:(ij0($(t)a€(t))7 J = 17 ey 1

Il
e

tales que po(x(t),£(t))
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Primero consideremos la siguiente condicién técnica:

(B) Sea K CC ) compacto. Cada bicaracteristica nula que pasa por (x,£) con z € K y £ # 0,
contiene puntos cuya proyeccion sobre {2 se encuentran fuera de K.

A continuacién enunciamos un Teorema obtenido por Duistermaat y Hormander, que establece la
solubilidad semiglobal, i.e. solubilidad en cada compacto, de la ecuacion tipo de estudio Pu = f.

Teorema 38. Sea P un operador pseudo-diferencial de orden m, con simbolo principal py en un
dominio Q@ C R™ y sea K CC Q. Asumir que se tiene la condicion (B). Entonces el conjunto

N(K) ={p e C5°(K) : P =0}

tiene dimension finita. Si f € H*(Q) y [ fode = 0 para todo ¢ € N(K), entonces existe una
funcion u € HT™Y(Q) satisfaciendo la ecuacion Pu = f en K, que satisface la estimativa

[ulls4+m—-1 < C|| fls,
donde la constante C no depende de f.

Observacion 39. Del mismo modo, existen resultados en relacion a la solubilidad local de la ecuacién
Pu = f.

Uno de los ingredientes de la demostracién del resultado anterior, corresponde al siguiente resul-
tado.

Teorema 40. Siu € D'(2), I es una parte coneza de la bicaracteristica y INWF*(Pu) = (), donde

P es un operador pseudo-diferencial de tipo real principal de orden m, entonces I C WF5+m_1(u)
o INWEFsT™=1(y) = .

El teorema anterior nos dice que en el complemento de WF*(Pu), el conjunto WF**™~1(y) es
invariante bajo traslaciones a lo largo de las trayectorias del sistema Hamiltoniano @

Observacion 41. Nuevamente se ve como ciertos conceptos conocidos de fisica tienen lugar en tépicos
relativos al andlisis microlocal.

4. MICROLOCALIZACION: UNA MIRADA CATEGORICA

4.1. Especializacién. Sea k un anillo Noetheriano y M una variedad real de dimension n. Sea
V' — M un fibrado vectorial real. Identificamos M con la seccién nula de V. Para Z C V denotamos
por Z% la imagen de Z bajo el mapeo antipodal (z;v) +— (x;—v). Diremos que Z es cénico si es
invariante por la accién de R™ en V.

Sea. X una variedad real y denotar por ¢ : M — X la inclusién natural de una subvariedad
cerrada M. Denotar por 7ps : ThyX — M el fibrado normal de M en X definido por la sucesion
exacta

0—>TM > MxxTX —TyX —0.

Si . es un haz en X, su restriccién .#|p; se puede interpretar como un objeto global, como la
imagen directa bajo 17 del haz cénicoﬂ vyF en Ty X, el cual se conoce como especializacion de
F alo largo de M. Intuitivamente, Th; X/R™ es el conjunto de rayos emitidos desde M en X y el
germen de vy F' en el vector normal (z;v) € Ths X es el germen de x de la restriccién de .# a lo
largo del rayo v.

2Localmente constante en la érbita de la accién de R™T.
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4.1.1.  Cono normal de Whitney. El siguiente diagrama conmutativo de variedades se conoce co-
noce como la deformacion normal de X a lo largo de M

Ty X X <20

Mo bA

MC— > X

En dicho diagrama t : X — R, Q = ¢t~ 4(R%) y T,y X ~ t71(0). Eligiendo un sistema de
coordenadas (z1,x2) en X tal que M = {z1 = 0}, se tiene que Xy=XxR, t: Xy —»Resla
proyeccion p(z1, zo,t) = (tz1, z2).

Sea S C X un conjunto localmente cerrado. El cono normal de Whitney corresponde al cono
cerrado Cyr(S) C Th X dado por

Cu(S) =p 1 (S)NTuX. (10)
Ejemplo 42. Si M = {x(}, entonces Cy,(S) corresponde al cono tangente a S.
4.1.2.  Functor de especializacion. En analogia a , el functor de especializacién
var : DU(kx) — D°(kp,, x)
es dado porﬂ
v F = s 'Rj.pLZ.
Como vy ¥ € Db(k:TMX), se tiene que v);.# es un haz R —cénico.

Observacion 43. SiV C Ty X es un cono abierto, una seccién de vy;.# es dado por una seccién en
Z en un conjunto abierto (pequeno) U de X, en el cual, en algtin sentido es tangente a V' cerca de
M.

4.2. Transformada de Fourier-Sato. La transformada de Fourier-Sato corresponde a una
transformada integral en el lenguaje de las seis operaciones de Grothendieck para haces. De algin
modo esta transformada recupera una idea fundamental de la transformada de Fourier, como isomor-
fismo entre espacios de funciones (generalizadas), pero en este caso, estableciendo una equivalencia
entre las categorias subyacentes.

Considere el cono

P={(z,y) €V xy V*:{(zx,y) <0}

Denotar la subcategoria de haces cénicos de D(ky) por Db, (kv ). La transformada de Fourier-Sato
de un haz cénico F' es dada por

F = Rpa(p; ' F) p.

Teorema 44. El functor ~ induce una equivalencia de categorias

™ Dhy (kv) = Dby (Ky).
4.3. Microlocalizacién. Denotamos por s : Ty X — X el fibrado conormal en M, dado por
la sucesién exacta de fibrado vectoriales sobre M

0—=>TyX > MxxT*X —-T*M — 0.

La microlocalizacién de .% a lo largo de M, denotada por ups. %, corresponde a la transformada de
Fourier-Sato de vy, %, por tanto es un objeto de D%J’“T&X)-

3En términos de las seis operaciones de Grothendieck y categorias derivadas.
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4.8.1.  Frente de ondas y microfunciones. Sea M una variedad real analitica de dimension n y sea
X la complexificaciéon de M. Primero observemos que se tienen los isomorfismos

MxxT*X ~CrT*M ~T*M @ /—1T*M,
de lo cual se deduce el isomorfismo
Ty X ~/—1T*M.

Se define el haz de microfunciones € en Ty, X como

G = H"(upr(Ox)) @ mtoryy.
Dicho haz es cénico en T, X y se tiene el isomorfismo natural

By = TaCr

Denotar por spec el mapeo natural

spec : D'(M, Br) = T(Try, Gur)-

Definicién 45. Se define el frente de onda WF(u) de una hiperfuncién v € Z(M) como el soporte
de spec(u).

Observacion 46. Puesto que el haz %), contiene el haz de distribuciones Zby, se obtiene el frente
de onda analitico para distribuciones.

Luego de que Mikio Sato definié el haz €3 y el frente de onda analitico para hiperfunciones,
Lars Hormander extendio el analisis al caso C°°, donde definié el frente de onda para distribuciones
utilizando la transformada de Fourier clasica, el cual fue estudiado en la seccién anterior.

4.4. Teoria microlocal de haces. La idea de microlocalizacion fue extendida por Kashiwara
y Schapira para el caso de haces. La idea base es que, dado un haz % y una variedad real M,
se le asocia su microsoporte psupp.# que es un cono cerrado en el fibrado cotangente T*M. El
microsoporte describe las codirecciones de no-propagacién de .#. Una de las importancias de el
microsoporte es que es involutivo en T*M, por lo cual esta teoria ha tenido varias aplicaciones en
geometria simpléctica.

5. CONCLUSION

Hemos discutido un par de puntos de vista en torno al analisis microlocal, no sélo desde un
punto de vista del andlisis, sino también de un algebraico. La creaciéon del andlisis microlocal se
debe a Mikio Sato entre los anos 1960 y 1970, en donde introdujo el haz de hiperfunciones y
desarrollé parte de la teoria en torno a este, pero no fue sino en los afos 1970 y 1971 que gran
parte de los resultados fueron establecidos [I] . Aqui Sato y sus colaboradores fueron capaces de
establecer el esquema general de estudio: en vez de estudiar ecuaciones diferenciales y sus soluciones
como hiperfunciones, estudiar la correspondiente ecuacién microdiferencial y sus soluciones como
microfunciones. Por otro lado, en 1971 Lars Hérmander introdujo el concepto de frente de onda de
el marco de las distribuciones para estudiar operadores integrales de Fourier [2]. Desde 1980 Masaki
Kashiwara y Pierre Schapira extendieron el andlisis microlocal a la teoria de haces [7], [g].

Desde su desarrollo, el andlisis microlocal ha tenido diversas aplicaciones, en diversas areas, de
la matemdtica desde la teoria de representaciones en algebra hasta topicos como teoria de control
en EDP. Para un compilado general de resultados sobre analisis microlocal analitico y algebraico,
referimos [10].
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