INTRODUCCION A LA TEORIA DE HODGE
SEBASTIAN FUENTES, MARIO PASTRANA Y ERNESTO TREUMUN
RESUMEN. En este articulo introduciremos el lenguaje necesario para el estudio de la teoria de

Hodge, ademaés de enunciar importantes teoremas de dicha teoria: El teorema de descomposicion
de Hodge y el teorema del isomorfismo de Hodge.
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El arte de hacer matematicas
consiste en encontrar ese caso
especial que contiene todos
los gérmenes de la
generalidad.

David Hilbert

1. INTRODUCCION

La teoria de Hodge busca, entre otras cosas, ser una herramienta para el estudio de EDP’s
definidas sobre variedades diferenciables. Particularmente, en este articulo estudiaremos el ope-
rador estrella de Hodge % definido en el espacio Q*(M) de las k—formas sobre una variedad sua-
ve, y veremos que es justamente el operador adjunto de una k—forma (entendiendo el operador
adjunto como la generalizacion natural del operador adjunto usual definido en andlisis funcio-
nal). Posteriormente, veremos importantes teoremas de la teoria de Hodge, como el Teorema de
descomposicion de Hodge y el Teorema de dualidad de Poincaré, enunciados justamente en un
lenguaje propio en funcién del operador , del operador derivada exterior d y de la cohomologia
de de Rham. Finalmente, mostraremos notables aplicaciones tanto a fisica, particularmente al
electromagnetismo, como a la teoria de ecuaciones diferenciales parciales.
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2. NOTACION

e Dado un espacio vectorial V', denotaremos por V* al dual algebraico de V, i.e., al conjunto
de formas lineales.

e En algunos ejemplos utilizaremos el convenio de suma de Einstein: Si es entendido en el
contexto el valor de n, escribimos

n
a; vt = E a;v', a;;v' v = E a;jv'u’, ete.
i=1 1<i,j<n

e Dado d € N, denotaremos por Sy al grupo simétrico de d elementos.
e Si es entendido en el contexto, k denotara el cuerpo R o C.

3. PRELIMINARES

3.1. Topicos sobre geometria diferencial. Comenzamos presentando la definicién fundamental
sobre la cual se trabajara.

Definicién 3.1 (Variedad diferenciable). Sea M un espacio topoldgico Hausdorff ITAN. Deci-
mos que M es una variedad topolégica de dimension n si para cada z € M existe una vecin-
dad abierta U de x homeomorfa a un abierto de R". El par (U, /), donde ¢y : U — @u(U) es el
homeomorfismo anterior, se conoce como carta. Decimos entonces que M es una C"-variedad
diferenciable si estd dotado de una estructura diferenciable, es decir, una coleccién de
cartas A = {(Uy, ¢a) }aea tales que

1. Los abiertos {Uy}rea cubren M, es decir, M = |J, U,.

2. Para todos (o, ) € Ax A la composicién pgo @ ! o, wanvs) @ Pa(UaNUs) = ¢5(UaNUg)
es de clase C".

3. La coleccién es maximal en el sentido de la propiedad 2., esto es, si (U,p) es tal que
wopy' prop ! son de clase C" para todo A € A, entonces (U, ¢) € A.

Si M es una variedad diferenciable de clase C*, se dira entonces que M es suave.

Un primer objeto que es de interés estudiar sobre variedades diferenciables son las funciones
etre ellas, las cuales se desea tengan cierta regularidad compatible con su estructura.

Definicién 3.2 (Funciones suaves). Sea M una variedad suave y sea f : M — R"™. Decimos
que f es suave si para cada p € M existe una carta (p,U) tal que fo ™! : p(U) — R" es
suave en el sentido real. Denotaremos por C*°(M) a las funciones suaves f : M — R.
Adicionalmente, si N es otra variedad suave, decimos que F' : M — N es suave si para cada
p € M existen cartas locales (¢, U) y (¢, V) talquepe Uy F(p) €V ypoFop ' :pU)—
(V') es suave. Denotaremos por C*°(M, N) al conjunto de funciones suaves f : M — N.

Observacién 3.3. Se puede probar que si f : M — N es suave, entonces 1) o f o o~ ! es suave
para cada carta ¢, 1. Es por ello que la definiciéon de funcién suave entre variedades generaliza
la definicién para funciones f : M — R”, pues basta tomar N = R" y ¢ = Idg» segin la
definicion anterior.

Dado que en R” se tienen sélidas intuiciones y definiciones formales acerca de los conceptos
de vectores y planos tangentes, es que deseamos exportar estas nociones a variedades méas
generales. El concepto de espacio tangente, cuya definicion se presenta a continuacién, viene a
generalizar dicho concepto y a sentar las bases de lo que se hard de aqui en adelante.
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Definicién 3.4 (Espacio tangente). Sea M una C*-variedad y p € M. Se define el espacio
tangente en p, denotado por T,M, como el conjunto de formas lineales v : C*(M) — R que
satisfacen la regla del producto, i.e., si para cada f,g € C°(M),

v(fg) = f(p)vg + g(p)vf.

Se puede probar que si M es una variedad suave de dimension n, entonces la dimension del
espacio tangente T,M es n para cualquier p € M.

Definicién 3.5. Si fijamos ¢ = (21, , x,,) coordenadas locales alrededor de p € M, podemos
definir la derivada en la direccion z; de f como
0
Oy [ = -,
J=5 (fev™)

la cual permite probar que
{al“m T 7axm}

forma una base para el espacio tangente en p.

Definicién 3.6 (Fibrado tangente). Dada una variedad suave M, se define el fibrado tangente

TM como
TM := HpeMTpM.
El fibrado tangente lleva consigo la proyeccion
m:TM — M, veTl,Mw— p,

Luego podemos considerar la topologia sobre T'M més pequena que hace a esta proyecciéon
continua. Una carta ¢ = (x1,...,x,) : U C M — R", induce una carta sobre T M

G (U) = R X R", v=2 0 0ul, = ((a), (v:):)

por lo tanto, T'M adquiere una estructura de variedad topolégica. Mas ain, podemos probar
que los cambios de cartas son suaves dotando asi a T'M de una estructura de variedad suave
de dimensién 2n.

Ya con la nocién de espacio tangente de una variedad, es natural preguntarse cémo definir
la derivada de una funciéon F' : M — N, esta tiene que ser una aproximacién lineal de F' entre
los espacios tangentes respectivos.

Definicién 3.7 (Derivada). Sean M, N variedades suaves y ' : M — N una funcién suave,
definimos la derivada de F" en p € M como la aplicacién lineal d,F" : T,M — Ty, N definida
como sigue: Dada una derivacién v € T,,M, definimos d,F(v) como la derivacién en F(p) € N
que actia sobre f € C*°(N) mediante

dpF'(0)(f) = v(f o F).

No es dificil verificar que lo anterior esta bien definido. La siguiente observacion permite
entender mejor la derivada d,F'.

Observacién 3.8. Si F': M — N es suave, y (Z1,...,%m) € (y1,...,Yn) son coordenadas
locales de p € M y F(p) € N respectivamente, entonces d,F en coordenadas locales estd dada
por la matriz

alel(p) aa:mFl(p)

0, F™(p) -+ 0p,, F"(p)
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donde F' es la i-ésima componente de F' respecto a las coordenadas locales (yi,...,¥m), €s
decir, F* :==y; 0 .

En el caso particular que F' sea una funcién suave F' : U C R® — V C R™, la expresién local
de dF}, coincide con la matriz jacobiana jacobiana.

Definicién 3.9 (Espacio cotangente). Definimos el espacio cotangente en p como
oM = (T,M)* =: L(T,M,R),

el cual tiene como base
{dxy,...,dzy},
donde {dx;}; corresponde a la base dual de {0,, };.

Definicién 3.10 (Fibrado cotangente). Similar a la definicién de fibrado tangente, se define el
fibrado cotangente como
M= [ ;M.
peEM

Aligual que T'M, se puede probar que 7™M tiene una estructura de variedad suave de dimension
2n.

Los nombres “fibrado tangente” y “fibrado cotangente” no son casuales, pues justamente
dichos objetos estan enmarcados dentro de una categoria llamada la categoria de fibrados
vectoriales. A continuacién se presentara la definicién de fibrado vectorial y mostraremos que
los fibrados anteriores son, efectivamente, fibrados vectoriales.

Definicién 3.11 (Fibrado vectorial). Sea M espacio topoldgico. Un fibrado vectorial de
rango r (real) sobre M es un espacio topolégico E junto con una proyeccién continua sobre-
yectiva 7 : F2 — M verificando las siguientes condiciones:

1. Para todo p € M la fibra E, := 7~ !(p) es un espacio vectorial de dimensién 7.
2. Para todo p € M existe una vecindad abierta U de p y un homeomorfismo 6 : 7= (U) —
U x R" llamado trivializacion tal que
= 7y oy = m donde 7wy : U X R™ — U es la proyeccion en la primera coordenada.
» para todo ¢ € U la aplicacién R” — FE,, v — 9{]1((], v) sea un isomorfismo de espacios
vectoriales.

En el caso que M, E sean variedades suaves, 7 y las trivializaciones sean difeomorfismos (i.e.,
biyecciones suaves de inversa suave), diremos que E es un fibrado vectorial suave.

La primera observacion clave es notar que el fibrado tangente es, en efecto, un fibrado vecto-
rial. Dada una variedad M de dimension n, su fibrado tangente T'M posee la proyeccién natural
m: TM — M y una topologia como se definen en 3.6. Notar que para cada p € M la fibra
corresponde al espacio vectorial 77!(p) = T,M de dimensién n. Ahora, dada una carta suave
(U, ¢) de M de coordenadas (z"), definimos el mapeo

Oy : 71 (U) — U x R", O (v'0yi) = (p, (v',...,0"))
El mapeo anterior resulta ser lineal en cada fibra y ademas la composicion
U)X U xR P o(U) x R®

corresponde al mapeo ¢ definido en 3.6, el cual es suave y por tanto 0y es suave. Se tiene
entonces que T'M define un fibrado vectorial de rango n sobre M. Utilizando ideas similares se
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puede probar que el fibrado cotangente es también un fibrado vectorial de rango n.

Definicién 3.12 (Seccién de un fibrado vectorial). Sea 7 : E — M un fibrado vectorial. Una
seccion de E corresponde a una aplicacion continua o : M — E de tal forma que moo = Idy,,
es decir, para cada p € M o(p) pertenece a la fibra £,. Si M es una variedad suave hablaremos
de secciones suaves de F.

Ejemplo 3.13 (Seccién cero). Sea m : E — M un fibrado vectorial, existe siempre una seccién
que podemos escoger trivialmente, llamada la seccion cero. Para cada p € M, definimos
s(p) = 0 € T,M como el elemento cero del espacio tangente respectivo. En particular, la
variedad M se puede identificar como la seccion cero del fibrado vectorial 7 : E — M.

Observacion 3.14. Dada una variedad suave M y un fibrado vectorial suave £ — M, deno-
tamos por ['(E) al C>*°(M)—mddulo de secciones suaves.

En lo que sigue recordamos el concepto de particién de la unidad, el cual tiene su origen
en el contexto de la topologia, y que se necesitara proximamente para desarrollar la teoria de
integracién sobre variedades.

Definicién 3.15. Sea X un espacio topoldgico.

1. Un recubrimiento de abiertos (U;);e; de X se dice localmente finito si para todo p € X,
se tiene que p ¢ U; salvo para finitos i € I.

2. Un recubrimiento de abiertos (V;),es se dice un refinamiento del recubimiento (U;);er si
para todo j € J, existe ¢ € I tal que V; C Uj;.

Definicién 3.16 (Particién de la unidad). Sea M una variedad suave y (U;);c; un recubrimiento
de abiertos. Una particién de la unidad sobre M subordinado a (U;);c; es una coleccién de
funciones suaves {f; : M — R};c; tal que

1. {supp f;}jes' es un refinamiento localmente finito de (U;);er.
2. fij(p) >0, paratodo je JypeM,
3. Zje, fi(p) =1, para todo p € M.

La propiedad ITAN que poseen las variedades permite probar el siguiente teorema.

Teorema 3.17. Sea M una variedad suave y (U;);e; un recubrimiento de abiertos. Luego
existe una particién de la unidad numerable sobre M subordinado a (U;);c;. Mas atn, si I es
numerable, podemos asumir que J = I y que supp f; C V; para todo i € I.

Definicién 3.18 (Variedad riemanniana). Sea M una variedad suave n—dimensional. Defini-
mos el fibrado covariante de k-tensores como

T M = [ 7T M)
peEM

Una seccion del fibrado anterior se conocerda como un campo tensorial suave. Se define
entonces una métrica riemanniana como un campo 2—tensorial covariante suave (esto es,
una seccién de T?T*M) y simétrico (su valor en cada punto es un tensor simétrico) el cual es
definido positivo en cada punto.

1supp hace referencia a los puntos donde la funcién no se anula.
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La definicién anterior nos dice que, localmente (i.e., en una carta de coordenadas locales (z;))
una métrica riemmaniana ¢ se puede escribir como?

g = gijdx' ® da?
donde (g;;) es una matriz simétrica definida positiva cuyos coeficientes son funciones suaves. A
modo de aclaracion, se presenta el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.19 (métrica euclideana). La métrica euclideana g en R™ en las coordenadas estandar
se escribe como

g = 6;dx’da’
donde 6;; denota la funcion delta de Kronecker. Siv,w € T,R" se tiene que
gp(v,w) = dv'w! = v'w' = v-w
es el producto interno usual.
Teorema 3.20. Toda variedad suave admite una métrica Riemanniana.

Demostracion. Queremos definir una métrica sobre T'M. Usando la proyecciéon 7 del fibrado
tangente, para cada p € M podemos encontrar una vecindad abierta U, tal que 7= (U,,) = U, x
R". Podemos fdcilmente encontrar una métrica g, en 7 '(U,) inducida por el producto interno
de R™, definiendo

gp(u,v) == (u,v),nm, Vp € U

Consideremos ahora {U,, };e; cubrimiento abierto de M localmente finito. La particién de la
unidad nos da la existencia de funciones {1;};c; subordinadas a {U,,}. Un pequeno ejercicio

es verificar que
9= Z Vj9p;
J

es la métrica deseada. [ |

Lo anterior revela la importancia de contar con particiones de la unidad, pues nos permite
pegar suavemente resultados locales que tengamos en la variedad.

Del &lgebra lineal, se tiene que toda forma bilineal no degenerada V' x V' — R induce un
isomorfismo V' — V*. En particular, la métrica g de una variedad Riemanniana induce un
isomorfismo de fibrados vectoriales T'M = T*M el cual define naturalmente una métrica sobre
M.

Proposicién 3.21 (Métrica dual). Sea (M, g) una variedad de Riemann. Entonces existe una

unica métrica g* sobre el fibrado cotangente T* M tal que el isomorfismo inducido por la métrica
TM =T*M es una isometria sobre cada fibra.

3.2. Tépicos sobre dlgebra.

Definicién 3.22 (Algebra exterior). Sea T9V la d-ésima potencia tensorial de V y recor-
demos que el dlgebra tensorial de V estd dada por TV := @ ., T?V. Si tomamos el ideal
I =(@®@veuv®b) C TV, conab c TV y v € V, se define el dlgebra exterior de V,
denotada como AV, como la k-dlgebra AV := T'V/I. Adicionalmente, se define la d-ésima
potencia exterior de V como A’V := T9V/(I;), donde I, := I N TV.

Se puede probar que AV = @, /\d V', y en todo lo que sigue consideraremos dicha identifi-
cacion. En particular, el algebra exterior es un algebra graduada.

2Aqui utilizamos el convenio de suma de Einstein.
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Proposicién 3.23. Sea V un k-espacio vectorial. Entonces:
1. El producto exterior es anti-simétrico, esto es, para cada o € Sy se tiene

Vo) A oo A Uga) = €(0)01 A ... A g,
Particularmente, sia € NV y 8 € N\°V, entonces B Ao = (—=1)%a A S.
2. Se tiene que AltY(V) = (A V)*.
Ademds, si V' es de dimension finita, entonces:
1. Si(eq,...,en) es una base de V', entonces la coleccion (e;, A ..., Nei,)1<ii<. <ig<n TeSUlta
ser una base de N°V . Ademds, NV =0 sid>n, y si d < n, luego dimy(\* V) = ().
2. La aplicacion
ANV < NV =k
(fl FANPRAN fd, v1 N\ LA Ud) — det((fi(vj))lgid'gd
es bilineal y no degenerada. En particular, (ANV*) = A\ V*.
Otra de las propiedades méas importantes del producto exterior es que este producto se puede

ver dentro del espacio tensorial, propiedad que se utilizara bastante en de aqui en adelante.
Veamos explicitamente la identificacion:

Definicién 3.24 (Tensor anti-simétrico). Dado o € Sy grupo simétrico, y dado v, ® ... ® vg €
TV se define 6(v; @ ... ® vy) 1= Vo(1) @ ... ® Vp(qy- Dado T € TV, decimos que T es anti-
simétrico si 6(T) = &(o)T. Se denota por A4V C T9V al sub-espacio vectorial de tensores
anti-simétricos.

Proposicion 3.25. Eziste un isomorfismo canonico entre /\dV y AV mediante la aplicacion
AV S AlY
1 .
VI A o ANVg a Z £(0)a (1 ® ... ® vg).
ogESy
4. ALGEBRA EXTERIOR

Consideraremos durante esta seccion V' un espacio euclideano de dimensién n, esto es, un
espacio vectorial real de dimensién n dotado de una aplicacién (-,-) : V x V' — R bilineal

simétrica definida positiva, conocida como producto interno. Dado que /\d V=0sid>n,la
identificacién del dlgebra exterior introducida anteriormente se reduce a AV = @ ,<, AV

Proposiciéon 4.1. Los elementos en /\dV se pueden ver como d—formas multilineales alter-
nadas sobre V* mediante la identificacion natural 3.25 del producto exterior sobre el producto
tensorial T4V .

Demostracion. En efecto, denotemos W? := Hle W'y considere el mapeo

T:(V)'xVI=R
((f1s o fa)s (V1, -y va)) = det((fi(vi))r<ij<n

y observe que, para V = (vi,...,vq) € V? fijo, el mapeo T,(f1,..., fa) = T(f1,..., fa,v) es
multilineal alternado por propiedades del determinante, esto es, existe V' — Alt?(V*) dado por
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v — T,. Observando que dicho mapeo es d—multilineal y recordando la propiedad universal del
producto tensorial 79V, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

V ——— AltY(V*)

X
7
7
=
73

(V)

Para finalizar, se puede observar que el kernel de la aplicacién T4V — Alt(d) es justamente el
subespacio I generado por los tensores simples que tienen coordenadas repetidas (v@w v € [
por ejemplo). Asi, gracias al isomorfismo de Noether y la propiedad alternante del producto
exterior obtenemos el diagrama

1% ALt (V)
_T A
l -7 /
- = 3 /
T4(V*) e

TW/I = \'V = AV

donde A’V — AltY(V*) es inyectivo. No obstante, como ambos espacios tienen la misma
dimensién, se obtiene el isomorfismo deseado. [ |

Observacién 4.2. La identificacién A® V 2 AltY(V*) est4 explicitamente dada por
(Ul VANRPVAN vd)(fl; ceey fd) = det((fl('l}]))w)

Si consideramos fi A... A fg € /\d V*, la identificacién V** = V nos permite ver a fi A... A fy
como una aplicacion d—alternada en V' dada por

(iAo A fa) (v, va) = det((fi(vg))ig),
por lo que usaremos indistintamente esta identidad en lo que sigue.

Ahora bien, a partir de la estructura de V' dada por el producto interno, se induce de forma
natural un producto interno en AV como

(Vi Ao Avg, W AL A wg) = det((v), wy)) vj,w, €V
Si d # d' entonces se definen AV, /\dl V' como ortogonales.

5. EL OPERADOR ESTRELLA DE HODGE

., . 0 . . .. . .

Por construccion, se tiene que A"V = R, y no existe ambiguedad en distinguir el semi

. 0 . . ;. .

espacio Rt € A" V. En el caso del espacio A"V = R no existe una forma candnica de elegir
un semiespacio. Introducimos entonces la siguiente nocion.

Definicién 5.1 (Orientacién). Se define una orientacién del espacio euclideano V' como una
componente conexa de A" (V*)\ {0}. Denotaremos dicha componente por A™ V+.

Para aterrizar la definicién anterior, entederemos esta en términos de cambios de base. Dado
el conjunto de bases de V, se define la relacién de equivalencia B ~ B <= dety(H') > 0.
Se puede probar entonces que dicha relacién posee unicamente dos clases de equivalencia, las
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cuales nombraremos como orientaciones de V. Ahora, la observacién clave es notar que la
elecciéon de un w € A"(V*) determina una orientacién en V', pues si (e;) es una base de V
entonces para cualquier otra base (e}) de V

w(el, ... e) = det,(e)w(er, ... en)
por lo que det,,(e}) > 0 (i.e., estan correctamente orientadas) siy sélosiw(ey, ..., e,),w(el, ..., €))
poseen el mismo signo.

Recordemos que si (e;), (f;) es una base ortonormal de V', entonces es posible encontrar un
cambio de base ortogonal entre ellos. M4s atin, si V' esta orientado y elegimos una base ortogonal
(e;) € A" VT, entonces dicha base estd definida de forma tnica médulo un cambio de base
ortogonal de determinante 1.

Definicién 5.2 (Elemento de volumen). Dado el espacio euclideano orientado (V, (,), A" V™)
con base ortonormal (e;), se define el elemento de volumen como

dV:=e AN...Ne, € N"VT
Teorema 5.3 (Operador ). Sea (V. (,), \" V) espacio euclideano orientado de dimension n.
Entonces existe un unico isomorfismo lineal
*x: NV = AV
de tal forma que
ANV S AN, uA*v = (u,0)dV — Yu,ve \V,Vd
Demostracion. Consideremos en primer lugar la forma bilineal
ANV XAV S N'VER, (u,0) — (uAv)/dV
la cual resulta ser no degenerada. Dado que los conjuntos
(€ix Aoy Neiyi<inw.. <ig<n, (€iy A ooy Nei )1<iv<..<ip_a<n
son bases de AV, A"V respectivamente, para u € A°V,v € A" *V se tiene que
U= Z Uiy, igCir N -+ N €4y v = Z Ujisogn_aCin /N - NEG
1<i1<..<ig<n 1<j1 <o Cfn—a<n

Luego, por propiedades del producto exterior

UNV = Z Wiy, ig Ut jina €i1 VAN €i, A €, VANEAAN €

1<i1<...<ig<n
1<jii<..<Jjn—d<n

= Z urvjer A (&
1

= eI, J)up,dV
I

donde I = {iy,...,iq} denota los conjuntos de indices tales que 1 < i3 < ... < iy < n, I°
su complemento ordenado (en forma creciente) en {1,....,n}, e; = e;; A ... Ne;, v e(I,J)

la signatura de la permutacion (I,J). Siv = ) ,vse; € A*V (donde J = {ji,...,jq} con
1<j; <...<jqg<n) se define entonces

*U = Z e(J, J)ve e

J
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se verifica entonces

UKV = <Z u161> A (Z e(J, JC)UJQJC>

J

= Z&(J, JYurver A ege

1,J
= Z€(I,IC)UIU[€[ N eje
I

= (1,19 dV
I

= ZUI"UJCZV = (u,v)dV
I

Hemos probado asi la existencia de un operador x.
Supongamos a continuacién la existencia de un operador + el cual posee las mismas propiedades.
Entonces

wA (= F)0) = (,0) = (,0))dV =0 Vo
lo cual implica que x = «'. [ |

~ n—

. s . . . d
Observaciéon 5.4. Cabe recalcar que es natural la existencia del isomorfismo « : /\ — A
pues el producto exterior es functorial y las dimensiones de ambos espacios son (g) y (n" d),
las cuales coinciden.

A continuacion se listan algunas propiedades del operador .

Proposicién 5.5. Sea (V. (,), \" V) espacio euclideano orientado de dimensién n. Entonces
el operador x : NV — AV es una isometria, y ademds para todos u,v € N\'V,0<p <m se
verifica

Lo (1) =dV y*(dV) =1

2. x(e1 N Nep) =epr1 AL Ney

3. * % |/\PV = (_1)p(nfp) Id/\pv

4. (u,v) = *(v A *v)

6. COHOMOLOGIA DE DE RHAM

En esta seccién introduciremos un concepto clave: las p-formas.

Definicién 6.1 (p-formas). Sea M una variedad suave, T*M su fibrado cotangente. Definimos
el espacio vectorial de las p-formas como

(M) :=T(N"T*M)
el espacio vectorial de las secciones de la variedad suave

NTM =[] AT M

qeM

Notemos que la definicién anterior significa que localmente (i.e., en cada carta) una p-forma
w se escribe como

W = Z wjhm’jkdle VANPIIAN dl’jk

1<j1<...<jp<n
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donde wj, . j, son suaves.
Con la finalidad de introducir el complejo de de Rham, recordamos a continuacién las si-
guientes definiciones del algebra abstracta.

Recuerdo 6.2 (complejo, grupo de cohomologia). Sea {V*}icz una coleccién de espacios vec-
toriales reales. y {d' : V' — V™1} una coleccion de aplicaciones lineales. Un complejo corres-
ponde a una sucesion

. di71 . di .
U /el RN iGN VA

de tal forma que d" o d' = 0 para todo i € Z. Dicho complejo se denotard por (V*,d)
Se pueden entonces definir los grupos de cohomologia del complejo
: ker(d")
H'(V®) = ———
(V?) Im(di-1)
Definicién 6.3 (formas cerradas/exactas). Sea M una variedad suave, u € QP(M ) una p-forma.
Decimos que u es cerrada si du = 0, y que es exacta si existe v € QP~1(M) si dv = u.

Definicién 6.4 (complejo de de Rham). Sea M variedad suave. Se define su complejo de de
Rham como

0— QM) L Q' (M) L - L o (M) -5 QP(M) — 0
donde d : QP(M) — QPTL(M) denota el operador de derivada exterior dado por la siguiente

relacién: Si localmente en una carta (U1, ..., 2,) u = >, _, urdzy es una forma diferencial,

entonces
n

Ur
dw = —dx; Ndz;.
2 G ey Nl
J=1
Proposicién 6.5. El complejo de de Rham es efectivamente un complejo, esto es, d* = 0.

Demostracién. Para simplificar notacién probaremos el caso Q2°(M) 4 QY(M), pues la demos-
tracién es andloga para Q" (M) 4 Q (M) arbitrarios. Sea u € C*°(M) = Q°(M). Entonces

du dof Z %dxj

82

Asi, la anticonmutatividad del producto exterior y el teorema de Schwartz (valido también para
variedades suaves) nos permite afirmar que la ltima expresién es nula. [ |

Una interesante propiedad de la derivada exterior que serd tutil mas adelante es la siguiente.

Proposicién 6.6. Si o € QF(M) es una p-forma y 5 € QI(M) es una q-forma, entonces
dlaAp)=danpB+(—1)Pa Adp.
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Una definicién central de la teoria de Hodge corresponde a los grupos de cohomologia de de
Rham, pues uno de los principales teoremas que se presentaran dan informacién acerca de estos
objetos.

Definicién 6.7. Se define el i-ésimo grupo de cohomologia de de Rham como
HY (M) = ker(d : QP(M) — QP (M))  {p-formas cerradas en M}
R " Im(d: QY (M) — QP(M))  {p-formas exactas en M}

El hecho de que d? = 0 nos dice que toda forma exacta es cerrada. El resultado reciproco
dista mucho de ser cierto, pero el Lema de Poincaré (que se enuncia a continuacién) da un
resultado parcial acerca de esto.

Teorema 6.8 (Lema de Poincaré). Sea p > 0. Toda p-forma cerrada u sobre una variedad
suave M es localmente exacta, es decir, para todo q € M existe una vecindad abierta U de q
tal que v € QP (U) y u|y = dv.

7. ORIENTACION E INTEGRACION

Dada una variedad suave M de dimensién n, podemos incrustar M dentro de A\"(T};) como
la seccién cero, luego A" (T5;) \ M tiene a lo més dos componentes conexas.

Definicién 7.1 (Orientacién). Una variedad suave M de dimensién n se dice orientable si
N"(T5;) \ M tiene dos componentes conexas, y se dird no orientable en otro caso.

Si M es orientable, la eleccion de una componente de A"(T*M) \ M se dice una orientacion
de M.

Proposicién 7.2. Sea M una variedad suave de dimensién n. Luego, son equivalentes:

1. M es orientable.
2. Existe una coleccién de cartas locales {U?, (x¢,...,z%)} tales que

B
det (8% (x“)) >0, sobre U*NU”.
ij<n

o
Oz
3. Existe una n—forma de M que no se anula nunca.

La coleccion de cartas en el item 2 de la proposicion anterior se dice que preserva la orienta-
cion. Teniendo en cuenta la identificacion 4.2, podemos orientar M escogiendo la componente
conexa de A" (T%;)\ M contenida en los vectores 75 (dzi A. . . Adx,)(q) = (dxi A. . .Adxy,)(7a(q)),
donde 7, : U, — R" es una carta del atlas, ¢ € U, y dxy A --- A dx, es la orientacién candnica
de R™. De aqui en adelante, si M es orientable, le daremos la orientacién por el procedimiento
anterior.

En todo lo que sigue, consideraremos M una variedad orientable de dimensiéon n. Como ya
vimos, M posee particiones de la unidad, y gracias a esto podremos definir la integracion de
n—formas con soporte compacto definidas sobre M y que mas atn, verificaran el Teorema de
Stokes. Para ello, necesitamos introducir algunas definiciones previas:

Definicién 7.3 (Pullback de formas diferenciales). Sean M, N dos variedades suaves y F' :
M — N suave. Si w es una d—forma diferencial sobre N, definimos el pullback de w sobre F,
denotado como F*w, por la siguiente relacion:

(F*w)p(v1, .oy va) 1= wpp) (dFp(v1), ..., dF,(vq)).
En particular, F*w define una d—forma diferencial sobre M.
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Observacién 7.4. Siendo estrictamente formales, (F*w), estd definida sobre (T,,M)?, ie, como
una d-forma alternada sobre T),M, pero la observacién 4.2 nos permite ver a (F*w), como un
elemento en /\d(T »M). Ocurre un caso similar para la evaluacion en wg(y), pues la podemos ver
como una aplicacién d—alternada sobre Tr:)N.

Visto lo anterior, sea Q C R™ abiertoy w : © — A" (T*R") una n—forma de soporte compacto.
Entonces, w = fdx; A ... Adz, con f € C®(Q). Definimos la integral de la forma diferencial w

como
/w::/fdx,
Q Q

donde dz denota la medida de Lebesgue en R".

Proposicion 7.5. Sean 2,5 C R"™ son dos abiertos y G : 1 — o es un difeomorfismo,
entonces si w es una n—forma de soporte compacto sobre €y, se tiene que

G'w = :I:/ w,
Q1 Q2

donde la sequnda integral toma el signo positivo si G preserva la orientacion, y el negativo si
no lo hace.

Ahora bien, si w es una n—forma definida sobre la n—variedad suave M y suponemos que w
tiene soporte compacto contenido en alguna carta (U, o), entonces (¢~ !)*w tiene también sopor-
te compacto en ¢(U), y luego podemos entender a dicha aplicacién como definida globalmente
(siendo 0 fuera de su soporte). En dicho caso, definimos la integral

/ wim [ oiye=+ / e

donde el signo positivo si ¢ preserva la orientacién, y negativo en otro caso.

El gran problema con esta definicion es que depende, a priori, de la carta elegida. No obstante,
esto no es cierto, pues la eleccién de signos en la definiciéon anterior no es “al azar” como veremos
a continuacion:

Sea (V1)) otra carta. Si 1) y ¢ preservan la orientacién o si ninguna lo hace, entonces 1o p~*
es un difeomorfismo entre o(U N'V) y (U N'V) que preserva la orientacién. Asi, si w tiene
soporte compacto contenido en U NV, por 9.3 obtenemos

/¢<V>(¢_l)*w N /wwm(w_l)*w - /@(Uw) (o ™) () w
= [ @

= [D(U)(w‘l)*w-

Si 1) y ¢ tienen orientaciones opuestas, entonces 1ot invierte la orientacion, y luego haciendo
el mismo calculo obtendremos una integral con el signo negativo. No obstante, gracias a 9.3
dicho signo se neutraliza.

Ahora estamos en condiciones de poder definir la integral de n—formas con soporte compacto:

Definicién 7.6 (Integracién de formas diferenciales). Sea w una n—forma suave con soporte
compacto contenido en M. Sea {(U,,7,)} una coleccién de cartas que preservan orientacion
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v {pa} una particién de la unidad subordinada al cubrimiento abierto {U,}. Asi, podemos

finalmente definir
W = Pal.
Lo=% ],

La definicién anterior esta bien definida, es decir, no depende del cubrimiento abierto ni de la
particiéon de la unidad sobordinada a este. La demostracion de este hecho se puede encontrar
en [Leel3]

Observacion 7.7. Si M es una variedad orientada y denotamos por —M a la variedad con la

—-M

Por ello, no basta que la variedad M sea orientable, debemos escoger una orientacién para
poder integrar sobre ella.

Teorema 7.8 (Teorema de Stokes). Sea M una variedad orientada de dimension n y w una
(n — 1)—forma de M con soporte compacto. Luego®,

/dw:O.
M

Si tenemos una métrica Riemanniana sobre nuestra variedad orientada M, podemos definir
el elemento de volumen Riemanniano asociado a (M, g) como la tinica m—forma dV sobre M
tal que para todo ¢ € M, dV, es el elemento de volumen en la definicién 5.2 para la métrica

dual g, sobre T}, ,
/ av
M

Si la integral
converge, su valor es positivo y serd llamado el volumen de la variedad orientada de Riemann

M.

8. TEORIA DE HODGE SOBRE VARIEDADES DE RIEMANN, ORIENTADAS Y COMPACTAS

Durante esta seccion (M, g) serd una variedad de Riemann compacta orientada de dimensién
n.

Por la proposicion 3.21, la métrica Riemanniana g sobre M induce un producto interno sobre
el fibrado algebra exterior A(T};) que varia suavemente sobre sus fibras.

En el capitulo 5 vimos que la orientaciéon de M induce el operador * que nos da un isomorfismo
entre las p y n — p formas diferenciables de M:

*x: QP(M) — Q"P(M).
Dicho operador estd definido puntualmente, pues dada una p—forma u : M — AP T*M y
q € M, se tiene que u, :=u(q) € A\* T; M, espacio donde el operador x definido en el capitulo

5 tiene sentido, pues la orientacion de la variedad induce una orientacion en dicho espacio,
mientras que la métrica riemanniana induce un producto interno.

3El teorema anterior es un caso particular para las llamadas variedades sin borde (cuya definicién es la que
se presenta en este texto). De forma general, el teorema de Stokes establece que

/dw:/ w
M oM
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Definicién 8.1. Definamos un producto interno sobre el espacio de p—formas con soporte
compacto contenido en M mediante

((u,v)) :== /M<u,v>dV:/Mu/\*v.

donde la ultima igualdad se obtiene de las propiedades que define el operador *.

Ya equipado con un producto interno, podemos estudiar los operadores adjuntos. Recordemos
la siguiente definicién en nuestro contexto particular.

Definicién 8.2 (Adjunto formal). Sea T : QP(M) — QP (M) una aplicacién lineal. Decimos
que la aplicacion lineal

T QF (M) — QP(M)
es el adjunto de T si, para todo u € QP(M) y v € QP (M) formas con soporte compacto, se
tiene que

{(Tu,v)) = (v, T"v)).
Definicién 8.3 (Codiferencial). Definimos el codiferencial d* : QP (M) — QP~1(M) como
d* o= (=)™ g
Observacion 8.4. En muchos textos se denota al codiferencial como d. La notacién que adop-

tamos no es arbitraria. En efecto, veremos que d* es justamente el operador adjunto de la
derivada exterior, es decir, d* = (d)*.

Observacion 8.5. Notemos que la derivada exterior d sube en 1 el grado de las formas, mientras
que el codiferencial d* lo va bajando en 1. Por ello, las composiciones dd* y d*d son operadores
que van desde P(M) al mismo espacio QP(M).

Se demuestran a continuacién algunas propiedades calculatorias de la derivada exterior y su
codiferencial, que seran de ayuda prontamente.

Proposicién 8.6. Se tiene que xd* = (—1)Pdx y d*x = (—1)P™! x d, donde p es el grado de la
forma cuando se evaltia los operadores anteriores.

Demostracion.
Por la proposicién 5.5 sabemos que xx = (—1)P("=P) luego

*l* = H(—1)"PHEDFL gy = (=)D die = (—1)MPHDFL ()PP gy = (—1)Pdx,

donde la ultima igualdad se obtiene al separar los casos en que n sea par o impar y congruencia
modulo 2. De manera andloga, se obtiene la otra igualdad

& = (—1)PEFDFL o gy g = (—1)E+DF(_1)Plp) 4§ = (—1)PF x d.

Proposicién 8.7. El codiferencial d* es el operador adjunto de la derivada exterior d.
Demostracion. Sean u € QP(M) una p-forma y v € QP (M) una (p + 1)-forma. Notemos que
du Axv =d(uA*v) — (=1)Pu A d(*xv) = d(u A *v) + u A *d*v,

donde las igualdades son gracias a las proposiciones 6.6 y 8.6 respectivamente. Luego, integrando
sobre M y ocupando el Teorema de Stokes se obtiene que

((du,v>>:/MduA*v:/Md(u/\*v)Jru/\*d*v:/Mu/\*d*v:((u,d*v))
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De forma andloga, si v fuese una (p — 1)—forma, entonces se tiene que

{{u, dv)) = ((d"u, v))

|
Proposicién 8.8. (d*)?> =0
Demostracion.
Es directo del hecho que d? = 0, pues por definicién se tiene que
(d*)* = xd x xdx = (—1)P"7P) 5 @?% = 0.
[ |

Asi como el operador Laplaciano en R™ es muy importante por su ubicuidad en la matematica,
se define un analogo en el contexto mas general de variedades, el cual cobrard importancia en
lo que sigue.

Definicién 8.9 (Laplaciano). El operador de Laplace-Beltrami, o simplemente Laplaciano, se
define como

A QP (M) — QP (M),
por la féormula

A=d"d+dd* = (=)™ xdxd+ (—1)"P DTk d .

Dado que d? = (d*)* = 0, podemos escribir el operador de Laplace-Beltrami simplemente
como

A = (d+d*)%
A continuacion probaremos algunas propiedades que son de utilidad del operador de Laplace-
Beltrami.

Proposicién 8.10. El operador estrella y el Laplaciano conmutan, es decir, xA = Ax.

Demostracion.
Es calculo es directo de la proposicion 8.6,

*A = x[d*d + dd*|
= xd*d + *dd”
= (=1)Pdxd— (—=1)P"'d* x d*
= —(=1)PH(=1)Pdd* % —(—1)PTH(—1)Pd*dx
= dd* x +d*dx
= [d*d + dd*]*
= Ax
|

Observacién 8.11. Notemos que la proposiciéon 8.10 nos dice que u es armonica si y solo si
*U €es armonica.

Proposicién 8.12. El Laplaciano es auto-adjunto, esto es, A* = A.

Demostracion.
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Es directo usando que d* es el adjunto de d, en efecto,

({(Au,v)) = (((d*d + dd*)u, v))
(d*du,v))y + ({(dd*u,v))
(u, d*dv)) + ((u, dd*v))
(u, Av))

o~ o~~~

[ |
Definicién 8.13 (Formas armonicas). Definimos el espacio de p—formas armonicas reales como
HP(M,R) :=ker(A : QP(M) — QP(M)) = {u € QP(M) : Au = 0}.
Claramente, el espacio de formas arménicas depende de la métrica.

Observacién 8.14. A pesar de la similitud notacional de H?(M, R) con H},(M,R) son a priori
espacios distintos. Sin embargo, veremos que el Teorema del isomorfismo de Hodge nos dira que
estos espacios son isomorfos.

Proposicién 8.15. Sea u € QP(M) una p—forma, entonces
u es armonica <= du =0 y d*u = 0.
Demostracion. Usando que d* es el adjunto de d se deduce que
{(Au,u)) = (((d"d + d*d)u, u)) = {(d"u, d"u)) + {{du, du)),
luego, dado que ((-, -)) es definido positivo, se sigue que Au = 0siysolosidu =0y d*u=0. W

Cuidado 8.16. Notemos que el hecho de que si u es armonica entonces du = d*u = 0 es
siempre verdadero. No obstante, el reciproco es cierto solo cuando M es compacta, pues no se
puede garantizar la convergencia de las integrales (por ejemplo x sobre R).

El operador de Laplace-Beltrami es una generalizacién del operador de Laplace para funciones
C> (i.e. elementos de Q°(M)) que conocemos de R", en efecto, si consideramos la variedad R™
con la métrica usual, y u = Z| Tj=p U ;dxy, entonces se puede probar que

82u1
Au) = — 21: zj: 8_$?de'

Ya estamos en condiciones de poder enunciar y probar unos de los teoremas principales de
la Teoria de Hodge; el Teorema de Descomposiciéon Ortogonal de Hodge y el Teorema
del Isomorfismo de Hodge.

Teorema 8.17 (Teorema de descomposicién ortogonal de Hodge). * Sea (M, g) una variedad
de Riemann compacta, orientada. Luego,

dimg HP(M,R) < oo,

y tenemos la siguiente descomposicion de QX (M) en suma directa de subespacios ((-,-))—ortogonales

(M) = HP(M,R) & d( (M) &* d* (2 (M)).

YEn R? se tiene el famoso teorema de descomposiciéon de Helmhotz, el cual afirma que todo campo vectorial
se puede escribir como suma de un campo irrotacional y otro incompresible. A pesar de que R? no es compacto,
exigiendo condiciones adecuadas de decaimiento en el infinito para las formas diferenciales, la descomposicion
de Hodge se puede considerar una generalizacion de la descomposicién de Helmhotz a variedades diferenciables.
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Dada la extension de la demostracion y los conceptos utilizados, no se presentara una de-
mostracién de la descomposicién, pero puede ser encontrada en [War71]. Algo que si haremos
es verificar la ortogonalidad de la descomposicion de Hodge.

Demostracidn. Sean w € HP(M,R), n € QY (M) y v € QPT(M). Luego, usando que d y d*

son adjuntos y dw = d*w = 0 pues Aw = 0, se sigue que
{({w, dn)) = ((d"w,m)) = ({0,7)
({w,d"v)) = {{dw,v)) = ((0,v
({dn,d"v)) = ({d®n,v)) = {{0,v)) =0,

por lo tanto, w, dn, d*v son ortogonales entre si.

Y

) =

Observacién 8.18. Decimos que una forma es coexacta si es que es d*-exacta (i.e., existe
v € QP (M, R) tal que w = d*v). En este sentido, el teorema de descomposicién ortogonal de
Hodge nos dice que toda p-forma la podemos descomponer ortogonalmente y de manera tnica
en tres partes: armonica, exacta y coexacta.

Con con este teorema a disposicion somos capaces de probar varias consecuancias importan-
tes.
Recuerdo 8.19. Recordemos que el p-ésimo grupo de cohomologia de De Rham es el cociente

{p-formas cerradas en M}
Hjp(M,R) =

{p-formas ezxactas en M}

En particular, dos elementos [w], [W'] € HYn(M,R) son iguales si es que w — w' es una forma
exacta.

Teorema 8.20 (Teorema del isomorfismo de Hodge). Sea (M, g) una variedad de Riemann
compacta y orientada. Luego, la aplicacion

HP(M,R) — HZ.(M,R),

dada por w — [w] es un isomorfismo lineal entre espacios vectoriales. En otras palabras, cada
clase de cohomologia real en M tiene un representante armdnico unico. En particular,

dimg HY (M, R) < oo.

Demostracion. Primero notemos que toda forma armonica w € HP(M,R) es en particular
cerrada, luego la aplicacién w — [w] entre HP(M,R) a HY,(M,R) esté bien definida.

Es directo ver que el morfismo es inyectivo, pues si w es una p—forma armonica tal que en su
clase de cohomologia de De Rham es 0, se tendra que w es exacta, es decir, existe n € QP~1(M)
tal que w = dn, luego

((w,w)) = {{dn,w)) = ((n,d"w)) = {(n,0)) =0,
por lo tanto, w = 0, probando asi la inyectividad.
La sobreyectividad se sigue del teorema de descomposicién de Hodge. Sea w € QP(M) una
p—forma cerrada, y sea w = w' + dn + d*v su descomposicién de Hodge, luego tomando la
derivada exterior se obtiene que

dw = d(W' + dn + d*v) = dw' + d*n + dd*v,
pero w es cerrada, w’ arménica (y en particular cerrada), y sabemos que d? = 0, se sigue entonces

que

0 =dd*v,
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y asi,
0 = ((dd*v,v)) = ((d*v,d*v)),
y por lo tanto, d*v = 0, luego
w=uw +dn <= w—w' =dn,

es decir, la diferencia entre w y w’ es exacta y luego pertenece al grupo de cohomologia
HY.(M,R) y asi w’ — [w], probando la sobreyectividad. Asi, tenemos el siguiente isomorfismo

Hp(Ma R) = HgR(M> R):
y por el teorema de descomposicién de Hodge 8.17 se obtiene que, en particular,
dimg HY (M, R) < oc.
|

El Teorema del isomorfismo de Hodge nos permite probar de manera sencilla el teorema de
dualidad de Poncaré, un resultado puramente de cohomologia.

Recuerdo 8.21. Sean V', W espacios vectoriales de dimension finita, y sea
(,):VxW—=R
bilineal y no degenerada. Entonces V=W* y W = V* via
i V=W i) (w) = (vw) y g W=V jw)(v) = (v,w).

Teorema 8.22 (Dualidad de Poincaré). Sea M wuna variedad suave, compacta y orientada
n—dimensional. Tenemos el siguiente isomorfismo

H)P(M,R) = HY L (M, R)Y.

Demostracion. Consideremos la aplicacion

(hl) = [ win, Vil € Hig.ln] € i

No es dificil ver que estd bien definida (i.e. no depende del representante) y claramente es
bilineal. Si es que probamos que es no degenerada el resultado se seguira por el recuerdo 8.21,
pues los espacios vectoriales Hip(M,R) y H)z"(M,R) son de dimensién finita por 8.20.

Sea [w] € HY, un elemento no nulo del grupo de cohomologia de De Rham, sabemos por el
Teorema del isomorfismo de Hodge 8.20 que w es una p-forma armonica, luego xw también lo
es por la observacién 8.11, asi que nuevamente [xw| € H),". Luego,

(1 bl) > [ oo = () = Il 20,
M
es decir, la aplicacién bilineal es no degenerada, concluyendo la demostracion. [ |
Notemos que la demostracién anterior nos dice que el operador * induce el isomorfismo
*x: HP(M,R) = H"P(M,R)

para cualquier variedad de Riemann suave, compacta y orientada. Luego, via el Teorema del
isomorfismo de Hodge se obtiene el isomorfismo a nivel de cohomologia de De Rham:

Hp(M,R) & Hi? (M, R).

Es importante notar que estos ultimos isomorfismos no son candénicos, en contraste con el
teorema de dualidad de Poincaré, cuyo isomorfismo si es candnico y solo depende de la orien-
tacion.
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9. APLICACIONES

9.1. Electromagnetismo. En esta seccién veremos cémo aplicar los operadores que hemos visto
de la Teoria de Hodge a electromegnetismo. Concretamente, mostraremos que las ecuaciones de
Maxwell sobre R*, con la métrica Lorentziana, se pueden escribir de manera compacta en térmi-
nos de formas diferenciables y el operador x. Posteriormente, veremos algunas consecuencias en
variedades de Lorentz generales.

Sobre R*, considere las coordenadas (z,¥, 2,t). Definimos

F = Eydx Ndt + Eody N\ dt + Esdz N\ dt + Bydy A dz + Badz N dx 4+ Bsdx A dy,

la fuerza de Lorentz donde E = (Ey, Es, E3) y B = (By, By, B;) son el campo eléctrico y
magnético respectivamente. Sea ademas,

j = Jidx + Jody + Jsdz — pdt,
y J = (J1, Ja, J3) la densidad de corriente. Sea ey, es, €3, ¢4 la base canonica de R*y definamos
la metrica g : R* x R* — R por
g =de; ®dey + des ® deg + deg ® dez — dey ® dey.
A continuacién se presentaran las ecuaciones de Maxwell escritas en el lenguaje de formas
diferenciales. Dicha demostracién no la presentaremos en este texto, principalmente porque

involucra muchos célculos engorrosos. De todas formas, si el lector lo desea, puede encontrar la
demostracién en [Aral()].

Teorema 9.1 (Ecuaciones de Maxwell). Las ecuaciones de Mazwell

V-E=p
V-B=0
0B
E —
V x E+ 5 0
VxB—a—E:J
ot

son equivalentes a
dF =0 y d'F=j.

Es importante recalcar que la segunda forma de expresar las ecuaciones de Maxwell no existe
referencia a la estructura de R*, por lo cual es un buen punto de partida al intentar generalizar
esta formulacion a variedades de Lorentz.

Por otro lado, para poder definir lo que es una variedad de Lorentz y extender nuestros
resultados, necesitamos la siguiente definicién:

. . » ’ . . =4 .
Definicién 9.2 (métrica y variedad de Lorentz). ° Sea M una variedad suave y sea g un campo
2-tensorial covariante, suave, no degenerado y simétrico’. Una vez escogidas cartas locales,
sabemos que g admite localmente una escritura local

9p = gij(p)da’ @ da’.
Si formamos la matriz (g;;(p)) de coeficientes, dada la simetria de g, la matriz anterior es
simétrica y luego todos sus valores propios son reales. Asi, decimos que g es un métrica

Las variedades de Lorentz son un caso particular de lo que se conoce como variedades pseudo-riemannianas,
cuya Unica diferencia es que la métrica no es definida positiva.

6Notar que al definir métrica riemanniana no se exige, a primera vista, que g sea no degenerada. No obstante,
esto viene codificado en el hecho de que sea definida positiva.
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lorentziana si para cada p € M la matriz (g;;(p)) define una forma bilineal de signatura
(n—1,1), ie, posee exactamente un valor propio negativo. Decimos que una variedad M es una
variedad de Lorentz si posee una métrica lorentziana.

Observacion 9.3. Sea p € M es un campo 2-tensorial covariante, suave, no degenerado
) )

y simétrico. Si entendemos a g, como una forma cuadrética, gracias al teorema de Sylvester

podemos afirmar que existe una base {ey, ..., e,} de T,,M positivamente orientada de tal suerte

que
n

g = Y cide; ® de;,
i=1
donde ¢; = £1. En particular, si g es una métrica Riemanniana entonces ¢; = 1 para cada i, y
si g es una métrica Lorentziana entonces existe un unico ¢ tal que ¢; = —1.

Veamos ahora algunas propiedades de las variedades de Lorentz:

Definicién 9.4. Sea (M, g) una variedad de Lorentz, definimos el conjunto de transformadas
de Lorentz como

L= {w e C(M, M) : gy(v,w) = gy (Y v,¢¥"w), Vpe M, v,we TpM}
Proposicién 9.5. Si¢ € L, y w € Q¥(M) una k—forma, entonces xp*w = * x w.

Demostracion.
Sea p € M y {e1,...,e,} una base g—ortonormal para g,, denotemos a; := diype; € Ty M y
¢; como en 9.3. Luego,
g¢(p)(ai7 a;) = gp(ei, €5) = cidyj,
y asf {ai,...,a,} es una base g—ortonormal para gyy).
Probemos el resultado para una base de Qk(M) Sea 0 € S, con 0y < -+ < 0O Y Opy1 <
-+ < 0,. Entonces w = deg1y A -+ Adegy,

*W = (—1)5(0)60(1) cee Co(k)deo(k+1) VANRREIVAY deo(n)
P xw = (—1)6(0)00(1) s Ca(k)daa(k+1) JANEIERIVAN daa(n)
Yiw = dag(l) VANEIVAY dag(k)
*p*w = (=1)" e,y Copydaginy A A dageny
Por lo tanto, x*w = ¥* *x w. [ |

Ahora somos capaces de probar la invarianza de Lorentz de las ecuaciones de Maxwell.
Dado que este resultado es referente a las ecuaciones de Maxwell, M sera una variedad de
Lorentz 4—dimensional. Para probar dicho resultado, usaremos un pequeno pero inocente lema,

el cual nos dice que el pullback de conmuta con la derivada exterior, es decir, si w es una forma
diferenciable y ¢» € C*°(M), entonces di*w = ¢*dw.
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Teorema 9.6. Sea (M, g) una variedad de Lorentz, y F' € Q*(M), j € Q' (M) tales que dF = 0
v dF = j. Si ) € £, Tuego d*F = 0 y d*'F = 1*].

Demostracion.
Usando la proposiciéon anterior:

PP F = (1) v dx " F = xdip* « F = xp*(d % F)
=" xdx F =¢"d"F
Probando asi que las ecuaciones de Maxwell son invariantes bajo las transformaciones de Lo-
rentz. |

9.2. Ecuaciones diferenciales parciales. Un inmediato pero sorprendente resultado de la teoria
de Hodge, es que nos da una equivalencia de cuando la ecuacién Aw = « tiene solucion.
En efecto, gracias a que el laplaciano A es autoadjunto, entonces ker(A) = Im(A)*+, pues si
u € ker(A) = HP(M,R) y v € QP(M) entonces

0= <<Au>v>> = <<u7 A*U» = <<u7 AU>>

y luego u € Im(A)+. De manera completamente andloga, si Av € Im(A) y u € Im(A)* entonces
def *
0= ((u, Av)) = (A%, v)) = ({(Au,v)).
Dada la arbitrariedad de v y el hecho de que ((-,-)) es producto interno, necesarimente Au = 0,
ie, u € ker(A). Por otra parte, el teorema de descomposicién de Hodge nos dice que

/(M) = H7(M, R) & d(~ (M) &+ d* (@ (M)).
Se sigue de los dos célculos anteriores que
A (M) &+ (@7 (M) = Tm(A)

y que
QP (M) = ker(A) @ Im(A).
Asi,

Aw = « tiene solucién en QP(M) <= a € Im(A)

< acker(A)*
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