D-MODULOS ALGEBRAICOS Y EL FUNTOR DE KNIZHNIK-ZAMOLODCHIKOV

CARLOS A. AJILA LOAYZA

RESUMEN. En este articulo presentaremos una introduccién breve a la teoria de D-mddulos algebraicos y los
usaremos para construir el funtor de Knizhnik-Zamolodchikov entre la categoria O. del algebra de Cherednik
rancional H. y la categoria de representaciones del algebra de Hecke finita H..
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‘¢ Deberia elegir ser un geémetra o
un algebrista?’ es como decir
‘i Preferiri ser ciego o sordo?’

Michael Atiyah

1. INTRODUCCION

1.1. Anillos de operadores diferenciales. La teoria de D-mdédulos algebraicos provee una vasta generalizacion a un
nivel geométrico de las nociones de médulos sobre un anillo de operadores diferenciales. Por ello, es importante
tener un bagaje minimo sobre dlgebras de operadores diferenciales. En lo que sigue, presentamos una breve
introduccién a este tépico, dejando la referencia [Cou95] para el lector interesado en los detalles.

Sea k un cuerpo y R una k-algebra conmutativa con unidad. Definimos recursivamente D°(R) = R C End(R)
donde miramos a r € R como un endomorfismo via la férmula = — rz. Luego

D™(R) = {P € Endg(R) | [P,a] € D" !(R), para todo a € R}.
El conjunto
D(R)= | J D*(R)
n>0
tiene una estructura natural de anillo (no conmutativo) con 1, y lo llamamos el anillo de operadores diferenciales
de R. Un elemento de D™(R) \ D" 1(R) se llama un operador diferencial de orden n.

Es facil probar que D'(R) = Dery(R) + R, donde Dery(R) es el médulo de derivaciones k-lineales de R (ver
3.1.).

1.2. El dlgebra de Weyl. Escribimos k[X] = k[X1, ..., X,]. La n-ésima algebra de Weyl A, (k) es la subdlgebra
0
de Endg(k[X]) generada por k[X] y las derivadas parciales 0; = ——. Equivalentemente el dlgebra de Weyl

0X;
puede definirse del siguiente modo: Sea b un k-espacio vectorial de dimensién n y denotemos por hY a su dual
algebraico. Sea z1,...,x, una base de hV que es dual a una base y,...,y, de h. Sea I el ideal del dlgebra

tensorial
T(h ©h) = POY @ )"
n>0
1
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generado por lo elementos de la forma
T ®rj—rj®r; =0, y®yY —y®y=0, y®r —x;Qy —0dj; 1<ij<n.
Entonces tenemos un isomorfismo
An(k) = A(h) :=T(h" @h)/I.

dado por

El algebra de Weyl admite una filtracién natural F' dada por

F.An(k) = @ k[X]0*
oo <r

donde si a = (aq,...,ap) € N?, se tiene |o| = a3 + -+ a, y 0% =07 --- 0%

Tenemos el siguiente resultado fundamental.
Teorema 1.1. El anillo de operadores difereciales de k[X] es la n-ésima dlgebra de Weyl A, (k). Es decir

D(k[X]) = An (k).

Mas ain, para cada r > 0 tenemos D" (k[X]) = F. A, (k).

Demostracion. Procederemos en varios pasos.

Paso 1: Si P € D(k[X]) verifica [P, x;] para todo i =1,...,n, entonces P € k[X].

Escribamos e; = (0,...,1,...,0) para la n-upla cuya tnica entrada no nula 1 estd en la i-ésima componente.
Entonces, si a # 0, tenemos «; # 0 para cierto i y
[P,x%] = [P, x;]a“~% + z;[P, 2%~ *].
Por induccién sobre || podemos asumir que [P, z* %] = 0 y de este modo [P, 2] = 0. Dado que los monomios

x® forman una k-base de k[X], concluimos que [P, f] = 0 para todo f € k[X]. Entonces, por definicién de anillo
de operadores diferenciales, tenemos que P € D°(k[X]) = k[X].

Paso 2: Sean Pi,...,P, € F._1A,(k) tales que [P;,z;] = [P;,x;] para todo 1 < i,j < n. Entonces eziste
Q € F.A,(k) tal que P, = [Q, x;] para todo 1 <i < mn.

Probaremos por induccién sobre n — £ que existe Q' € F.A, (k) tal que P; = [Q',z;] para £ +1 < i < n.
Si n = £, entonces basta tomar Q' = P,. Asumiendo que existe Q' € F,A, (k) tal que P, = [Q’,z;] para
{+1<i<mn,laidentidad de Jacobi nos da

Q' xi], xe] = [Pr, ).

Sea S = [Q', x¢] — P;. Entonces [S, z;] = 0 para todo £+ 1 < i <n, lo que implica que S puede escribirse en la
forma

S = Z faO%  para ciertos f, € k[X].
aeN¢

fa
QII _ aa+eg.
a%;ﬂ ap+1

Es facil notar que Q" € F.A,(k), y que [Q",z;] = P; para £+ 1 < i < n. Por otro lado, de la definicién de S
tenemos

Sea

Q — Q" x] =[Q,xe) — G =Pt

y de este modo [Q' — Q”, x;] = P; para todo £ < i < n, lo que completa el paso inductivo.
Paso 3: Conclusion.

La inclusién F,.A, (k) C D"(k[X]) es trivial. Es claro que para u = 0 se tiene la igualdad y el caso r = 1 se
sigue del Paso 1. Supongamos entonces que D’(k[X]) = FyA,, (k) para todo 0 < ¢ < r — 1,y sea P € D"(k[X]).



D-MODULOS ALGEBRAICOS Y FUNTOR KZ 3

Luego para cada 1 < i < n tenemos que [P, z;] € D" 1(k[X]) = F,._1 A, (k) verifican, gracias a la identidad de
Jacobi,

HP,IA,I’]‘]:HP,SCJ'],IJ'], 1<4,5<n,
y por el Paso 2 existe @ € F.A,(k) tal que [Q,z;] = [P, ;] para todo 1 < i < n. Luego [P — @, ;] = 0 para
todo 1 <i < ny el Paso 1 implica que P — @ € FyA, (k) de donde P € F,. A, (k), como se deseaba probar. [

El dlgebra graduada S,, := gr” A,, (k) asociada a la filtracién F' del dlgebra de Weyl es un lgebra de polinomios
en 2n variables. En particular esta dlgebra es conmutativa.
El élgebra de Weyl A,, = A,,(k) posee una filtracién que es mas comtinmente usada, llamada la filtracidn de
Bernstein B, definida por
B, A, = span, {z°9° | |a| + |B] < r}.

1.3.  D-médulos. Sea R una k-algebra y D(R) su anillo de operadores diferenciales. Un D-mddulo izquierdo
sobre R es un grupo abeliano M con una estructura de médulo izquierdo sobre D(A). Por ejemplo, k[X] con la
accién natural por endomorfismos de A4,, = A, (k) es un D-mdédulo sobre k[X].

Ejemplo 1.2. Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales parciales con coeficientes polinomiales
(1.1) Pu=Pu=- = Pu
donde P; € A, (k). Definimos

M= ZAl(k)/Al(k)Pi~
i=1

Entonces M es claramente un D-mdédulo sobre k[X], el anillo de polinomios en n variables X = (X1,...,X,).
Llamamos a M el D-mddulo asociado al sistema (1.1). Este médulo contiene toda la informacién sobre el
conjunto de soluciones polinomiales del sistema dado:

Teorema 1.3. El espacio vectorial de soluciones polinomiales del sistema (1.1) es isomorfo a Homa, (M, k[X]).

Demostracion. Como A,-mdédulo, A,, es ciclico generado por 1. Esto significa que si f es una solucié polinomial
del sistema (1.1), entonces existe un inico homomorfismo de A,,-médulos A4,, — k[X] que aplica 1 hacia f. Dado
que Pi(f) =0, tenemos que >_._; A, P; estd contenido en el nicleo de tal homomorfismo y por ende, el primer
teorema de isomorfia de Noether, obtenemos un homomorfismo inducido de A,,-mdédulos

M — k[X).
Sea S el k-espacio vectorial de soluciones polinomiales del sitema (1.1). Entonces definimos

(1.2) S — Homy, (M, k[X]), f— f.

Esta aplicacién es claramente k-lineal. Reciprocamente, dado o« € Homgu, (M, k[X]), definimos & = o(1 +
Soi_1 AnPi) € k[X]. Por definicién tenemos que

Pi(a) = Pa(1+ Y AnP) = a(P(1+ ) A,P)) =0,
i=1 i=1
de modo que & € S. Asi obtenemos una aplicacién lineal

Homy (M, k[X]) — S, ar— a,

que es provee claramente una inversa de la aplicacién (1.2). O

Si (M,T) es un modulo filtrado sobre (4, F). Si gr' M es finitamente generado sobre S,, = grf"A,,, es facil
probar que M es finitamente generado sobre S,,. El reciproco sin embargo, no es cierto en general. Por este
motivo decimos que una filtracién I' sobre M es buena si gr' M es finitamente generado sobre S,,.

Proposicién 1.4. Sea (M,T') un (A, F)-mddulo filtrado. La filtracién T' es buena si y sdlo si existe un indice
r >0 tal que ;.M = (F;A,)T. M para todo i > r.

Demostracion. Si T' es buena, la condicién dada es claramente necesaria. Reciprocamente, supongamos que
gr' M es finitamente generado sobre S,, y sean mq, ..., ms € M tales que sus imégenes en gr' M generan a este
moédulo sobre S,. Podemos asumir que m; € I'y, M \ [y,—1 M. Sear = méx{/l1,...,¢s}. Entonces un argumento
de induccién sobre ¢ muestra que T';4 .M = (F;A,)T,. M. O
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Si M es un D-médulo sobre A, entonces es naturalmente un k[X]-médulo. Para cada punto p € A™ consi-
deramos m,, el ideal de funciones regulares en O(A™) que se anulan en p y definimos el funtor de localizacién
Ap-Mod — k[X]n,-Mod, M +—— M), := k[X]n, ®px] M.
El soporte de M es entonces el conjunto
supp(M) = {p € A" | M, # 0}.

Proposicién 1.5. Sea M un A,-mddulo que es finitamente generado sobre k[X]. Sea I = ann(M) el anulador
de M en k[X]. Entonces
supp(M) = V(I) € O(A™).

En particular, supp(M) es una variedad algebraica afin.

Demostracion. Procedemos por induccién sobre el nimero de generadores de M. Si M = 0 podemos asumir
que su conjunto de generadores es vacio y su anulador es k[X], de donde supp(M) = 0 = V(k[X]).

Si M = k[X]/I es ciclico, con anulador I, tenemos que M, = k[X|n,/In, pues la localizacién conmuta
con cokernels. Entonces, si p € V(I), tenemos que I, # k[X]n, de donde M, # 0y asi p € supp(M).
Reciprocamente, si p ¢ V([I), existe f € I tal que f & m,, y tenemos que f es invertible en k[X]n,, que es un
anillo local y f € Iy, por lo que k[X]n, = I, de donde M, =0y p & supp(M).

Supongamos que x1,...,T, son generadores de M, con n > n, y sea M’ el submddulo generado por
r1,...,T,_1. Entonces existe una sucesion exacta corta

0— M — M— M'"—0,
donde M" es ciclico. Por hipétesis de induccién, si I’ e I son los anuladores de M’ y M”, respectivamente,
tenemos que supp(M’) = V(I') y M” = V(I"”). Més aun, la exactitud implica que
supp(M) = supp(M') Usupp(M") = V(I') UV (") = V(I'I")
Pero es ficil notar que I'T” C T C INI" y por ende V(I) = V(I'I"”), de donde supp(M) = V(I), como se
deseaba. |

1.4. Variedades caracteristicas. Sea M un A,-mdédulo finitamente generado con dos buenas filtraciones I y T".
Sean I e I’ los anuladores en S,, de los médulos gr'’ M y ng/M . Entonces es facil probar, usando la Proposicién
1.4, que VI = V/I'. Definimos entonces J (M) = VT donde I es el anulador de gr'' M para cualquier buena
filtracién de M. El ideal radical J(M) C S,, se llama el ideal caracteristico de M.
La variedad caracteristica de M, denotada por Char(M) se define como la variedad algebraica afin
Char(M) = V(J(M)) C A*™.

Notemos que como suppg (M) = V(I) = V(J(M)), tenemos una definicién alternativa de variedad caracteristi-
ca:
Char(M) = suppg, (M).
En particular, tenemos el siguiente resultado.
Proposiciéon 1.6. Dada una sucesion exacta de A,-mddulos
0— M —M-—M"—0
se tiene que
Char(M) = Char(M") U Char(M").
Recordemos el siguiente resultado (ver [Har77], Teorema 1.7.5).

Teorema 1.7 (Hilbert-Serre). Sea M un S,-mddulo finitamente generado y sea Pp(z) el polinomio de Hilbert
de M. Entonces

dim V(I) = deg Py (2),
donde I es el anulador de M en S,,.

Definimos la dimension, denotada por dim(M), de un A,-médulo M que admite una buena filtracién I" como
el grado del polinomio de Hilbert del médulo graduado gr’ M. A partir de este resultado, obtenemos trivialmente

Teorema 1.8. Sea M un mddulo sobre A,,. Entonces

dim(M) = dim Char(M).
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Estructura del articulo. En la Seccién 2 introducimos la notacién, convenciones y hechos preliminares a ser usados
durante este trabajo.

La Seccién 3 introduce el concepto de sistemas locales, y estudia a fondo su relacién con los espacios recu-
bridores y la accién por monodromia sobre las fibras de un espacio recubridor.

La Seccidén 4 presenta el concepto de operadores diferenciales sobre una variedad algebraica suave. Para ello,
mostramos una construccién del haz tangente como el haz de derivaciones del haz estructural de una variedad
algebraica. El objetivo principal es el de definir el haz de operadores diferenciales de una variedad algebraica.

La Seccién 5 introduce el concepto de D-médulo algebraico y su relacion con las conexiones planas. En
particular se estudia la equivalencia entre D-moédulos algebraicos coherentes y los fibrados vectoriales planos.

La Seccién 6 trata el caso analitico, entre ellos el funtor de analitizacion, D-mddulos analiticos, y la equiva-
lencia entre D-moédulos analiticos coherentes y sistemas locales.

Finalmente, la Seccion 7 presenta la construccién del funtor de Knizhnik-Zamolodchikov. Para esto previa-
mente se introducen los conceptos claves de algebra de Cherenik racional y categoria O.. Ademas, se hace un
breve disgresion sobre la hacificacion del dlgebra de Cherenik racional, esto s6lo como dato informativo. Esta
construccién es una aplicacién de (una versiéon més simple) de la teorfa presentada hasta el momento. En par-
ticular, se hace uso libre de la equivalencia entre las categorias de sistemas locales, representaciones del grupo
fundamental, médulos analiticos coherentes, etc., aunque esta no sea precisamente en el contexto de haces, sino
en un caso mas sencillo. Esta es la tinica seccién no autocontenida en este trabajo, pues muchos de los teoremas
estdn fuera del alcance y/o interés del trabajo y corresponden a otras dreas de la matemética.

Me hubiese gustado profundizar mas en el tema de D-mddulos algebraicos, introduciendo la equivalencia entre
moédulos izquierdos y derechos, la relacién entre médulos algebraicos y analiticos a través del funtor de de Rham,
estudiar iméagenes directas e inversas y en particular la correspondencia de Kashiwara y la correspondencia de
Riemann-Hilbert (esto en el contexto analitico), sin embargo, por no extender innecesariamente este trabajo y
no perjudicar al lector del mismo, he acortado considerablemente los temas expuestos.

Agradecimientos. Agradezco mucho a Pedro Montero por darme la oportunidad de realizar este trabajo y asi
aprender sobre la teoria de D-médulos, tépico indispensable en mi area de investigacién, por sus sugerencias
en la preparacién de este trabajo escrito. Agradezco también a Stephen Griffeth, quien resolvié muchas de mis
dudas y de quién aprendi la existencia del funtor KZ.

2. NOTACIéN, CONVENCIONES Y HECHOS PRELIMINARES

2.1. Convenciones y definiciones. Durante todo el articulo, todas las variedades y morfismos estaran definidos
sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado. Toda variedad algebraica se asume separada y suave a menos que
se indique lo contrario. Todos los anillos y algebras se asumen con unidad pero no se asumen conmutativos.
Por este motivo, se hard énfasis enla hipdtesis de conmutatividad cuando esta sea hecesaria. Las definiciones de
prehaces y haces se generalizan mutatis mutandis al caso no conmutativo. Un espacio anillado (X,Ox) es un
par formado por un espacio topolégico X y un haz de anillos (no necesariamente conmutativos) sobre X. Un
Ox-mébdulo izquierdo y un Ox-médulo derecho se definen andlogamente al caso conmutativo. Una O x-algebra
es un Ox-mdédulo ¥ que a la vez es un haz de dlgebras donde para cada abierto U C X, el Ox(U)-médulo
F(U) es una Ox (U)-4lgebra, y donde los morfismos de restriccién son homomorfismos de dlgebras.

Si X es un espacio topoldgico y x,y,z son tres puntos en X, dados caminos «, : [0,1] — X tales que
a(0) =z, a(l) =y = B(0) y v(1) = z, entonces escribimos

[B][e] = [ x B]

para su composicién en el grupoide fundamental II; (X). En particular, si x = y = z entonces [5][«] significa
“primero recorrer « 'y después recorrer 3”. Esta convencion es la opuesta a la que suele aparecer usualmente en
las referencias de topologia algebraica, pero permite que la accién por monodromia de m1 (X, ) sobre la fibra
p~1(x) de un espacio recubridor p : Y — X sea por izquierda, y no por derecha a como usualmente estamos
acostumbrados.

2.2.  Notacién. Denotaremos por C al cuerpo de los nimeros complejos. Durante todo este trabajo, k denotara
un cuerpo algebraicamente cerrado. Si X es un espacio topolégico, denotaremos por kx al haz constante a
valores en k, es decir, el haz de funciones localmente constantes a valores en k. En particular Cx es el haz de
funciones localmente constantes a valores en C.

El simbolo N denota al conjunto de los nimeros enteros no negativos.
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Si .7 es un haz sobre un espacio topolégico X, la expresién s € .Z significa que s € % (U) para cierto abierto
U C X. Més atin, si ¢ : .Z — ¢ es un morfismo de haces, y s € %, la expresién ¢(s) significa ¢y (s), donde
U C X es el abierto tal que s € #(U).

Si A es un anillo o dlgebra, denotamos por A-Mod a la categoria de A-mdédulos izquierdos. Las demaés
categorias se iran denotando conforme sean definidas.

2.3. Hechos preliminares. Sé6lo usaremos explicitamente un resultado de caracter categérico que no ha sido
tocado en el curso: Sea X un espacio topoldgico y denotemos por Sh(X) y PreSh(X) las categorias de haces
y prehaces sobre X, respectivamente. Existe un funtor de inclusién obvio ¢ : Sh(X) — PreSh(X) (el funtor de
olvido).

Proposicién 2.1. El funtor de hacificacién (-)T : PreSh(X) — Sh(X) es adjunto por izquierda al funtor de
olvido ¢ : Sh(X) — PreSh(X). En particular, la hacificacién conmuta con colimites.

Demostracién. El hecho de que el par ((-)*,:) forman un par adjunto es equivalente al hecho de que para cada
prehaz # y cada haz ¢, la aplicacién natural

Hompyesn(x)(F,1¥) — Homgp(x)(F,9)

descrita por la propiedad universal de la hacificacién, es una biyeccién. Esto es tautoldgico, lo que prueba que
()" es adjunto por izquierda al funtor ¢. El hecho de que el funtor de hacificacién conmuta con colimites es un
resultado general de la teorfa de categorias. Ver por ejemplo el Teorema 1 de la Seccién 5 del Capitulo V en
[MLI1]. |

3. SISTEMAS LOCALES Y MONODROMI{A

Durante esta seccién X denotara un espacio topolégico conexo y localmente conexo por caminos. En parti-
cular, si X es ademads semi-localmente 1-conexo, entonces X admite un recubrimiento universal p : X — X.

3.1. Haces localmente libres. Un haz .% sobre X se dice localmente libre si para cada r € X existe una vecindad
abierta U de x tal que Z|y es (isomorfo a) un haz constante (i.e. la hacificacién de un prehaz constante). En
particular, todo haz constante es localmente constante.

El ejemplo méas importante para nosotros serd el siguiente: Sea p : ¥ — X una aplicacién continua. Si
U C X es un abierto, definimos una seccién de p sobre U como una aplicacién continua ¢ : U — Y tal que
poo =idy : U — U. Denotamos al conjunto de secciones de p sobre U por %,(U) o por Zy cuando f es claro
para el contexto. Entonces .-y es un haz, llamado el haz de secciones de p.

Proposicién 3.1. Sip:Y — X es un espacio recubridor de X, entonces Fy es un haz localmente libre.

Demostracion. Sea x € X un punto y sea U una vecindad uniformemente cubierta por p, es decir, tal que existe
una familia de abiertos disjuntos {V;},cs de Y tales que

—1
p )=V
jeJ
y tal que para cada j € J, la proyeccién p : ¥ — X induce un homeomorfismo pl|,, — U. Por la teorfa general
de espacios recubridores, sabemos que p~!(x) es un espacio discreto y que la aplicacién

p @) x U —p~ ' (U),  (y,u) — ply; (u)

donde j € J es el tnico indice tal que x € Vj}, es un homeomorfismo. Reduciendo U si es necesario, podemos
asumir que U es conexo. Sea ¥ € Sh(U) el haz constante asociado la fibra p~!(z). Probaremos que los haces
Zlu y ¢4 son isomorfos. Para ello, sea V' C U un abierto y sea V = |J,c 4 Ca la descomposicién de V' en
componentes conexas. Si s € .Z (V) entonces p o s = idy. Luego s(C,) C p~}(U) y por ende cada s(C,) debe
estar contenido en una de las componentes conexas V; de p~}(U). Sea {z;} = V; Np~!(z). Entonces definimos
una funcién ¢y (s) : V. — p~!(z) mediante ¢(z)|c, = z; donde V; es la tinica componente conexa de p~(U)
tal que s(C,) C V;. De este modo obtenemos un morfismo de haces

@9’|U—>§4

Este es un isomorfismo de haces, cuya inversa estd definida como sigue: Para cada V' C U abierto, y cada funcién
f:V — p~1(z) localmente constante, tenemos que f(C,) = {x;} para cierto j, entonces tenemos que

‘P\_/l(f)|()a, = p‘;}l(ca)
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define una funcion <p(,1( f):V =Y que es una seccién de p por definicién. O

Denotamos por Cov(X) a la categoria de espacios recubridores de X. Sus objetos son espacios recubridores
p:Y — X y un morfismo en esta categoria estd dada por diagramas conmutativos

Yy — Y/
N o
X

Denotamos por LFSh(X) a la categoria de haces localmente libres sobre X. La construccién anterior define
un funtor

LF: Cov(X)+—— LFSh(X), [p:Y — X]+— Fy.

Para ver que este es un funtor, debemos probar que si f : ¥ — Y’ es un morfismo de espacios recubridores,
este induce un morfismo LF(f) : Zy — Fy/ y que esta asignacién es funtorial. Pero esto es trivial: Para cada
abierto U C X, definimos

LF(f)v : v (U) — Fyv/(U), s+ fos.
Esta aplicacién esta bien definida pues
po(fos)=(p of)os=pos=idy.
Recordemos que si % es un haz sobre X, el espacio étale de .% se define por
E6(7) = [ Za.
zeX
y viene equipado con una proyeccion natural
Tz Et(F) — X, s, — .

Cada seccién s € .7 (U) define una funcién o, : U — Et(.%), y los conjuntos o,(U) conforman una base para
una topologia sobre Et(ﬂ’ ) para la cual la proyeccién g es continua. Més ain, ¢ : % — ¢ es un morfismo de
haces, este induce un morfismo a nivel de stalks ¢, : %, — ¥, para cada z € X, y ensamblando estos morfismos
obtenemos una aplicacion

Et(p) : Bt(F) — Et(9),  s2 — @u(sa).
Esta aplicacién es claramente continua en las topologias Etale, y por ende obtenemos un funtor
Et : Sh(X) — Top/X

donde Top/X es la categoria slice de la categoria Top sobre el objeto X, es decir, la categoria cuyos objetos
son aplicaciones continuas f : Y — X y donde un morfismo estda dado por un diagrama conmutativo

Yy ——— Y/
X

Proposicién 3.2. Si .Z € Sh(X) es un haz localmente constante, entonces w7 : Et(F) — X es un espacio
recubridor. En particular, tenemos un funtor

Et : LFSh(X) — Cov(X).

Demostracion. Sea U C X un abierto tal que .Z |y es un haz trivial. Entonces para todo z € U tenemos que
F, & F para cierto espacio discreto F. De este modo, tenemos que

75 (U) = F xU,
lo que prueba que U es uniformemente cubierto por w4 y por ende que mg es una proyeccion recubridora. [

Todas las construcciones hasta el momento son claramente funtoriales, por lo que hemos obtenido una inversa
para el funtor LF:

Teorema 3.3. Si X es un espacio topoldgico localmente conezo, entonces el funtor LF : Cov(X) — LFSh(X)
es una equivalencia de categorias, cuya inversa es el funtor Et : LFSh(X) — Cov(X).
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3.2. La accién por monodromia. Recordemos que si p: Y — X es un espacio recubridor, y zp € X es un punto
base, entonces el grupo fundamental 71 (X, xo) actia sobre la fibra p~!(x¢) por monodromia. Més precisamente,
si [v] € m (X, zo) representa a un lazo 7 : [0,1] — X con base en zg, denotamos por 4, : [0,1] — Y al tnico
levantamiento de v a Y que inicia en y € p~!(z0) y definimos

V] -y =y (D).
Entonces obtenemos un funtor para cada x € X
Fib, : Cov(X) — m (X, z)—Sets, [p:Y — X]+— p (z),

donde 71 (X, x)—Sets denota la categorfa de conjuntos equipados con una accién por izquierda del grupo funda-
mental 71 (X, z). Este es en efecto un funtor, pues si f : Y — Y’ es un morfismo entre los espacios recubridores
p:Y > Xyq:Y — X, este induce una aplicacién m (X, x)-equivariante

forp™H2) — a7 M),y fy),
la cual estd bien definida, pues si p(y) = x, entonces ¢f(y) = p(y) = x. Esta asignacién es claramente funtorial.

Llamamos a Fib, el funtor de fibras sobre el punto x.
El siguiente teorema es bien conocido en Topologia Algebraica.

Teorema 3.4. Sea X un espacio conezo, localmente conexo por caminos y localmente 1-conexo. Para cada
punto x € X, el funtor de fibras Fib, : Cov(X) — m (X, z)—Sets es una equivalencia de categorias.

Idea de la demostracidn. Para cada punto z € X definimos un espacio topolégico X, como sigue: Sus elementos
son clases de homotopia [y] de caminos v : [0, 1] — X tales que (0) = z. Dado un punto [y] € X, con (1) =y,
definimos una base de vecindades abiertas de [y] mediante los conjuntos ﬁh] C X, definimos como sigue: Sea
U C X una vecindad simplemente conexa de y, sea U, [y] €l conjunto de todas las clases de homotopia de caminos
o :[0,1] — X tales que a(0) = y y a([0,1]) C U. Esto equipa a X, con una topologia. Definimos una proyeccién
P Xo — X mediante p([7]) = v(1). Entonces podemos probar que p,, : X, — X es una espacio recubridor
de X.

Dado p : Y — X, el conjunto HomCOV(X)(X'z,Y) estd en biyeccion con la fibra p~!(z). En efecto, dado

y € p~1(x), construimos un morfismo 0y : X'y — Y definiendo, para cada [v] € X’y,
donde %, : [0,1] — Xx es el tnico levantamiento de v a X, que verifica Ay(0) = y. Esto establece una aplicacién
pHz) — HomCOV(X)(Xm, Y), yr—0,.

La inversa de esta aplicacion admite una descripcién simple: Si f : X, — Y es un morfismo de espacios
recubridores, y denotamos por 1, : [0,1] — X el camino constante sobre x, es decir, 1,(t) = z para todo
t € [0, 1], entonces
fe (1))
nos da la inversa deseada.
Podemos usar esta biyeccién para “trasladar” la accién por monodromia de 71(X,x) sobre f~1(z) a una
accion sobre HomCov(X)(X'z, Y), v asi obtenemos

(V- £la]) = @pypap (@), lo] € Xy, f € Homeov(x)(Xa, V), [7] € (X, 2).

De este modo, tenemos que el funtor Homcov(x)(f(m, -) toma valores en la categoria 71 (X, x)—Sets:

Homgoy(x)(Xz, ) : Cov(X) — m(X,z)—Sets, [p:YV — X]+r— HomCOV(X)(XmY) = p_l(x).
Resulta ser que el objeto X, representa al funtor Fib,, es decir, que existe un isomorfismo natural
n : Fib, — HomCOV(X)(XI, )

Con esto, la conclusién es sencilla. Basta probar que el funtor Fib, es plenamente fiel y esencialmente
sobreyectivo!. Para esto, basta probar que dados dos espacios recubridores p : Y — X y ¢ : Z — X, todo
morfismo ¢ : p~(z) — ¢ () : es de la forma ¢ = Fib,(f) para un tinico morfismo de espacios recubridores
f:Y — Z. Dado y € p~!(x), consideramos el morfismo de espacios recubridores 0, : X, — Y. Dado que X,

1Un resultado clésico en teorfa de categorias establece que un funtor es una equivalencia de categorias si y sélo si es pleno, fiel
y esencialmente sobreyectivo.
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es el espacio recubridor universal de X, sea G C Cov(Xm/Y) el grupo de isotropia del elemento y € Y bajo la
accion del grupo Cov(Xm /Y) (notemos que en este caso 0, : Xx — Y es también un espacio recubridor, por la
universalidad de f(w) De este modo, 6, induce un homeomorfismo 4, 1. X, /Gy — Y. El grupo de isotropia G,
se inyecta en el grupo de isotropfa de ¢(y) por la equivarianza de ¢, de modo que la aplicacién 6y, : X, Z
induce una aplicacion py : X, /Gy — Z,y si definimos f : Y — Z como la composicién py o 1, obtenemos el
tnico morfismo de espacios recubridores deseado. La sobreyectividad esencial es sencilla de probar. O

Recordemos que cuando % es un haz localmente libre, tenemos que la proyecciéon étale pg : Et(ﬁz ) — X es
una proyeccion recubridora y por construccion, para todo x € X se tiene que la fibra de x bajo p# coincide con
el stalk de .# en z:

pgzl (z) = Z,.
En particular, para cada z € X, la composiciéon de los funtores
Et : LFSh(X) — Cov(X) y Fib, : Cov(X) — m (X, 2)—Sets
es una equivalencia de categorias dada por el funtor de Stalks:
(3.1) Stalk, : LFSh(X) — 7 (X, z)—Sets, % — Z,.
Esto prueba
Teorema 3.5. Para cada x € X el funtor de stalks (3.1) es una equivalencia entre la cartegoria LESh(X) de

haces localmente constantes sobre X y la categoria m1(X,z)—Sets de conjuntos con una accion por izquierda
del grupo fundamental m (X, x).

Sea z € X y .# un haz localmente constante sobre X. Vamos a mirar cémo actia m (X, z) sobre el stalk .Z#,.
Sea [7] € m (X, x) y sea s, € %, el germen de una seccién s € .#. Denotamos por 75, el tinico levantamiento
de v a Et(.Z) que inicia en s,; entonces

[7] “ S8z = :)’sz(l)
Llamaremos a esta accién la accidn por monodromia de (X, x) sobre .Z,.

3.3. Sistemas locales complejos. Un sistema local complejo sobre X es un haz £ localmente constante a valores
en la categoria de espacios vectoriales complejos de dimensién finita. Denotamos por LocSysq(X) a la categoria
de sistemas locales complejos sobre X. Usualmente omitiremos el calificativo “complejo” de nuestra terminologia
y diremos simplemente “sistema local” para referirnos a un sistema local complejo.

Si L es un sistema local sobre X y z € X, entonces el stalk £, es un C-espacio vectorial de dimensién finita.

Lema 3.6. La accidn por monodromia de m (X, z) sobre L, es compatible con la estructura de C-espacio
vectorial, en el sentido de que cada [y] € 71 (X, x) actia por operadores lineales sobre Lx.

Demostracion. Existen un morfismo de suma S : L& L — L y un morfismo de multiplicacion dado por
M :Cx ® L — L definidos para cada abierto U C X por

Su(s,t)=s+t y My(a,s) =as, acCx(U),s,te L(U).

Claramente S y M son morfismos de sistemas locales y por ende inducen aplicaciones (X, x)-equivariantes
Se 1 Fu ® Fp = Fry M, : CHF, — F,, lo que significa precisamente que la accién de (X, x) sobre %, es
por operadores lineales. O

Dado un grupo G, denotamos por Rep(G) a su categoria de representaciones lineales complejas de dimension
finita. En particular, tenemos que Reps(G) es una subcategoria plena de la categorfa CG-Mod de mdédulos
izquierdos sobre el algebra de grupo CG. Entonces el lema anterior muestra que £, tiene una estructura de
Cmy (X, x)-mdbdulo izquierdo, y as{ tenemos

Teorema 3.7. El funtor
Stalk, : LocSys¢(X) — Repg (71 (X, x))
es una equivalencia de categorias.
En particular, definir un sistema local £ sobre X es lo mismo que definir un homomorfismo de grupos
Pz T (X, ) — GL(%,).

Esta representacién se llama la representacion de monodromia del sistema local L.
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4. OPERADORES DIFERENCIALES

4.1. Médulo de derivaciones. Sea A una k-édlgebra y M un A-médulo. Una A-derivacion de M es una aplicacién
k-lineal d : A — M que verifica la regla de Leibniz: Para todo a,b € A,

d(ab) = ad(b) + bd(a).

Denotamos al conjunto de todas las A-derivaciones de M como Dery (A, M). Nétese que Dery (A, M) es claramen-
te un A-médulo, llamado el médulo de A-derivaciones de M. En el caso particular cuando M = A, escribimos
Derg(A) en lugar de Derg(A, A), y en este caso Derg(A) tiene la estructura de un &dlgebra de Lie dada por el
corchete

[dhdg] =diody —doody, dy,do EDerk(A).

0
Teorema 4.1. Sea A = k[X1,...,X,], y escribamos 0; = R Entonces

Dery,(A) = @ A0;.
=1

En particular, Dery(A) es un A-mddulo libre finitamente generado de rango n

Demostracion. Claramente @, A9; C Dery(A). Sea d € Dery(A) y definamos

Notemos que para todo 1 <7 < n tenemos

d(X?) = X;d(X;) + d(X;) X; = 2X.:d(X;),

A(X}) = d(XPX;) = d(XP)X; + XPd(X;) = 2X2d(X;) + XPd(X;) = 3X7d(X,),
por lo que recursivamente, vemos que
d(X™) = mX"d(X,).

A partir de esto, tenemos que para todo monomio X* = X -+ X ge verifica
n
d(X) =D X X7 XS d(X;).
j=1

Con esto, tenemos que

= DX X X (X))

Dado que todo polinomio es combinacion lineal de monomios, se sigue que
n
d=D"e D Ao,
i=1
lo que completa la demostracion. O

Corolario 4.2. Sea A una k-dlgebra finitamente generada, entonces Derg(A) es un A-mddulo finitamente
generado. Mds precisamente, si A = k[X1,...,X,]|/I, entonces

Dery,(A) = Dery (k[ X1, ..., Xn])" := {6 € Dery(k[X1, ..., X)) | 0(I) C I}.
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Demostracion. Dada 0 € Endg(k[X]) (donde k[X] = k[X1,...,X,]) tal que 6(I) C I componiendo con la
proyeccién natural 7 : k[X] — k[X]/I obtenemos un homomorfismo 7 o 6 cuyo nicleo contiene a I y por ende
induce un homomorfismo 6 : k[X]/I — k[X]/I. Es claro que si # es una derivacién, también lo es 0. Asi,
obtenemos un morfismo

Dery, (k[X])! — Derp(A), d— d.

Es facil probar que este es en efecto un isomorfismo. Dado que k[X] noetheriano y Dery(A) puede identificarse
con un submédulo de Dery (k[X]), siendo es tltimo finitamente generado, se sigue que Der(A) es finitamente
generado como k[X]-médulo y por ende como A = k[X]/I-médulo. O

Proposicién 4.3. Sea A una k-dlgebra y S C A un conjunto multiplicativo. Entonces
Dery,(S™1A) = S Dery(A)

como S™! A-mddulos.

Demostracion. Dada una derivacién d : A — A, definimos una derivacién d’ : S™1A4 — S~1A via

7 (g) _ d(a)s — ad(s)

, paratodoa€ A,s€S.
s 52

Es facil probar que d’ es una derivacién. Por ende, obtenemos un homomorfismo de A-médulos
Dery,(A) — Derg(S™'A).

Dado que S acttia por automorfismos de A-médulos sobre Dery(S~1A) (basta considerar los casos cuando
S contiene y no contiene divisores de cero separadamente), por la propiedad universal de la localizacién (de
médulos) obtenemos un homomorfismo de S~ A-médulos bien definido

S™'Dery,(A) — Dery (S~ A).
La inversa de este homomorfismo esta dado por
d— [a—d(a/1)],
con lo que obtenemos el isomorfismo de S~!A-médulos deseado. ]
4.2. Haz de derivaciones. Sea ahora (X, Ox) una variedad algebraica suave sobre k. Denotamos por
Endy, (Ox) = Homy, (Ox,O0x)

al haz de endomorfismos del kx-médulo Ox. Una derivacidn de Ox es un morfismo de kx-médulos 6§ : Ox — Ox
tal que, para cada abierto U C X, se tiene

Ou(fg) =0u(f)g+ fOu(g), paratodo f,g € (U, Ox).
Escribimos Dery, (Ox) para el subhaz de Endy, (Ox) que consiste de tales endomorfismos. M&s precisamente,
I'(U, Dery, (Ox)) = {06 es una derivacién de Ox|y}

para cada abierto U C X. Es claro del hecho de que Endy, (Ox) es un haz, que Dery, también es un haz, al
que llamamos el Haz de derivaciones de Ox.

4.3. Haztangente. Denotamos por © x a su haz tangente. Recordemos que el haz tangente es el haz de secciones
del fibrado tangente 7 : Tx — X de X. Més precisamente, si U C X es un abierto y si s € T'(U, Tx ), definimos
0s : T'(U,O0x) — I'(U, Ox) mediante

0s(f)(x) = s(z)(f), paratodo feT(U,Ox),z €U,
donde s(x) € Tx,, = T, X. Notemos entonces que si f,g € I'(U, Ox),
0s(f9)(x) = s(x)(fg) = f(x)s(x)(g) + s(x)(f)g(z) = (fs(9) + s(f)g)(x)
para todo x € X, y por ende
0s(fg) = s(f)g+ fs(g), paratodo f,g € I'(U,Ox).

Dado que esta expresion es local, la misma expresion funciona sobre todo abierto V' C U. Ademas, claramente
05 es T'(U, kx)-lineal, de modo que obtenemos un morfismo de haces

(41) F(',TX) —)DSTkX(OX)
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definido, en cada abierto U C X por

U, Tx) +— Homyy, (Ox|u,Ox|v)
s — 0.

Reciprocamente, dado 6 € Homy, |, (Ox|v, Ox|v) que verifica
Ov(fg) =0v(f)g+ fov(g), [.9€T(V.0x)
para todo abierto V' C U, definimos sy : U — Tx mediante
so(z)(f) =0u(f)(x), paratodo f €I (U Ox),z €U.

Esto prueba que el morfismo (4.1) es un isomorfismo y por ende, podemos identificar el haz tangente ©x con
el haz de derivaciones de Ox. Es claro que © x tiene una estructura natural de O x-mddulo.
Una seccién del haz © x se llama un campo vectorial.

Teorema 4.4. El haz tangente ©x es un haz coherente.

Demostracion. Sea U C X un abierto afin de X y sea A = I'(U, Ox). Entonces A es una k-algebra reduci-
da finitamente generada y por el Corolario 4.2 tenemos que Derg(A) es un A-médulo finitamente generado.
Probaremos que

@X‘U = Derk(A),
y esto completard la demostracién, pues entonces basta recubrir X por una cantidad finita de abiertos afines.
Pero esto es simple: Sea f € Ay consideremos Uy = U \ V(f) un abierto principal. Entonces I'(Uy, Ox) = Ay
y por ende, por la Proposicién 4.3 tenemos

—~—

F(Uf, @X) = Derk.(Af) = (Derk(A))f = F(Uf, Derk.(A)),
lo que prueba que los haces O x|y y Dgl:;(/A) coinciden sobre abiertos basicos y por ende son isomorfos. O

4.4, Haz de operadores diferenciales. Manteniendo la notaciéon de la seccién anterior, notemos que el haz es-
tructural Ox puede considerarse como un subhaz del haz Endy, (Ox) del siguiente modo: Para cada abierto
U C X, una seccién f € I'(U, Ox) determina un endomorfismo de Ox|y via multiplicacién, es decir, para cada
abierto V' C U, tenemos que

fvi=flv:T(V,0x) — T'(V,0x), g+ flvg.

Con esto, para cada abierto U, definimos DX (U) como la subdlgebra méas pequena de I'(U, Endy, (Ox)) que
contiene a Ox(U) y a ©x(U). Esto define un sub-prehaz Dx de Endy,, (Ox), que facilmente puede verificarse
es un haz.

Teorema 4.5. Sea (X,Ox) una variedad algebraica afin suave de dimensidn n. Para cada p € X existe un
abierto afin U C X, funciones regqulares x1,...,x, € Ox(U), y campos vectoriales 01, ...,0, € Ox(U) tales
que

[0;,0;] =0, 0;(xj) =05, paratodol <i,j<n

Y
n
Ox(U) = P Ox(U)d;.
i=1
Liamamos a {x1,...,2pn,01,...,0n} un sistema de coordenadas locales sobre U. Ademds, podemos elegir x1, ..., x,

de modo que sus gérmenes general al ideal mazimal my, del anillo local Ox 4.

Demostracion. Seap € X, entonces dimy(m,,/ mf,) = n, por lo que existen funciones regulares x1, . . ., z,, definidas
en una vecindad abierta U C X de p cuyos gérmenes en p moédulo el ideal mf, forman una base de Qﬁf)p =m,/ mf),
y por el Lema de Nakayama, tales gérmenes generan al ideal maximal m,. Esto se traduce en que los diferenciales
dpx1,...,dpx, forman una base del espacio cotangente Q}Qp. Reduciendo U si es necesario podemos asumir que
U es afin. Luego, tomando (puntualmente) la base dual {91, ...,9,} a la base {dz1,...,dx,}, obtenemos una
familia de campos vectoriales 0; € © x. Por definicién

Oi(zj) = dz;(0;) = 6ij

y ademas es claro que

Ox(U) = éOX(U)ai-



D-MODULOS ALGEBRAICOS Y FUNTOR KZ 13

Para terminar, escribamos

[65,,] Z ., con ff; € Ox(U),
entonces
Z = [6:,6,](z0) = 8;0;(x¢) — 3;0i(w¢) = 0,
de donde [4;,6;] = 0. O
Corolario 4.6. El haz de operadores diferenciales Dx es localmente libre. Mds precisamente, para cada punto
p € X existe una vecindad afin U C X y un sistema de coordenadas locales {x1,...,xn,01,...,0,} sobre la cual
= P oxw)o,
aeN"™
donde 0% = 07*,...0%, con a = (0, ..., 0n).

4.5. Haces graduados y haces filtrados. Sea (X, Ox) un espacio anillado y .% un Ox-mdédulo en anillos (es decir,
cada .# (U) es un anillo, no necesariamente conmutativo, y un Ox (U)-médulo, para cada abierto U C X). &
se dice un Ox-mddulo graduado si existe una familia de sub-Ox-mdédulos {%), } >0 tal que

7 =P 7.
n>0

y tal que %, %, C Z,+m para cada n,m > 0, es decir, para cada abierto U C X, %#,(U).%,,(U) C Z,1m(U).
Una filtracion de % es una familia de sub-Ox-médulos {F,,.F },,>0 de F tales que F,.% es un subhaz de
F, 117 para todo n > 0y tal que se verifican las siguientes condiciones:

1. ¥ = U F,, %, es decir, para cada abierto U C X, se tiene que
n>0

n>0
2. (Fo,ZF)(FnZ) C FrypmF para cada n,m > 0.

En este caso, decimos que (#, F) es un Ox-mddulo filtrado.
Por conveniencia, definimos F_1.% = 0.
Para cada n > 0, se define el Ox-mddulo gr,,.# como el cociente de haces

g, 7 = (Fn7)/(Fo1 %),
y definimos el Ox-médulo grf’.# como la suma directa
gt 7 = @ gr, F
n>0

Llamamos a grf’.Z el haz graduado asociado a (., F). Equipamos a grf’.# con una estructura de haz de anillos
graduados como sigue: Primero, consideramos los prehaces (F, % /F,,_1.% )pre ¥ formamos el prehaz

(2" )pre = D (FuF [ Fo 1.7 ) pre-
n>0
Este prehaz tiene una estructura natural de prehaz de anillos. En efecto, si U C X es abierto, dados s € F,,.% (U)
y t € F, #(U), definimos
(s+ Fo1ZF(U))(t+ Frne1 ZF (U)) = st + Frypm-1F (U).

Esto equipa a (grf.%#)pre(U) con la estructura de un anillo graduado. Luego, el funtor de hacificacién aplica
(gr" F) pre > grl".F (recordemos que el funtor de hacificacién es un adjunto por izquierda, y por ende conmuta
con sumas directas) equipando a grf’.# con una estructura de haz de anillos graduados.

Es claro de la construccién que grf'.# es un haz graduado, y que gr define un funtor desde la categoria de
haces filtrados filtSh(X) hacia la categorfa de haces graduados grSh(X), dado por

gr: filtSh(X) — grSh(X), (Z,F)+— g7
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4.6. Filtracién por grados. El haz de operadores diferenciales Dx sobre una variedad algebraica suave (X, Ox)
admite una estructura de haz filtrado que describimos a continuacién. Para cada abierto afin U con un sistema
de coordenadas {z1,...,zp,01,...,0,}, definimos

F,Dx(U) = @ ox(U)o"
jal<n

donde si a = (a1,...,a,) € N, tenemos que |a| = a1 + --- + a,. Antes de definir esta filtracién sobre un
abierto general, denotemos por Loc(X) a la coleccién de todos los abiertos afines U C X sobre los cuales existe
un sistema de coordenadas locales. Asi, si V' C X es un abierto arbitrario, definimos

F,Dx(V)={P € Dx(V)|Plv € Dx(U) para todo U € Loc(V)}.
Llamamos a F' la filtracion por grados del haz Dx.

Observaciones 4.7. —
1. Por definicién tenemos que FpDx = Ox.
2. Dado que 0%0° = 9*18 tenemos la igualdad
(FoDx)(F,Dx) = FruymDx.

La siguiente descripcién de F' nos proporciona una descripcién similar a la de las algebras de operadores
diferenciales presentadas en la introduccion.

Proposicién 4.8. Para cadan > 0, y cada abierto U C X, tenemos que
F,Dx(U) ={P € &Endy, (Ou) | [Pv, f] € Fae1Dx (V) para todo f € Ox(V) y todo V C U},
provisto que F_1Dx = 0.
Demostracion. Dado que los abiertos que conforman Loc(X) forman un recubrimiento abierto de X y todo haz
estd determinado por sus restricciones a los abiertos de un recubrimiento, basta probar el resultado para un

abierto afin U C X con un sistema de coordenadas {x1,...,2Zn,01,...,0n}.
Supongamos entonces que P € F,,Dx(U), entonces podemos escribir

P = Z 9a0%, para ciertas g, € Ox(U).
lo|<n
Sean f,h € Ox(U), entonces tenemos que

[P, flh =" (90" (fh) = fga0*(h))

la|<n.

=Y |90 >0 PF)(0°h) = fga0* () | ,
|| <n B<a
donde 8 < « significa que B; < a; para todo ¢ y la diferencia o — 8 se realiza componente a componente.
Escribiremos 8 < a si 8 < a'y 8 # a. Nétese que si 8 # « entonces |3| < |a|. Con esto,

[P SI="Y " 90 Y (0777 1)(0°h) = Qh
lal<n B<a
donde
Q=Y ga Y (0*7°))0° € F, 1 Dx (V).
|| <n B<la
Como h es arbitrario, se sigue que [P, f] € F,,_1Dx(U) para todo f € Ox(U).
Refiprocamente, supongamos que P es un endomorfismo ky-lineal de Oy que verifica que [P, f] € F,,_1Dx (U)
para todo f € Ox(U).
En particular [P, z;] € F,,_1Dx (U), y de manera andloga al Paso 2 de la demostracién del Teorema 1.1 existe
un operador diferencial @ que verifica [@,z;] = [P, z;] para todo 1 < i < n, y por ende [P — @, z;] = 0 para
todo 1 <7 < 0. El resto de la demostracién es anadloga a la demostracién del Teorema 1.1. O

Corolario 4.9. Para cada abierto U C X tememos que

[FmDX(U)a FTLDX(U)] - Fm—i—n—lDX(U)v para todo m,n > 0.
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Corolario 4.10. El haz gr¥Dx es un haz de anillos conmutativos finitamente generados sobre Ox .

Demostracion. No es dificil probar que en este caso los sumandos directos (F,Dx/F,,—1Dx )pre son de hecho
haces y por ende (grfDx)pre = grf Dx. Como Ox-médulo, cada sumando directo es localmente finitamente
generado por los operadores diferenciales 9* con |a| = n. De este modo el haz graduado grDx es finitamente
generado como Ox-dlgebra por los operadores diferenciales de orden 1. Por el Corolario anterior, cada gr”Dx (U)
es un anillo conmutativo. Esto completa la demostracién. (Il

4.7. Simbolos principales. Dado un sistema de coordenadas (z1,...,zp,01,...,0p) sobre un abierto afin U C X,
denotamos por &; a la imagen de 9; € grf Dx (U), es decir,

& =0, +FDx(U), 1<i<n.

Entonces tenemos que
gr,Dx(U) = €D Ox(U)e*, €* =& g,
la|<r
y en consecuencia
gt Dx (U) = Ox(U)[&, ..., &)
Para cada r > 0, definimos un morfismo

oplu : FDx(U) — gr,Dx(U), P+ o,(P)= P+ F,_Dx(U).

Si P € F,Dx(U)\ F,_1Dx(U), lamamos a o.(P) el simbolo principal de P. De este modo, &; es el simbolo
principal de 9;.

Sea m : T*X — X el fibrado cotangente de X. Para cada punto p, podemos usar &;(p),...,&.(p) como
coordenadas del espacio cotangente 7,y X con respecto a la base dz,...,dz,. Esto establece (asumiendo que
U es suficientemente pequefio para estar contenido en una carta trivial) un morfismo biyectivo entre gr’ (U) =
Ox(U)[&,.-.,&n] v el dlgebra de secciones 7, Op»x (U), por lo que obtenemos

Teorema 4.11. Sea 7: T*X — X el fibrado cotangente de X. Entonces existe un isomorfismo canonico

gl"FDX = W*OT*X.

5. D-MODULOS ALGEBRAICOS Y CONEXIONES PLANAS

5.1. D-médulos algebraicos y el funtor de localizacién. Sea (X, Ox) una variedad algebraica suave y sea Dx su
haz de operadores diferenciales. Un D-mddulo algebraico izquierdo sobre X es un haz M de grupos abelianos
tal que para cada abierto U C X el estd equipado con la estructura de un Dy (U)-médulo izquierdo y esta
estructura es compatible con los morfismos de restriccion, en el sentido de que el diagrama

Dx(U) x M(U) —— M(U)

l l

Dx(V) x M(V) —— M(V)

conmuta para cada inclusiéon de abietos V' C U. De manera anéloga se define un D-mddulo algebraico derecho
sobre X. Usualmente omitiremos el término “algebraico” y nos referiremos inicamente a D-mdédulos. Mas ain,
cuando no especifiquemos si el médulo es izquierdo o derecho, siempre asumiremos que es izquierdo.

Noétese que en particular un D-médulo (izquierdo o derecho) sobre X tiene la estructura de un Ox-médulo.
Un D-médulo se dice coherente (resp. quasicoherente) si es un Ox-médulo coherente (resp. quasicoherente).
Entonces definimos las siguientes categorias:

» Mod(Dx) es la categoria de D-médulos izquierdos sobre X.
» Mod..nw(Dx) es la subcategoria plena de Mod(Dx) de D-mdédulos coherentes.
» Modgcon(Dx) es la subcategoria plena de Mod(Dx) de D-médulos quasicoherentes.

Escribamos Dx =T'(X,Dx) y A =T(X,Ox). Dado un Dx-médulo M (o lo que es lo mismo, un D-médulo,
en el sentido dado en la introduccién, sobre Dy ), para cada abierto afin U C X, tenemos que Dx (U) tiene una
estructura de Dx-médulo y por ende de A-médulo dada por el morfismo de restriccién Dx — Dx (U) del haz
Dx, y podemos definir el prehaz U — Dx (U) ® 4 M. Denotamos al haz asociado a este prehaz por Dx ®4 M.

Definimos el funtor de localizacién como

AIDx—MOd—)MOd(DX), Mw— Dx @a M.
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Si X es una variedad algebraica afin, sabemos que el funtor de secciones globales T'( X, -) : Qcoh(X) — A-Mod
es una equivalencia de categorias cuya inversa es el funtor M — M. Mas aun, en este caso tenemos que

A(M) =Dx ®0, M,

lo que implica que A(M) es quasicoherente. Para una variedad algebraica general X, aplicando lo anterior a
cada uno de los abiertos de un recubrimiento afin de X, obtenemos que A(M) es un haz quasicoherente y por
ende

A DX -Mod — MOquOh(Dx),
es decir, el funtor de localizacién toma valores en la categoria de D-mddulos algebraicos quasicoherentes.
Teorema 5.1 (Serre). Sea X una variedad algebraica afin. El funtor de secciones globales T'(X,-) : Dx -Mod —
Modycon(DPx) es una equivalencia de categorias con inversa A.

Estos funtores definen ademds una equivalencia entre las categorias de mdodulos finitamente generados y
modulos coherentes.

Demostracion. Los funtores T' = I'(X, ) y A son exactos por la discusién precedente. Sea M un D x-médulo,
entonces existe una sucesion exacta
oI @®J
DY — DY’ — M — 0,
y al aplicar el funtor A obtenemos una sucesién exacta
DY — DY — A(M) — 0.

Aplicamos el funtor de secciones globales y obtenemos el diagrama conmutativo

DY DY’ M 0
DY DY’ (X, A(M)) — 0

donde los morfismos verticales son los morfismos de adjuncién. Dado que los objetos en las dos primeras columnas

son libres, los morfimos en dichas columnas son isomorfismos. Por ende, el Lema de 5 implica que el morfismo de

la tercera columna es un isomorfismo. Esto prueba que el funtor I' o A es naturalmente isomorfo a la identidad.
Ahora, dado un D-mdédulo algebraico M sobre X, consideramos el morfismo de adjuncién

oM AT(X, M) — M.
Denotamos por K su nicleo y por C su contcleo, entonces tenemos la sucesiéon exacta
0— K — AT(X, M) A M —C —0.
Aplicando el funtor de secciones globales, obtenemos la sucesién exacta
0 —I'(X,K) — TI'(X,A(l(X,M))) —-T'(X,M) —=T(X,C) —0,

y por la parte anterior de la demostracién, la flecha central es un isomorfismo, de modo que I'( X, K) = I'(X,C) =
0 y dado que T" es una equivalencia a nivel de Ox-mddulos, esto implica que K = C = 0, por lo que o4 es un
isomorfismo. De este modo obtenemos un isomorfismo entre el funtor Ao y el funtor identidad. Esto completa
la demostracion. |

5.2. Conexiones planas. Sea M un Ox-médulo quasicoherente. Una conexion sobre M es un morfismo de
C x-médulos
Viexﬁgndcx(/\/{h 0 — Vo

que verifica, para todo f € Ox, 0 € Ox y s € M,

(C1) Vyo(s) = fVo(s); ¥

(C2) Vo(fs) =06(f)s+ [Vq(s).
Para cada 6 € Ox, el endomorfismo Vg : M — M se llama la derivada covariante con respecto a 6.

Si ademés V verifica, para todo 61,05 € Ox y s € M, la condicién
(CD) Vig,,0.1(s) = [Vo,, Vao](s),

decimos que V es una conexion integrable o conexion plana.

Observaciones 5.2. —
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1. Notemos que la condicién (C1) en la definicién anterior significa que V es de hecho un morfismo de
O x-mddulos. Por ende, podemos decir que una conexién sobre M es un morfismo de O x-méddulos

V:0x — Endcy (M), 0+— Vg

que verifica la condicién (C2).
2. Existe un isomorfismo natural de C-espacios vectoriales

Homox (ex,gndcx (M)) AR HOHl(CX (M,M Rox Qﬁ()

que a cada ¢ : Ox — Endcy (M), 6 — g le asigna el morfismo de Cx-médulos M — M ®0, Q%
definido sobre una vecindad afin U con un sistema de coordenadas {x1,...,&n,01,...,0,} por

5 — Z(pai(s) ® dz;
i=1

Con esto en mente, podemos definir una conexién sobre M de manera similar como un morfismo de
C x-modulos

V:M— M®o, Q%
que verifica la condicién
V(fs) = fV(s) +s@df.

Esta definicién aparece frecuentemente en la literatura.
3. Dada una conexién V sobre M, definimos el operador V? : /\2 ©x — Endc, (M) como

V2(61,602) = [Vo,, Vos] — Vio, 0,)-

Entonces V? se llama la curvatura de V. Por ende una conexién plana es una conexién tal que su
curvatura es cero (de ahi el nombre de conexién plana).

Dado un Ox-médulo quasicoherente M equipado con una conexién plana V, podemos definir sobre este la
estructura de Dx-mddulo izquierdo definiendo

(5.1) 0-s=Vy(s), 0€0Ox,se M.

Para probar esto, consideremos un abierto afin U C X sobre el cual estd definido un sistema de coordenadas
locales {x1,...,2pn,01,...,0,} v la C-dlgebra Y generada por los simbolos formales y¢,ys, con f € Ox(U) y
0 € ©x(U) sujetos a las relaciones

Yrg = YiYgr  Yf+g = Y5+ Ygs fr9€0x(U)
Y01+6, = Yo, + Yo, Y(61,05] = (Y015 Y0.] 61,62 € ©x(U)
Yre =Yrve,  Yo.5] = Yo(s) fe0x(U),0c0x(U)

Existe claramente un epimorfismo de C-dlgebras Y — Dx (U). Las relaciones equipan a Y con una estructura
de Ox(U)-dlgebra mediante fy, = yry = Yryy ¥ fyo = yso = ysye. Es claro entonces que tenemos una
descomposicién

Y =P Ox(U)ys, v5=uvs - vg"
aeNn

y esta descomposicién prueba que el epimorfismo de C-dlgebras Y — Dx (U) es una biyeccién, por lo que Dx (U)
es isomorfa a Y. En particular, los elementos Vy verifican las relaciones definidoras de Y, por lo que la férmula
(5.1) equipa a M con una estructura de Dx-mddulo. Reciprocamente, si M es un Dx-mdédulo, dicha férmula
equipa a M con una conexién plana V. Entonces hemos demostrado

Teorema 5.3. Un Dx-mddulo quasicoherente es lo mismo que un Ox-mddulo quasicoherente equipado con una
conezion plana.
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5.3. D-médulos coherentes. Ahora nos enfocaremos en la categoria Modon(Dx) de D-mddulos algebraicos
sobre una variedad algebraica X que son coherentes sobre Ox.
El primer resultado importante es el siguiente:

Teorema 5.4. Sea M un Dx-mddulo izquierdo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) M es coherente (como Ox-mddulo);
(ii) M es localmente libre de rango finito sobre Ox.

Demostracion. Supongamos que M es coherente como O x-moddulo. Para probar que M es libre sobre Ox basta
probar que para cada x € X se tiene que M, es libre sobre Ox ;. Sea {x1,...,2p,01,...,0,} un sistema de
coordenadas alrededor de z, de tal modo que z1,...,x, generen a m, C Ox ,, el ideal maximal del anillo local
Ox . La coherencia de M implica que el C = Ox ,/my-espacio vectorial M,/ > " | #;M, es de dimensién
finita. Luego, el lema de Nakayama produce un conjunto i, ..., s, € M, tales que M, = Zl";l Ox zs; tales
que sus imdgenes 31, ...,5, € M,/ Z?Zl x; M, forman una C base de este espacio vectorial.

Supongamos que existen f; € Ox , no todos cero tales que

=1

Definimos ord(f;) = méx{/| f; € mf;} Notemos que podemos escribir 9;s; = Zznzl a¢s¢ para ciertas ay € Ox 5.
De este modo, aplicando el operador diferencial J; a esta relacién, obtenemos
m m
0="> (0i(fi)si + fi0;(s;)) = > _ gisi,
i=1 i=1
para ciertas g; € Ox ., y podemos elegir j de modo que
min{ord(f;) |1 <i<m} > min{ord(g;) |1 <i < m}

Repitiendo este argumento obtendremos una expresién de la forma
n

Zhisi =0, hi€Ox,
i=1

donde ord(h;) = 0 para cierto i, y por ende pasando al cociente, obtenemos una expresién de la forma

n n
Y hisi=0 en Mg/ Y xiM,,
i=1 i=1

donde h; € Ox z/m; = C no son todos nulos. Esto contradice el hecho de que 371,...,5,, es una C-base de
M,/ 2?21 ;M. Esto significa que no podemos tener una relacién no trivial de la forma (5.2) y por ende el
conjunto {si, ..., s,} es una base de M, sobre Ox 4, lo que prueba que M, es libre para todo 2 € X y por ende
que M es localmente libre sobre Ox. Dado que M es coherente sobre Ox, concluimos que M es localmente
libre de rango finito sobre Ox.

Reciprocamente, supongamos que M es localmente libre de rango finito sobre X, entonces M es el haz de
secciones de algun fibrado vectorial 7 : M — X y por ende es un Ox-mddulo coherente. ]

Usualmente a un Dx-mdédulo izquierdo que es localmente libre de rango finito (o lo que es lo mismo, que es
O x-coherente) se lo llama una conexidn integrable (no confundir con el término conexién integrable = conexién
plana introducido previamente).

Dado que la categoria de Ox-moddulos localmente libres de rango finito sobre la variedad algebraica X
es equivalente a la categoria de fibrados vectoriales sobre X, es importante relacionar estos de manera méas
profunda.

Sim: FE — X es un fibrado vectorial, una conerién sobre E es una conexién sobre su haz de secciones
E =T(, E). El fibrado FE se dice plano si estd equipado con una conexién plana. En particular, todo fibrado
vectorial plano es un D x-moddulo.

De este modo, obtenemos una categoria FlatVec(X) cuyos objetos son fibrados vectoriales planos.

Teorema 5.5. FEl funtor

FlatVec(X) — Mod.onw(Dx)
que a cada fibrado vectorial ™ : E — X plano (equipado con una conexion plana V) le asigna su haz de secciones
E=T(,FE), es una equivalencia de categorias.
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Demostracion. Esto es una consecuencia inmediata de los Teoremas 5.3 y 5.4. (Il

Sea m : E — X un fibrado vectorial y sea £ el haz de secciones de E. Una conerion afin sobre E es una
aplicaciéon Ox (X)-lineal

V:0x(X)—= Endc(T'(X,E)), 60—V
que verifica
Vo(fs) =0(f)s+ fVe(s), feOx(X),se'(X,E),0e0Ox(X).
Equivalentemente, podemos definir una conexién como una aplicaciéon C-lineal

V:T(X,E) > T(X,T*X ® E)

que verifica
V(fs)=df ® s+ fV(s), feOx(X),sel(X,E).

Notemos que V es una conexién sobre F, esta claramente induce una conexién afin V (reciclamos el mismo
simbolo para ambas conexiones) sobre E.

Observacion 5.6. En el caso de variedades suaves, es posible probar que existe una equivalencia entre los
conceptos de conexiones afines y conexiones, pero ello requiere de la existencia de particiones C*° de la unidad.
Desconozco (y no he encontrado literatura al respecto) de si es posible inducir una conexién a un fibrado
vectorial a partir de una conexién afin. Mi intuicién me dice que no, ya que al parecer no existe una via
canodnica para inducir conexiones afines a los abiertos de una variedad algebraica y por ende no se puede
“hacificar” canénicamente la nocién de conexién. Si el lector conoce alguna referencia al respecto, le agradeceré
mucho me la sepa comunicar.

6. EL CONTEXTO ANALITICO

6.1. El funtor de analitificacién. Sea (X, Ox) una variedad algebraica compleja suave quasiproyectiva. Entonces
X puede ser incrustada en un un espacio proyectivo PV y este ltimo tiene una estructura natural de variedad
analitica compleja. Le heredamos esa estructura al subconjunto X produciéndose una variedad analitica compleja
(pues X es suave) a la que denotamos X?*. Denotamos por Oxan al haz de funciones holomorfas sobre X. Si
f: X — Y es un morfismo regular de variedades algebraicas, entonces la misma funcién es holomorfa, pues
toda funcién que es localmente el cociente de funciones polinomiales es meromorfa, con discontinuidad en los
polos, pero al ser f regular, localmente no posee polos y por ende no los posee globalmente, lo que significa
que f: X?" — Y es holomorfa. Denotamos por f?" a la funcién f mirada como funcién entre las topologias
analiticas.
La discusién previa nos provee de un funtor

()*: Varc — Mang, X — X*

entre la categoria de variedades algebraicas complejas y la categoria de variedades analiticas complejas. Este se
llama el funtor de analitificacion.

La funcién ¢ : X* — X que como aplicacién abstracta es la identidad, es continua entre las topologias
analitica y de Zariski (pues todo abierto de Zariski es abierto en la topologfa analitica). En particular, obtenemos
el funtor imagen inversa

171 Sh(X) — Sh(X™), F+— . '7.

Luego, el haz Oxan tiene una estructura natural de :~!Ox-médulo: La adjuncién entre ¢ =1 y el funtor imagen
directa ¢, establece una biyeccién

HOD.’lSh(Xan) (L_IOX, Oxan) = HOHlSh(X) (OX, Ly OXan),

y por ende la morfismo Ox — 1pOQOxan inducido por ¢ le corresponde un tnico morfismo ¢ 'Ox — Oxan que
equipa a Oxan con una estructura natural de : 1O x-médulo.
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6.2. D-médulos analiticos. .

Sea X una variedad analitica compleja (es decir, X es un espacio de Hausdorff, paracompacto, segundo
contable, y cada punto tiene una vecindad homeomorfa a un abierto de C™, tal que las funciones de transiciéon
son holomorfas) y denotemos por Ox a su haz de funciones holomorfas. Es posible definir el haz de operadores
diferenciales Dx de manera completamente andloga al caso algebraico, y un D-mddulo analitico es simplemente
un Dx-médulo (ya sea izquierdo o derecho). Mantenemos todas las notaciones del caso algebraico en el caso
analitico. En particular tenemos la categorfa Mod(Dx) (resp. Modcon(Dx), Modgcon(Px)) de D-médulos
analiticos izquierdos sobre X (res. D-mddulos O x-coherentes, quasicoherentes).

El teorema 5.5 sigue siendo vélido en el contexto analitico con esencialmente la misma demostracion.
Lema 6.1. Sea (X,Ox) una variedad algebraica compleja. Tenemos que

DXan g OX‘dn ®L710X DX
Demostracion. Existe un morfismo obvio
@ : Oxan R,-104 Dx — Dxan
definido sobre cada abierto U C X mediante
pu(f®P)— fP.
Para probar que ¢ es un isomorfismo, basta verificarlo a nivel de stalks:
Oy - Oxan’w ®Ox,z DX,z — DXan’z

donde hemos usado que (1 *Ox), = Ox,-1(2) = Ox . Para esto, consideremos un abierto afin U C X sobre

el cual estdn definidas coordenadas {z1,...,zp,01,...,0,}, y de este modo tenemos que ¢ induce un morfismo
80&
P Oxn(U) @10, 1) Ox (U)0* — @D Oxan (U) 5—
aeN aeN Oz

donde hemos usado el hecho de que el producto tensorial conmuta con sumas directas en la categoria de médulos
y donde denotamos

o> olel

oz Ozt .- Oz’
Este morfismo es claramente un isomorfismo y por ende tomando el limite directo sobre los abiertos V' C U que
contienen a z, obtenemos que ¢, es un isomorfismo, como se deseaba. O

a=(ay,...,a,) € N".

Con esto, obtenemos un funtor, llamado también funtor de analitizacion
()™ :Mod(Dx) — Mod(Dxan), M r— Oxam @,-10, M.
6.3. Secciones horizontales. Sea M un D-médulo analitico coherente sobre una variedad analitica compleja X.

Entonces M es un Ox-médulo equipado con una conexién plana V. Dado un abierto U C X, una seccién
s € M(U) se dice una seccion plana si

Vo(s)=0-s=0, paratodof e Ox(U).
Denotamos al haz de secciones horizonales por MV . Es decir, para cada abierto U C X,
MY (U) = {s € M(U)|Vy(s) =0 para todo 6 € Ox(U)}.

Observacion 6.2. Dado un D-mdédulo analitico coherente M podemos construir el complejo de de Rham

0— Q% ®ox M — Q% @0y M — -+ — Q% @0y M — 0,
donde el diferencial estd dado localmente por

dP(w® s) :dw®s+2d1’i/\w®5¢s.
i=1
En particular, si identificamos Q% ®¢, M con M, tenemos que d° = V. De este modo el haz de cohomologia
en grado cero de este complejo es
H(Q% ®0y M) = ker(V) = MY

Un célculo directo muestra que
HO( 3( Xox M) = Home (OX,M),
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de modo que obtenemos un isomorfismo
MY Homp, (Ox, M).
Lema 6.3. El haz MY es un Cx-mddulo localmente libre de rango finito, es decir, es un sistema local complejo.

Demostracion. Sea x € X y sea U C X un abierto simplemente conexo (existe pues toda variedad analitica es
localmente contractible) con un sistema de coordenadas {z1,...,z,}, entonces si s € MY (U), tenemos que

s=0, 1<i:<n
3217,’ ’ - =

lo que significa que s es constante en U. Esto prueba que el haz MV es localmente constante. Dado que M es
coherente, entonces es localmente libre de rango finito y por ende MY es localmente libre de rango finito. [

Con esto obtenemos un funtor
(6.1) ()Y : Modcon(Dx) — LocSysq(X).
Teorema 6.4. El funtor (6.1) es una equivalencia de categorias.

Demostracion. Basta definir una inversa para (-)V. Para ello, dado un sistema local £, consideramos el Ox-
moédulo
A(L):=0x ®cy L
y lo equipamos con la conexién
d®ids : Ox @cy L2 0% R0, AL) — Q% @0, A(L) =2 Q% ®c,, L.
Notemos que
(d®ide)(f(g®s)) = (d@ide)(fg®s) = d(fg) @ s = f(dg©@s) +df (g @ s).
De este modo tenemos que
d®ids : A(L) — Q% ®oy A(L),
y por la Observacién 5.2(2) esto equivale a definir una conexién
V: @X — Sndcx (A(,C)),
dada por
Vo(f®s)=0(f) ®s.
Es claro entonces que esta conexién es plana, de modo que A(L) es un D-médulo analitico sobre X. Este es

coherente pues Ox es libre de rango uno sobre Ox y L es localmente libre de rango finito sobre Cx.
Sea M un Dx-moédulo O x-coherente. Entonces

Ox ®@cy MY 2 Ox ®c, Homp, (Ox, M) = Ox @0, M =M,
es decir,
AMY) = M.
Por otro lado, dado un sistema local £, tenemos
ALY ={f®s|0(f) ®s=0paratodod € Ox} =Cx Rcy L= L.

Esto prueba que A es una inversa para (-)V, completando la demostracién. O

Sabemos que toda variedad analitica compleja es localmente conexa por caminos y semilocalmente 1-conexa.
Entonces, si X es conexa, el Teorema 3.7 nos dice que existe una equivalencia de categorias

Stalk, : LocSysq(X) — Repg(mi (X, x)), L+— L,.

para cada punto x € X. Compuesto con la equivalencia (-)V obtenemos un funtor, al que llamamos el funtor de

fibras
(6.2) Fib, : Modcon(Dx) — Repe(mi(X,2)), M r— (MY),,
y hemos demostrado el siguiente resultado fundamental.

Teorema 6.5. Sea X una variedad analitica compleja conexa. El funtor de fibras (6.2) define una equivalencia
de categorias.
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7. EL FUNTOR DE KNIZHNIK-ZAMOLODCHIKOV

Durante toda esta seccién h denota un C-espacio vectorial de dimensién finita y b* = Home(h, C) su dual
algebraico (no usamos la notacién h¥ como hacfamos usualmente por tradicién).

7.1. Grupos de reflexiones complejas. Sea W C GL(h) un subgrupo finito. Un elemento r € W se dice una
pseudo-reflerion o simplemente una reflexion si el subespacio vectorial

fix(r) = ker(r —idy) = {y € b|r(y) = v}
es de codimensién 1 en h. El hiperplano
H = fix(r)
se llama el hiperplano de reflexion asociado a r. Denotamos por R al conjunto de todas las reflexiones en W y
por A al conjunto de todos los hiperplanos de reflexién asociados a elementos de R. Decimos que W es un grupo

de reflexiones complejas o simplemente un grupo de reflexiones (cuando no hay confusién con el caso real) si W
estd generado como grupo por R.

Cuidado 7.1. De ahora en adelante asumiremos que W es un grupo de reflexiones complejas, que R es su
conjunto de reflexiones y que A es su conjunto de hiperplanos de reflexion.

El grupo W se dice irreducible si b es una representacion irreducible de W con la accién natural de W sobre
b.

Ejemplo 7.2. Sean r,n enteros positivos. Denotamos por G(r,1,n) al conjunto de todas las matrices cuadradas
n X n tales que en cada fila y en cada columna poseen una sola entrada no nula, y dicha entrada es una raiz
r-ésima de la unidad. Es facil probar que G(r,1,n) es un subgrupo finito de GL,(C) = GL(C"). Para cada
1 <4 # j < n, denotamos por s;; a la matriz de permutacién que intercambia las componentes 7 y j de un
vector y denotamos por (; a la matriz diagonal cuyas entradas diagonales son todas 1, excepto por una de ellas
que es ( = e2™V=1/7 Entonces las reflexiones en G(r,1,n) son

Clsif¢t, 1<i<j<n0<l<r—1

y
fo1<i<n0<t<r—1.
Es ficil probar que G(r,1,n) es un grupo de reflexiones. Este grupo es isomorfo, como grupo abstracto, al
producto corona
G(r,1,n) =2 (Z/r) 1 Sp,

donde Z/r es el grupo ciclico de orden r y S, es el grupo simétrico de permutaciones de n elementos.

Ejemplo 7.3. Sean r,n enteros positivos y m un divisor de r. El subconjunto G(r,m,n) C G(r,1.n) cuyos
elementos son las matrices tales que el producto de sus entradas no nulas es una raiz r/m-ésima de la unidad
es también un grupo de reflexiones complejas.

Los grupos de reflexiones irreducibles estan completamente clasificados:

Teorema 7.4 (Shephard-Todd). Todo grupo de reflexiones complejas irreducible es isomorfo a uno de los grupos
G(r,m,n) o a algin grupo de una lista de 34 grupos llamados grupos excepcionales.

Para un enunciado més preciso de este teorema y su demostracién se sugiere mirar [LT09], Capitulo 8. No
usaremos la clasificacién explicita en este trabajo, salvo para realizar ciertos comentarios.

En un mundo perfecto, un teorema sobre grupos de reflexiones complejas deberia tener una demostracion
uniforme, sin embargo, muchos de los teoremas méas profundos que involucran grupos de reflexiones complejas
han sido demostrado caso por caso. Esto implica que muchos de los teoremas fundamentales en esta area hayan
sido demostrados en varios papers y por distintos matematicos, a lo largo de grandes esfuerzos mancomunados.

Para cada hiperplano de reflexién H € A, fijamos una forma lineal gy € h* tal que ker(ayy) = H. Denotamos
por Wy el estabilizador puntual de H, es decir,

Wy ={w e W |w(y) =y para todo y € H}.

Sea vy € h un vector no nulo tal que Cvy es W-invariante y h = H @ Cvy (esto siempre es posible pues toda
representacién compleja de dimensién finita es semisimple). Tenemos entonces que Wy actia fielmente sobre
Cuvg: Si w es tal que w(vy) = vy, entonces w = 1 pues al fijar a H, fija todo h. Ademds, claramente el grupo
Wy es abeliano, por lo que debe ser ciclico. Definimos ny = |Wy|. Por definicién, Wy \ {1} C R.
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Para cada r € Wy \ {1} escribimos «,, = ag. Entonces existe un tnico vector a,’ € b tal que
r(r) = x — (v, ), para todo x € h*
donde r(x) denota la accién de r sobre = via la representacién dual de W en h*, la misma que estd dada por

(w(z),y) = (z,w (y)), zebhyehweW.
Notamos que el valor (z, a.’){a,,y) depende tinicamente de z y de y, y no de la eleccién de o, y o).

El grupo W actiia naturalmente sobre el conjunto R por conjugacién: sir € Ry w € W, entonces wrw™! € R.
Consecuentemente, W actiia por conjuacién sobre A: Si H € A, entonces H = fix(r) para cierto r € R, entonces
w - H = fix(wrw™!). Nétese que

yecw-H <= wrw '(y) =y <= rw (y) =w (y) = w(y) € H<=ycw(H).

De este modo w - H = w(H).

7.2. El dlgebra D(h°) x W. Definimos
h°=p\ |J H

HeA

Esta es una subvariedad algebraica abierta de la variedad algebraica afin . También es una variedad analitica
compleja. En ambos casos su dimensién es dime . En lo que sigue de esta subseccién, consideraremos a ambas
como variedades algebraicas. Denotamos por

Clb] =T(h,0) v C[b°]=T(h°,Oc)

a los anillos de funciones regulares globales sobre b y h°. En particular C[h] es un anillo de polinomios en dimc b.

Si definimos
6= H ag,
HeA
tenemos claramente que
C[h°] = Clp][a~"].

Sea Dyo el haz de operadores diferenciales sobre h° y definamos
D(ho) = F(h°7Dh°)7

entonces D(h°) es el anillo de operadores diferenciales sobre C[h°]. Notemos que la accién de W sobre b se
restringe a una accién de W sobre h°, la misma que se extiende naturalmente a una accién de W sobre C[h°] y
por ende a una accién de W sobre el dlgebra D(h°), Mas atin, W actia sobre esta algebra por automorfismos de
C-4lgebras. Esto nos permite considerar el dlgebra D(h°) x W que como conjunto estd definida por D(h°)@c CW
(siendo CW el dlgebra de grupo) y donde la multiplicacién estd definida sobre tensores simples por

(P1 X U)l)(PQ (Y 'w2) = lel(Pg) ®’LU1’IU2.

Usualmente omitiremos el simbolo de tensor ® y escribiremos los elementos solo como concatenacion. Entonces
Pw=PowywP=w(P)w.
Es claro que la aplicacion lineal natural

C[h°] * W — Endc(C[H°])
es inyectiva, y obtenemos
Lema 7.5. La representacion natural de C[h°] x W sobre C[h°] es fiel.

Dado que el anillo de operadores diferenciales D(h°) tiene una filtracién natural F' dada por el grado, esta
filtracién induce una filtracién sobre D(h°) x W mediante

F(D(H°) x W) = (F.D(H%)) @ W,

a la que llamaremos la filtracién por grados de D(h°) x W. Denotamos por P a la imagen de P € F,.(D(h°) x W)
en grf’ (D(h°) x W).
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7.3.  Operadores de Dunkl. Notemos que W actia trivialmente sobre C via w(a) = a para todow € Wy a € C.
Sea entonces ¢ : R — C, 7 — ¢, una funcién W-equivariante, es decir, tal que c¢,,,,~1 = ¢, para todo w € W'y
r € R.

Para cada y € b definimos un operador diferencial “deformado” D, € D(§°) x W mediante la férmula

1—r
D, =0, — Zcr<aT,y>T.

rcR r
Al operador D, se lo llama un operador de Dunkl. Es claro que la aplicacién

h — D(H°)xW, yw— D,
es C-lineal.
Lema 7.6. Seay € b y f € C[h°]. Entonces

Dyf = Dy +0,(f) ~ 3 el ) L "),

o
reR r

Demostracion. Primero supongamos que f € C[h] y procedemos por induccién sobre el grado de f. Para
deg(f) = 0 tenemos que f € C y el resultado es trivial. Asumamos el resultado para polinomios de grado < d.
Todo polinomio de grado d + 1 se puede escribir como combinacién lineal de productos de polinomios de grado
< dy dado que la expresién es lineal en f, basta probarla para un producto fg donde f, g € C[°] son polinomios
de grado < d. Esto es simple:

[Dya fql = [Dy>f]9 + f[Dyvg]

reR oy
= 0,(f9) = 3 (ary) frig) — r(f)rf) +fg—frg)
reR r
= 0,(0) = Yo =100,

reR

como se deseaba. Ahora, probemos que la identidad se verifica para 6~ para m > 1. Notemos que como 0™ es
un polinomio, la identidad se satisface para §™ y asi

0= [Dyvl] = [Dyvaimtsm} = 6im[Dy55m] + [Dlnaim](sm

—5m <8y<6m) _ Z Cr<ar,y> o — T((Sm)r

(6
reR r

> + [Dy, 6" ™]0™

—5m <m§m_1ay(5) _ Z cr<ar7y>6m_wnr> + [Dy,(;—m](sm

r€R &r
Ahora, como
r(ar) = ar — (o, )y = (1 = (ar, o))y,
tenemos que
r(0) = ( [Ja- (04H70¢1VL1>)> 5=, A= [] (- (am ayp)),
HeA HeA
donde o}, = ) para cualquier r € Wy \ {1}. Con esto obtenemos

—m —m— —-m om —r(6)" —-m
Dy, 07™) = —m6~19,(6) + 3 erlap,y)d T()r(é )
reR
—-m 1—Am —mgs—m
= 0y(0 )+Zcr<ar,y> ATy

Qo

— 0,67 - 3 e,y T,

o
reR r

reR



D-MODULOS ALGEBRAICOS Y FUNTOR KZ 25

como se deseaba. Finalmente, para f € C[§°] arbitrario, escribimos f = gé~™ para cierto g € C[h] y m > 0,
luego expandimos

de donde, similar a los calculos anteriores, obtenemos el resultado. O

El siguiente resultado fue probado inicialmente por Dunkl y Opdam en [DO03]. Sin embargo, la demostracién
presentada aqui es distinta a la original.

Lema 7.7. Los operadores de Dunkl conmutan: Si y1,y2 € b, entonces

[Dyl ’ D ] 0.
Demostracion. (P. Etingof) Sea x € h*. Usando la identidad de Jacobi y el lema anterior tenemos
[[DQUD [ yu } [Dyu[Dyzv‘rH
z—r(x xz—r(x
[891 C7 <Oé7,y1>A7"7 Dy2 Dynayz(x) - ZCT<O‘T'7y2>a()T‘|
rER r r€R T

v
>(x,ar>arr o |+

Y2
i

x, o) Yo
Dy17 <.Z', :U2> - Z Cr<ar7y2><a>r‘|

[ z, 291 Cr<047‘> Y1
reR reR r

= ZCT -T,Oér ar,y1>[Dy2J’] - <ar7y2>[Dy17rD

reR
Ahora, notemos que wd,w=! = wiy) Para todo y € hy w € W, y dado que Cypry-1 = ¢ ¥ Quroy-1 = Qi
para todo r € Ry todo w € W, tenemos que wDyw_1 = D) para todo y € h y w € W. En particular,
[Dy, 7] = rD,-1(y)_y- Pero un cdlculo directo muestra que r~'(y) —y = (ay,y)e/, de donde tenemos que
[Dyvr} = <a7“ay>7'DaTVa RS h,T’GR.
Con esto
[[Dyl’D ] ] ZCT<£E,C¥7Y>T' (<ar,y1><ahy2>Da¥ - <aTay2><a7‘7y1)>D0t¥) =0.

rER
Procediendo por induccién sobre deg(f), se sigue que [[Dy;, Dy,], f] = 0 para todo f € C[h] y un argumento
similar al del lema precedente prueba que el resultado es cierto para f = §~" para todo m > 1. Luego el
resultado es vélido para todo f € C[h°] y dado que la representacién de D(h°) x W en C[h°] es fiel, concluimos
que [Dy,,D,,] =0, como se deseaba. U

La imagen de D, € D(h°) x W en gr’’ (D(h°) x W) est4 representada por d,, pues todos los deméds términos
involucrados son de grado cero. Dicho de otra manera, 87y es el stmbolo principal de D,,.

7.4. Algebras de Cherednik racionales. Notemos que el dlgebra C[h] es naturalmente una subdlgebra de D(h°) x
W. Con esto estamos en condiciones de definir el objeto principal de estudio de esta seccién:

El Algebm de Cherednik racional H, = H.(W,h) asociada al grupo W con pardmetro de deformacidn c es la
subdlgebra de D(h°) x W generada por W, los operadores de Dunkl y la subdlgebra CIh].

Denotamos por C[h*] al dlgebra de funciones regulares globales de la variedad algebraica h*, es decir,

Clh*] =T(b", Op-).
Notemos que existen aplicaciones naturales

b* — H. W
r — T, w

H.

H. by —
y — Dy

—
— W,
que inducen morfismos de dlgebras

Cclp) — H., CW — H., C[h*] — H..

Sin embargo, no es claro que estos morfismos sean inyectivos. Sin embargo, estos morfismos permiten definir un
morfismo C-lineal

(7.1) w:Clhl @c CW @c Clh*] — H,, z®@w®yr— zDyw,

al que denominamos el morfismo de multiplicacion.
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Teorema 7.8 (Poincaré-Birkhoff-Witt). El morfismo de multiplicacion (7.1) es un isomorfismo de espacios
vectoriales.

Demostracion. Este morfismo es claramente sobreyectivo. Si consideramos la filtracién
F.(Clh] @ CWC[h7]) = C[h] @ CWEF,C[p"],

donde F,.C[h*] es el conjunto de polinomios de grado a lo més r, es facil notar que el morfismode multiplicacién
respeta filtraciones y por ende induce un morfismo

p' g (Clhl ® CWCIH']) — gr™ (D(H°) x W),

el mismo que es claramente inyectivo por la descripciéon de los simbolos principales asociados a los operadores
de Dunkl. Por cuestiones algebraicas estandar, esto implica que u es inyectivo y asi p es un isomorfismo. O

Observacion 7.9. El teorema anterior describe una base explicita para el dlgebra H.: Sea {y1,...,y,} una base
cualquiera de h y {z1,...,2,} la correspondiente base dual de h*. Una base de H, estd dada por “monomios”
de la forma
x"wa, a,fpeN" weW
donde
— & n B _ B Bn
¥ ="y Dy =D,!---Dyr.

? n

Esto se da pues en este caso los monomios z®wy® forman una base del producto tensorial C[h] @ CW ® C[h*].
Por ende el teorema probado es un analogo al teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt que nos permite describir
explicitamente una base para el dlgebra envolvente universal U(g) de un algebra de Lie g (mirar [Knapp02],
Capitulo III).

El dlgebra de Cherednik racional admite una presentacién por generadores y relaciones. Lamentablemente la
demostracion de esto es muy extensa para ser incluida en este trabajo (a mi, personalmente, me tomé 6 paginas
de cdlculos hacerla) por lo que s6lo haremos un sketch de esta.

Denotamos por

T(h* &h) = P @ h)e"
n>0

al algebra tensorial del espacio h* @ b.
Teorema 7.10. El dlgebra H. = H.(W, ) es isomorfa al cociente del dlgebra T(h* @ h) x W por las relaciones
[z,2"]=0, [y.4]=0 paraz,a’ €bh™,yy' €h

[y, z] — (z,y) + Z er{am, y)(z,a))r  para x € h*,y € b.
reR

Idea de la demostracion. Sea A el dlgebra definida por generadores y relaciones como arriba. Esta algebra es
un caso particular del algebra de Drinfel’d-Hecke, y se puede verificar que satisface la propiedad PBW, lo que
implica que si {z1,...,2,} es una base de h* dual a una base {y1,...,y,} de b, entonces los monomios de la
forma

Tiy T, Yy Yg,w, 1<d << < 1< << gg<nyweWw
forman una base de A (ver [Gril0] para detalles y definiciones, aunque si el lector prefiere, puede buscar la
versién 1 de este articulo en arxiv, donde encontrard una versiéon mas detallada de la relacién de las dlgebras de
Drinfel’d-Hecke con las dlgebras de Cherednik). Usando esta base uno inmediatamente nota que el morfismo de
multiplicacion
Chle@CW aCh*] — A

es un isomorfismo de espacios vectoriales. Por ende la composicion de la inversa de este provee un isomorfismo
de espacios vectoriales

A— H.,

que facilmente puede probarse es un homomorfismo de C-algebras. |
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7.5. Categoria O. Sea M un H.médulo izquierdo. Decimos que los operadores de Dunkl actian de manera
localmente nilpotente si para todo m € M existe un entero n > 0 tal que Dy -m = 0 para todo y € b. Definimos
la categoria O. = O,(W,h) como la subcategoria plena de H.-Mod cuyos objetos son H.-médulos que son
finitamente generados sobre el dlgebra C[h] y sobre los cuales la accién de los operadores de Dunkl es localmente
nilpotente.

Consideremos una sucesién exacta de H.-moédulos

0— M — M — M"— 0.
Es claro que M es un objeto de la categoria O, si y sélo si M’ y M" lo son. Esto prueba
Proposicion 7.11. O, es una subcategoria de Serre de H.-Mod y en particular, O, es una categoria abeliana.

Definimos un funtor A, : Repe (W) — O, como sigue: Sea E una representacién compleja de dimensién
finita del grupo W, es decir, un CIW-médulo. Definimos sobre E una estructura de C[h*] x W-mddulo definiendo

y-e=0, paratodoy € bh,e€ F.

El teorema PBW implica que C[h*] x W es una subdlgebra de H.. Por ende, podemos inducir E a una repre-
sentacién de H, y entonces definimos

AC(E) = Ind(IC{[Cb*]NW(E) = Hc ®C[h*]><lW FE.

No es claro para nosotros que A.(F) sea un objeto en la categoria O,.

Lema 7.12. Tenemos un isomorfismo de C[h] x W-mddulos
Chl®c B — Ac(E), foer— foe

Bajo esta identificacion, la accion de los operadores de Dunkl estd dada por

(72) D, (f9e)=0,(Nse— 3 erlanyl—L)

o ®r(e)
reR

En particular A.(E) es objeto de la categoria O,.

Demostracion. La primera afirmacién es consecuencia del teorema PBW. La ecuacién (7.2) es un calculo directo
similar a los ya efectuados anteriormente. Finalmente, notemos que si m € A.(E), podemos identificar a este
~

elemento con una combinacién lineal finita > .~ f; @ e;, via el isomorfismo A.(E) = C[h] x W, y por ende, si
n > deg(f;) para todo 7, la férmula (7.2) nos dice que

Dy(fi®e;) =0, 1<i<m,

Dy -m = 0 para todo y € . Esto prueba que la accién de los operadores de Dunkl sobre A(FE) es localmente

~

nilpotente. Finalmente es claro que A.(FE) 2 C[h] x W es finitamente generado sobre CIh]. O
Proposicién 7.13. El funtor A, : Repe(W) — O, es ezxacto.

Demostracion. El teorema PBW implica que H. es un C[h*] x W-mdédulo derecho libre, y en particular es un
médulo plano. La conclusion es entonces obvia. O

Cuando E es un objeto irreducible en la categoria Repg (W), decimos que A (E) es un mddulo estandar. La
subcategoria de Serre generada por los médulos estdandar estd contenida en O.. Sin embargo, estas categorias
son iguales.

Teorema 7.14. O, es la subcategoria de Serre generada por los mddulos estandar A (E).

Idea de la demostracion. Sea F,,C[h*] el conjunto de polinomios de grado < m. Definimos el mddulo estdndar
espeso A, mediante
Ac . = Ind((F,C[h*]) ® E).

Entonces por definicién A, ,,, (E) posee una filtracién finita donde cada cociente sucesivo es un médulo estandar,
lo que prueba que A, ,,(F) es un objeto en la categoria O.. Finalmente, basta notar que todo objeto en la
categoria O, es un cociente de una suma de moédulos estandar espesos.

Esto prueba que la categoria O, estd contenida en la subcategoria de Serre generada por los médulos estandar.
La otra inclusién ya fue discutida. O
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7.6. Hacificacién de dlgebras de Cherednik. Dado que W actia sobre C[h] podemos definir el anillo de W-
invariantes como

Clo]"™ = {f € C[o] |w(f) = [, para todo w € W}.
Entonces tenemos el siguiente resultado fundamental:

Teorema 7.15 (Chevalley-Shephard-Todd). El dlgebra C[h]" es isomorfa a un dlgebra de polinomios en un
numero finito de variables.

La demostracion de este resultado esté fuera del alcance de este trabajo. Para una demostracion, nos referimos
a [LT09], Teorema 3.20.
Tenemos entonces que
h/W = Specm(C[h]"),
de modo que h/W es una variedad algebraica compleja afin. Sea Oy, su haz estructural. Para cada abierto
afin U C h/W denotamos
ClU] =T, Oywlv)
para el anillo de funciones regulares sobre U. Via el morfismo de restriccién C[h/W] = C[h]" — C[U], el &lgebra
C[U] tiene una estructura de C[h]"-médulo.
Definimos un haz 7. € Sh((h/W)?") como sigue: Para cada abierto afin U C /W, definimos

H(U™) = C[U] @cpyyw He(EB,b).

Dado que los abiertos afines recubren a /W (incluso en la toplogia analitica), y que las condiciones de pegado se
verifican trivialmente, obtenemos un haz . = S, w,, sobre /W, al que llamamos la hacificacion del dlgebra
de Cherednik racional H.(W,b).

Si U es la preimagen de U en b, entonces . (U) es isomorfo a la subalgebra de endomorfismos de Oh(f] )

generada por Oy (U), el grupo W y los operadores de Dunkl D, y € b.

7.7. El algebra de Hecke finita. En lo que sigue, las topologias en cuestion son las topologias analiticas. Fijemos
p € h°. Dado un hiperplano H € A, un camino de p hacia H en h° es una camino v : [0,1] — b tal que v(0) = p,
v(1) € H y ~([0,1]) € b°.

Dos caminos ~v,7" de xg a H en h° se dicen H-homotdpicos si existe una aplicacién continua T : [0, 1] X
[0,1] — b, llamada H-homotopia tal que
T(t,0) = ~(t) para todo t € [0, 1];
T(t,1) = ~'(t) para todo ¢ € [0, 1];
T(0,u) = p para todo u € [0,1];
T(1,u) € H para todo u € [0,1]; y

5. T(t,u) € h° para todo t € [0,1[ y u € [0,1].

Denotamos por [y]g a la clase de H-homotopia de ~.

Denotamos

Ll S

o=\ |J H.
H#H'€ A
Sea v un camino de p a H en h° y sea B una vecindad abierta de (1) en h° U H tal que B N H° tiene grupo
fundamental abeliano libre de rango 1. Sea u € [0, 1] tal que v(¢) € B para todo t > 1 y sea ¢ = y(u). Entonces
existe un isomorfismo 71 (h° N B, q) — Z. Luego 1 — [)\] para cierto lazo A basado en q.

Denotamos 7, [0, 1] — b al camino v, (t) = (tu) y denotamos por gp,, = [v, ' * A% 7] € m1(h°, p). Es fécil
probar que g|,],, depende tinicamente en la clase de H-homotopia de 7, de modo que la notacién esta justificada.
Llamamos a g,],, el generador de monodromia alrededor de H asociado a []x.

Tenemos el siguiente resultado (véase [BMRI8], Proposicién 2.8).

Teorema 7.16. Existe una coleccion {ogtrea donde cada op es un generador de monodromia alrededor de
H € A de modo que w1 (h°,p) estd generado por {om}reca

El grupo fundamental 71 (h°/W, D), donde P es la W-6rbita de p, se llama el grupo de trenzas de W. Usaremos
las notaciones
Bw = m(b°/W,p) = m1(h°/W, p).
La proyeccién natural §° — §°/W es un espacio recubridor regular (conocido también como recubrimiento de
Galois). Denotamos por Ty a la imagen de o en 71 (h° /W, p) bajo el homomorfismo inducido por la proyeccién
e —h°/W.
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Si ¢ denota el parametro de deformacién del dlgebra de Cherednik H,, escribimos {ro = 0,71,...,7ny-1} =
Wy y denotamos cy,; = ¢, paracada 0 < j <npy —1ycada H € A.
El dlgebra de Hecke finita de tipo W con pardmetro ¢, denotada por H.(W) se define como

’anl

H.(W) = CBW/< H (TH — eQ”i(CHJH/"H)) He A> .

=0

Elecciones de distintos generadores de monodromia producen un algebra isomorfa a H.(W), por lo que la
definicién de esta algebra no depende de la eleccién de los generadores de monodromia.

El siguiente teorema ha sido probado caso por caso para cada grupo de reflexiones irreducible W (ver por
ejemplo [Etil7-2] y las referencias ahi).

Teorema 7.17. Si W es un grupo de reflexiones irreducible, entonces
dime H (W) = |W].

7.8. El funtor de Kniznik-Zamolodchikov. En esta tdltima seccién, W denotara un grupo de reflexiones complejas
irreducible. Nuestro objetivo ahora serd el de definir un funtor

KZ:O0.(W,h) — H.(W)-Mod,
llamado funtor de Knizhnik-Zamolodchikov, o también funtor KZ. Esta construccion se realizard en varias etapas.

Fijemos p € . Sea
Wy ={w e Wlw(p) = p},

es decir, el grupo de isotropia de p. También denotamos por I(p) al ideal de p en la variedad algebraica b, es

decir,
I(p) ={f € C[b]| f(p) = 0}.
Definimos el funtor de fibras
Fy: 0. — CW,-Mod, M +—— M(p):= M/I(p)M = (C[b]/1(p)) @c(s) M
Por definicion este funtor es exacto por la derecha. Supongamos desde ahora que p € h°, entonces tenemos que
W, =1y por ende
F,: O, — Vectc
donde Vect es la categoria de espacios vectoriales complejos. En este caso, el funtor F}, admite una factorizacién

Vectc

) x W -mod

en donde D(h°) x W-mod es la subcategoria plena de D(h°) x W -Mod que consiste de médulos que son
finitamente generados sobre C[h];
L:0O.— D(b°) x W-Mod, M +— C[h°] ®cjy M
es el funtor de localizacion, y
D(H°) x W -mod — Vectc

es el funtor de fibras M — M (p) = (C [ ]/Io(p)) o] M, donde I°(p) es el ideal de p en la variedad h°. En
efecto, claramente tenemos un isomorfismo de C[h)- modulos C[b°]/I°(p) ®cppe) C[h°] = C[b]/I(p), y por ende

Fy(L(M)) = (C[h°]/I°(p) @cppe) (C[6°] @iy M)
= ((C[H°)/I°(p)) @crye) CIO°]) e M
= (C[b]/1(p)) @cryy M
= Fp(M).
El funtor de localizacién L : O, — D(h°) x W -Mod es exacto pues la localizacién es exacta (equivalentemente

pues C[h°] es un C[h]-médulo plano). Veamos ahora que [ es un funtor exacto. Para ello, notemos que si M es
un D(h°) x W-médulo finitamente generado sobre C[h], este viene naturalmente equipado con una conexién

0:h — Endc(M), y—0y=D,+ ZQ«(%«,W%.

reR r
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Es claro que esta conexion es plana y por ende M es un fibrado vectorial sobre h° equipado con una conexion
plana, y el funtor de secciones horizonales nos produce un sistema local sobre h° cuyas secciones globales son
un C-espacio vectorial de dimensién finita. Esto define un nuevo funtor

D(h°) x W-mod — Vectc

que por construccién es naturalmente isomorfo a F;I;- Mas aun este funtor es una equivalencia de categorias, de
modo que FZ', es exacto. Esto prueba

Proposicién 7.18. Sip € h°, el funtor de fibras
F, : D(h°) x W-mod — Vectc
es exacto.
La accién por monodromia entonces induce un funtor
(7.3) O, — End¢(F),) -Mod,
y esta misma accion, al ser W-invariante, induce una aplicacién
(b /W, p) — Endc(F),
la que a su vez induce un homomorfismo de dlgebras
(7.4) Ho(W) — Ende(F)p).
Es posible probar que este homomorfismo es sobreyectivo. Ademas tenemos

Teorema 7.19. Si p € h°, entonces
dimc End@(Fp) = |W‘

Demostracion. Ver [GGORO03], Seccién 5. O

Entonces el homomorfismo (7.4) es un isomorfismo, y por ende obtenemos una equivalencia de categorias
Endc(F,)-Mod — H.(W)-Mod,
que compuesta con el funtor (7.3) produce el funtor deseado
KZ:O.(W,h) — H.(W)-Mod,
lo que completa la construccién del funtor de Knizhnik-Zamolodchikov.

Observaciones 7.20. —

1. Si bien no hemos utilizado toda la potencia de los D-médulos algebraicos/analiticos, es posible hacerlo
usando la hacificacion del dlgebra de Cherednik. En este caso, se define un analogo a la categoria O, para
H.-modulos. Estos médulos son coherentes y de rango finito sobre Ox y por ende son fibrados vectoriales
planos. El funtor de secciones planas y la accién de monodromia producen el funtor deseado a nivel de
haces. Ver por ejemplo [Et17-1]

2. Es posible obtener el funtor KZ como caso particular de una construcciéon mas general: los funtores de
restriccién parabdlica de Etingof-Bezrukavnikov. Ver [BE09).

3. Dado que el funtor KZ es exacto, estd representado por un objeto proyectivo Pkyz. Es posible construir
este objeto sin necesidad de recurrir al funtor KZ, lo que provee una descripcién completamente algebraica
de este funtor. Este enfoque se encuentra en [Th17].
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