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1. Ejercicios de clases

(Ejercicio 3.7.13) Sea X una variedad algebraica proyectiva suave e irreducible de dim(X) > 1.
(1) Probar que si L & 0x (D) € Pic(X) es un fibrado en rectas amplio, entonces
H°(X,0x(—mD)) =0 para todo m > 1.

(2) Utilizar (1) para probar que si X es una variedad de Fano, entonces P,,(X) = 0 para todo m > 1.
(3) Probar que P,,,(X) = 1 para todo m > si X es de Calabi-Yau.

Solucién
(1) Empezaremos probando el siguiente resultado:

Lema 1.1. (Ejercicio 3.3.15.) Sean L, M € Pic(X) fibrados en rectas sobre una variedad algebraica X. Si L
es muy amplio y M es globalmente generado, entonces L @ M es muy amplio.

Demostracion. Consideremos los morfismos asociados a L'y M,
o X - P(HY(X,L)V)=P" v on:X = PHY(X,M)Y)=P™,

respectivamente. Mas precisamente, sea {so, . . . , s, } una base de H°(X, L) y {to, .. ., t,, } una base de H°(X, M).
Entonces
pr() = [50(2), ... sn(@)] ¥ om(x) = [to(2),. ..\t ()]

vrem(w) = [so(z)to(z), so(2)t1(2), . .., sp()tim ()],

Sea
A X —>XxX, zw(z,x)

el morfismo diagonal. Dado que X es separada, se tiene que A es una incrustaciéon cerrada. Denotemos por
Y P x P — PV,
con N = nm+n+m, ala incrustacion de Segre, que sabemos que es una incrustacion cerrada. Finalmente, sea

oL xon: X XX =P xP™, (2,y) = (or(x), om(y))

Podemos probar que ¢p X @p; es un morfismo regular de manera muy elegante: Sean 7 : X x X — X
y m2 : X X X — X las proyecciones en la primera y segunda componente, respectivamente, entonces las
composiciones

prom : X XX =P ppyom: X xX —P"

son morfismos regulares, y por la propiedad universal del producto inducen un morfismo regular
X xX —P"x P

que coincide precisamente con ¢y, X @, lo que prueba que este es un morfismo regular. Si G C X x X es cerrado,
entonces G es una (sub)variedad proyectiva (de X x X) y por ende ¢, X ¢ (G) es cerrado en P™ x P™ | lo que
prueba que ¢y, X @ es un morfismo cerrado. Veamos que (¢r, X par) 0o A1 X — P x P™ es una incrustacion
cerrada, para lo cual basta notar una inversa sobre la imagen de este morfismo esta dada por

Im((pr X oumr) 0 A) = X, (z,y) — o' (2),

la misma que es un morfismo regular pues es la composicion gozl o7y, que es composicion de morfismos regulares,
pues ¢, es una incrustaciéon cerrada.
Finalmente, notemos que

b o (pr % oar) o Aw) = Y50, - su(@) [ro(a) .t ()]
= [so(z)to(x), so(x)t1(x), ..., sp(@)tm(z)]
= orem(T),

lo que prueba que ¢rgas es una incrustacion cerrada y por ende que L ® M es muy amplio. O



En particular, si L y M son muy amplios, tenemos que L ® M es muy amplio. Asi, un argumento inductivo
muestra que si L es muy amplio, entonces para todo n > 1 se tiene que L®" es muy amplio. En particular, si
L = 0x(D) € Pic(X) es muy amplio, tenemos que &x(mD) es muy amplio para todo m > 1.

Teniendo esto en cuenta, consideramos las hipdtesis del ejercicio. Si L & Ox (D) es amplio, existe my > 1 tal
que LMo = Gy (mgD) es muy amplio, y el andlisis precedente nos permite concluir que Ox (mmgD) es muy
amplio para todo m > 1.

Observacion 1.2. Es posible probar que Ox (mmgD) es muy amplio para todo m > 1 de una manera distintaﬂ
Como L®™ Oy (myD) es muy amplio, el morfismo

Yreme : X — P
es una incrustacion cerrada. Si denotamos por
Up o P* — PN

n+mo

o ) — 1, obtenemos una incrustacion cerrada

a la incrustaciéon de Veronese, donde N = (
Vm © Qremg @ X — PV,

y si {s0,...,8,} es una base de H°(X, L®™0), entonces {sf?” &« ®s,§’” |0 <l <n,r+---+7¢=m}, es una
base para H°(X, L®™™0) y tenemos que

VUm © @romo () = Vm([s0(2), .- ., sn(z)])
= [s0(2)™, s0(2)™ " (2)s1(2), - .., sn(2)™]
= Premmg (1‘),

lo que prueba que premme es una incrustacion cerrada, y por ende que Ox(mmoD) es muy amplio para todo
m =1 /11

En particular, como dim(X) > 1 esto implica que H(X, Ox(mmqD)) # 0, para todo m > 1. Supongamos, por
reduccion al absurdo, que H(X, Ox(—mD)) # 0 para cierto m > 1, entonces si s € HY(X, Ox(—mD)) # 0,
tenemos que 0 # s®™0 € H(X, Ox(—mmgD)), lo que implica que

HY(X, Ox(—mmoD)) = H*(X, Ox(mmoD)) # 0
y por ende Ox(mmgD) debe ser el fibrado en rectas trivial, Ox(mmyD) = Ox. Pero entonces
HY(X, Ox(mmgD)) = k.
Luego, dado que mmgD es muy amplio, tenemos la incrustaciéon cerrada
Pox(mmop) : X = P(HY(X, Ox(mmoD))") = P(k*) = {pt},

lo que implica que dim(X) = 0, y eso contradice que dim(X) > 1. Esta contradiccion se produce pues supusimos
que HY(X, Ox(mD)) # 0 para cierto m > 1. Por lo tanto, concluimos que

HY(X,0x(mD)) =0 para todo m > 1.

(2) Dado que en este caso wy = Ox(—Kx) es amplio, el resultado anterior implica que
HO(X,wf?}m) =0, paratodom >1,

de donde
P (X) = dimy H2(X,w§™) =0

para todo m > 1.

(3) En este caso tenemos que w§™ = Ox para todo m > 1y por ende

P, (X) =dim, H*(X, Ox) = dim k = 1,

para todo m > 1.

1 Agradezco a Pedro Montero por explicarme este camino.



Mostrar que el axioma (3) en la Definicion 4.3.1. del Apunte puede debilitarse de cualquiera de las siguientes
formas:

(3’) Para cada par de objetos A, As en €, existe su producto A; x As con los respectivos morfismos de
proyeccion p; : Ay x Ay — Aj, j=1,2.

(3”) Para cada par de objetos Ay, Ay en €, existe su coproducto A; @ As con los respectivos morfismos
de inclusion ¢j : Aj = A1 @ Ao, j =1,2.

Maés precisamente, muestre que (3), (3’) y (3”) son equivalentes bajo los axiomas (1) y (2).
Solucién.

Es claro que el axioma (3) implica a los axiomas (3’) y (37).
Asumamos el axioma (3’) y sean Ay, Ay objetos en la categoria € y consideremos el diagrama de producto

A A x Ay B Ay

Ahora, consideremos el par de morfismos 14, : A; — A; y 0: Ay — Ay. La propiedad universal del producto
nos provee de un tnico morfismo ¢1 : A; — A; X A tales que el siguiente diagrama conmuta:

Al (71)1 A1 X A2 *>p2 A2

ru\“i /
Aq

De manera anéloga, existe un tinico morfismo t5 : As — A; x As tal que el diagrama

A1<LA1XA2L>A2

Lgl
0 } 1A2

Ay

conmuta.
Notemos que tenemos

pro(tiopi+teops) =(prot)opr+(prowg)ope=14,0p1 +00py =p;

y similarmente ps o (11 0 p1 + 12 0p2) = p2, de modo que el siguiente diagrama conmuta (con u = t1 0 py +tg 0 pa)

Al (71)1 A1 X A2 *>p2 A2

R

A1XA2

pero la identidad 14, x4, : A1 X Ay — A; x Ay también hace conmutar al diagrama, y por la parte de unicidad
en propiedad universal del producto, tenemos que

tpopr+izope =1a,xa, (1)
Con esto, probaremos que el diagrama
A 2 Ay x Ay 2 Ay
es un coproducto en la categoria ¢. Para ello sean f; : A; = B, j = 1,2 morfismos tales que el diagrama

A1L>A1XA2<LA2
B

conmuta. Entonces tenemos los morfismos f; o p; € Homg (A x Az, B). Este conjunto es un grupo abeliano, de
modo que podemos considerar el morfismo

f=fiopi+ faops: Ay Xx Ay — B,



y por la bilinealidad de la composicién tenemos que

fou=fio(prou)+ fao(pron)=fiola, + fr00=f1.

De manera similar tenemos que f oty = fo. Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

A1L>A1XAQ<LA2
\Jc%
B

Atn nos queda probar que f es tnica. Para ello supongamos que existe otro morfismo h : Ay x Ay — B tal que
hov; = f;, 3 =1,2. Luego gracias a tenemos que

h=hola,xa, =ho(t1opi+i0ops)=(how)opi+(how)ops=fiopi+ faops=F,

lo que completa la demostracion. Asi tenemos que el mismo objeto A; x As sirve de coproducto y producto en
esta categoria, lo que implica (3) y (37).
La demostracion de que (3”) implica (3) y (3’) es completamente analoga.

Demuestre que el axioma (4) en la definicion de categoria abeliana es equivalente al siguiente axioma:

(4) Todo monomorfismo es el kernel de algin morfismo y todo epimorfismo es el cokernel de algin
epimorfismo.

Maés atn, pruebe que ambos axiomas son equivalentes al siguiente:
(4”) Todo monomorfismo es el kernel de su cokernel y todo epimorfismo es el cokernel de su kernel.

Solucién.

Iniciemos probando que (4’) y (4”) son equivalentes. Claramente (4”) implica (4’). Supongamos entonces que se
satisface el axioma (4’) y sea f : A — B un monomorfismo. Sea ¢ : B — C' su cokernel. Por hipotesis, existe un
homomorfismo ¢g : B — D tal que f = ker(g), es decir, go f =0y f es universal con respecto a esta propiedad,
en el sentido de que si h : A’ — B es cualquier morfismo con g o h = 0, existe un tinico morfismo h’' : A’ — A
tal que el diagrama

ALB#D
v A
A/

conmuteﬂ Ahora, por la propiedad universal del cokernel, existe un tnico morfismo g’ : C — D tal que el
siguiente diagrama conmuta:

C

q ig/

f ~
A:();BTD

Probaremos con esto que f es el kernel de g. Para ello, sea h : A’ — B un morfismo tal que g o h = 0, entonces
goh=g ogqoh=g00=0,

y dado que f es el nucleo de g, tenemos que existe un tnico morfismo h’' : A’ — A tal que el siguiente diagrama
conmuta

C

q ig,
0

ALB%D

N 9
71
":%

A/

2E] nucleo es un caso particular del concepto de ecualizador: Dados dos morfismos f,g : A — B en una categoria, un ecualizador
es un morfismo e : £ — A que verifica f oe = go e y que es universal con respecto a esta propiedad, en el sentido de que si
h: H — A es otro morfismo tal que f o h = g o h, entonces exise un tinico morfismo h’ : H — E tal que el diagrama

E—3s A—2B
N

conmuta. Un coecualizador se obtiene dualizando la definicién de ecualizador, y el cokernel es un ejemplo de este ultimo.



Esto prueba lo deseado. Asi, todo monomorfismo es el kernel de su cokernel. La demostracion de que todo
epimorfismo es el cokernel de su kernel es similar.

Ahora, probaremos que (4) es equivalente a (4’). Primero supongamos que para todo morfismo f : A — B el
homomorfismo inducido f’ : Coim(f) — Im(f) es un isomorfismo. Es importante entender como se construye
este homomorfismo inducido, por lo que repetimos la construccion aqui: Sea i : K — A el nicleo de f y
q: B — C el cokernel de f. Sea p: A — Coim(f) el cokernel de i y sea j : Im(f) — B el kernel de g. Como
foi=0, la propiedad universal del cokernel p implica que existe un Gnico homomorfismo A : Coim(f) — B tal
que hop = f, es decir, el diagrama siguiente conmuta:

Coim(f) Im(f)

Notemos que gohop = go f =0y como p es un cokernel, es un epimorﬁsmﬂ de donde go h = 0 y por la
propiedad universal del kernel aplicada a j, existe un tnico morfismo f’ : Coim(f) — Im(f) tal que jo f' = goh.
Luego

joflop=hop=f,

es decir, tenemos que el diagrama

Coim(f) — Im(f)

conmuta. Nuestra hipotesis es que f’ es un isomorfismo.

Sea f : A — B un monomorfismo, entonces su kernel es K = 0 % A En efecto, claramente f o0 = 0 y si
g:C — Aestal que fog =0, como f es monomorfismo tenemos que g = 0, de modo que g se factoriza a
través del 0 (anélogamente, si f es un epimorfismo, su cokernel es 0). Veamos entonces que Coim(f) = A. En
efecto, es claro que 1400 =0. Si g: A — D es algtin morfismo tal que g o0 = 0 (es decir, cualquier morfismo)
entonces g es el tnico morfismo tal que go 14 = g, de modo que 14 : A — A verifica la propiedad universal del
cokernel para 0 — A, es decir, Coim(f) = A. Se sigue que [’ : A — Im(f) es un isomorfismo. Entonces tenemos
que f =jo f'y como f’ es un isomorfismo y j es un nicleo de g, se sigue que f es un nucleo de g.
Analogamente se prueba que si f es un epimorfismo, este es el cokernel de su kernel. Esto prueba (47).
Reiprocamente, supongamos (4”) y sea f : A — B un morfismo. Manteniendo la notacién anterior probaremos
que f’ es un monomorfismo y un epimorfismo.

Para esto, probaremos que f’ op es un epimorfismo y que j o f es un monomorfismo. Sea g : Im(f) — D un
morfismo tal que go f' op = 0. Sea £ : ker(g) — Im(f) el kernel de g, entonces por la propiedad universal del
nucleo, existe un tnico morfismo ¢’ : A — ker(g) tal que el diagrama siguiente conmuta:

A ! B

i flop /
W§ Im(f)
H )/ N
D

ker(g

Luego, j o £ es un monomorfismo por ser composicion de monomorfismos, de modo que existe un morfismo
z: B — X tal que j ol = ker(x), y tenemos que

xof:xojo(f’op):xojoﬁoglzoogzo,

de este modo, como ¢ : B — C es el cokernel de f, la propiedad universal del cokernel implica que existe un
unico morfismo u : C' — X tal que u o ¢ = z. Entonces tenemos

roj=uoqoj=uo0=0,

3Si ¢ : B — C es un cokernel de f : A — B, y tenemos que k o ¢ = £ o q para ciertos k,£ : C — D, entonces por la propiedad
universal del cokernel tenemos que existe un tnico r : C — D tal que kog = roq = £ o q. Dado que k y ¢ verifican la misma
propiedad que 7, se sigue por unicidad que k£ = ¢ = r y asi ¢ es un epimorfismo. De manera similar se prueba que todo kernel es un
monomorfismo.



y dado que j o £ es el nicleo de z, existe un tnico morfismo y : Im(f) — ker(g) tal que el siguiente diagrama
conmuta

jot T X

B
Ko, ,
yo 0

Im(f)

De aqui joloy = j = jolyy(y), de donde, como j es monomorfismo, se sique que £ oy = lyy(y) y por ende /
es un epimorfismo. Dado que g o £ = 0 se sigue que g = 0, lo que prueba que f’ o p es un epimorfismo.

De manera completamente andloga se prueba que j o f’ es un monomorfismo.

Con esto a la mano, notemos que Como f’ o p es un epimorfismo entonces también lo es f: Sig: B — D es
un morfismo tal que g o f/ = 0, entonces go f' op = 0 y por ende g = 0. Similarmente, como j o f’ es un
monomorfismo, también lo es f’. Se sigue que f’ es un monomorfismo y un epimorfismo.

Entonces la conclusion es consecuencia del siguiente

ker(g)

Lema 1.3. Un morfismo en una categoria aditiva que verifica (4°) (o, equivalentemente (47)) es un isomorfismo
si y solo si es un monomorfismo y un epimorfismo.

Demostracion. Sea f: A — B un isomorfismo. Entonces claramente f es mono y epi. Reciprocamente, supon-
gamos que f : A — B es mono y epi. Entonces existe un morfismo z : B — X tal que f = ker(z), de donde
zof=0=00fycomo f es epimorfismo, esto implica que x = 0. Asi f = ker(0), con 0 : B — 0. Pero es claro
que 1p : B — B es un nicleo de B — 0 y dado que el nicleo es tinico salvo isomorfismo, se sigue que fog =1p
para un dnico isomorfismo g : B — A. De manera similar se construye h : B — A tal que ho f = 14 y entonces

h=holg=hofog=140g=g,

de donde g es una inversa de f y por ende f es un isomorfismo. O

2. Discusién: Variedades de carcaj

En esta discusion, presentaremos una breve introduccion a las variedades de carcaj, que son espacios moduli de
representaciones de carcajes.

2.1. Carcajes y sus representaciones

Definiciéon 2.1. Un carcaj (quiver en inglés) es un cuadrupla ordenado @ = (Qo,Q1,s,t) donde Qo y Q1
son conjuntos y s,t : Q1 — Qo son dos funciones llamadas salida (o source en inglés) y llegada (target). Los
elementos del conjunto @y se llaman vértices y los elementos de )1 se llaman aristas. Si x es una arista, decimos
que z es una arista de s(x) hacia t(x), o que x inicia en s(x) y termina en t(z). Cuando es claro para el contexto,
diremos simplemente que @ = (Qo, Q1) es un carcaj o que ) es un carcaj.

Sip,q € Qp, definimos el conjunto de aristas entre p y ¢ como

Qp,q) :={r € Qu|s(z) =py t(z) = g}

Un carcaj se dice finito si Qo y (1 son finitos.

Un subcarcaj de @Q es un carcaj Q' = (Qp, @1, s',t') tal que Q) C @y, i = 1,2 y tal las funciones de salida y
llegada verifican s" = s[q, y t' =t|q;.

Dados dos carcajes @ = (Qo, @1, 5,t) y Q' = (Qf, @}, s, t'), un morfismo de carcajes ¢ : Q — Q' esta dado por
un par de funciones ¢ = (¢g, 1) donde ¢o : Qo — Qp, ¢1 : Q1 — Q] son tales que los siguientes diagramas
conmutan:

Q1 —— Q) Q1 —— @
A ¥ b
Qo T Qo Qo BT Qo

Usualmente denotaremos tanto a ¢¢ como a 1 por ¢.
Dados dos morfismos ¢ = (¢g, 1) : Q = Q' vy ¥ = (¢o,%1) : @ — Q" definimos su composicion 1 o mediante

Yoot oo, P1op1): Q — Q.

Es claro que 9 o ¢ es un morfismo de carcajes. Si ) es un carcaj, definimos 1o = (idg,,idg, ). Con esto, vemos
que existe una categoria de carcajes cuyos objetos son carcajes, sus morfismos son morfismos de carcajes y
donde la composicion esté definida como arriba. Denotamos a esta categoria mediante Quiv.



Observacion 2.2. —

1. Podemos definir un subcarcaj de un carcaj @ = (Qo,Q@1,5,t) de manera equivalente como un carcaj
Q' = (Qp, @1, s, ') tal que Q} C Q;, i = 1,2 de modo que el par de inclusiones ¢ = (tg,¢1), con ¢; : QF — Q;
es un morfismo de carcajes Q' — Q.

2. Si p:Q — Q' es un morfismo de carcajes, para todo par de vértices p,q en @ obtenemos una aplicacion
inducida

¢ :Qp.a) = Q'(e(p),0(a), = p(z).
Un carcaj @ = (Qo, Q1) se representa graficamente a través de un multidigrafo I' como sigue: Los vértices de T
son los vértices de @, es decir, Qp. Dados dos vértices p y ¢, dibujamos |Q(p, ¢)| aristas dirigidas de p hacia q.

Ejemplo 2.3. Consideremos Qo = {1,2,3,4} y Q1 = {x1, 29, x3, x4, x5, ¢, 7 }. Entonces definimos las funciones
s,t: Q1 — Qo mediante la siguiente tabla:

x ‘ T ) T3 Ty Is Te xT7
s(zxy| 2 2 2 2 4 4 3
tz)y |1 1 2 3 2 3 4

y graficamente este carcaj luce como sigue.

4

g

34— 2 1

(T~

Definiciéon 2.4. Dados dos vértices p,¢ en un carcaj @, un camino de p a ¢ es una sucesion (z1,...,z,) de
aristas tales que
s(z1) =p, tlz.)=q y s(x;)=t(r;—1) paratodo 1 <i <r.

Escribimos z1x9 - - -z, en lugar de (z1,...,2,). Si & = x1---2, es un camino de p a ¢, definimos s(z) = p y
t(z) = ¢. Al namero r lo llamamos el largo del camino y lo denotamos por ¢(z). Denotamos por Zq(p,q) al
conjunto de todos los caminos de p a g y denotamos

Zq=J Za.q)

P,q€Qo

al conjunto de todos los caminos en Q). Escribimos Wé para el conjunto de todos los caminos de largo /.
Un carcaj @ se dice aciclico si P¢g(p,p) = 0 para todo vértice p.

El siguiente resultado es obvio.
Lema 2.5. Un carcaj finito Q es aciclico si y sélo si Pq es finito.

Ejemplo 2.6. En el ejemplo anterior, z5x4 es un camino de 4 a 3. Ademéas z3zr3rsx; es un camino de 2 a 1,
mientras que rgr7rsr7rex7rer7 €S un camino de 3 a 4. No existen caminos de 1 a 2.

Construcciéon 2.7. Fijemos un anillo conmutativo con unidad A. Vamos a definir un funtor
A(=) : Quiv — A—grAlg

de la categoria de carcajes hacia la categoria de A-algebras asociativas graduadas (no necesariamente con 1).
Sea @ = (Qo, @1, s,t) un carcaj. Para cada p € ()g sea e, un simbolo formal, con la condicién de que e, # e, si
p # q en Qp. Definimos A(Q) como el A-modulo libre con base el conjunto

Pq U{ep|p € Qo}-

Queremos dotar a A(Q) con una estructura de A-algebra. Para ello definimos una forma A-bilineal

AQ) x A(Q) — A(Q), (a,b) — ab

como sigue:



1.Sia=a21---x, y b=y ...ys son caminos, entonces

Ty Ty ys  sit(a) = t(x,) = s =s(b
a'b:5t(a),s(b)x1"'xry1"'ys:{ ! sy (a) = tla) . (1) = 5(0)
0 en caso contrario.

2. Sia =ep, y bes un camino, definimos

b—s b sip=s(b)
av = s(b) = .
po(b) 0 sip#s(b).

3. Si a es un camino y b = e,, definimos
ab = dy(q) pa-

4. Sia=e,y b= e, entonces
ab = 6p g€p.

Luego, como A es libre, extendemos este producto por bilinealidad. Es claro que A(Q) es una A-algebra asocia-
tiva. Si @ es finito, entonces A(Q) es una A-algebra asociativa con unidad, donde

1= Zep.

PEQo

Es claro, en este caso, que la familia {e,},cq, es una familia de idempotentes ortogonales.
Denotemos por A%(Q) al A-submédulo de A(Q) generado por {e, |p € Qo} y para £ > 1, denotemos por A*(Q)
al A-submoédulo de A(Q) generado por @é Entonces tenemos que

AQ) =P A Q)

>0

AYQ)A™(Q) = AT™(Q), para todo £,m > 0.

De este modo, A(Q) es una A-algebra graduada.

Ahora sea ¢ : Q — @' un morfismo de carcajes. Definimos un morfismo de A-algebras A(p) : A(Q) — A(Q")
de la forma obvia: si # = x1---2, es un camino, A(¢)(z) = p(x1) - @(2,) y Alp(ep)) = ey(p). Dado que
A(Q) es libre, esto determina completamente un morfismo de A-modulos A(p) : A(Q) — A(Q’) y es claro por
construcciéon que este es un morfismo de A-algebras. Es claro entonces que obtenemos el funtor A(-) deseado.

Observacion 2.8. Si ¢ : QQ — Q' es un morfismo entre carcajes finitos y aciclicos, en general A(y) : A(Q) — A(Q")
no es un morfismo de A-algebras con unidad, es decir, en general no se tiene que

Alp)(1a@) = La@)-
A(p) serda un morfismo de A-algebras con unidad si y solo si ¢ : Qo — Qo es una biyeccion.

Definicion 2.9. Al algebra A(Q) de la construccion anterior se la llama el dlgebra de caminos del carcaj @ con
coeficientes en A.

Observacion 2.10. Toda categoria pequena es un carcaj.

Definicién 2.11. Sea @ un quiver y k un cuerpo. Una representacion k-lineal (también una k-representacion, o
simplemente una representacion cuando k es claro para el contexto) de @ es un morfismo de carcajes V : Q — ¥
donde ¥ es alguna subcategoria pequena de la categoria de k-espacios vectoriales de dimensién finita.

Mas especificamente, una k-representacion de un carcaj @ = (Qo, Q1) estd dada por una asignacion que a cada
vértice p € Qg le asigna un k-espacio vectorial de dimension finita V(p) y a cada arista x € Q) le asigna una
aplicacion k-lineal

V(z): V(s(x)) — V(t(z)).

Definicion 2.12. Sean V' y W dos k-representaciones de un carcaj Q. Un morfismo de representaciones ¢ :
V' — W es una coleccién de aplicaciones lineales {¢, : V(p) = W (p) |p € Qo} tal que para toda arista z € @1,
el siguiente diagrama conmuta:

V(s(z)) —2 W(s(z))

V(ac)l J{W(m)

V(t(x)) 5 Wt(z)).

Pt(x)



Es claro que entonces obtenemos una categoria Rep,(Q) cuyos objetos son las k-representaciones del carcaj @ y
sus morfismos son los morfismos de representaciones. La composicion de dos morfismos ¢ : U - Vy ¢ : V — W
se define como

(Yo@)p=vpogy, paratodop e Qo.

Asuncion 2.13. Desde ahora en adelante todos los carcajes seran finitos. Denotamos por Quiv, a la subcategoria
plena de la categoria Quiv cuyos objetos son quivers finitos.

Construccion 2.14. Sea @ un carcaj y sea V una representacion de ). Definimos

Lv)= @ v,

PEQo

Sea m, : L(V) = V(p) = L(V) la proyeccion en la p-ésima componente. Sobre L(V') definimos una estructura
de k(Q)-modulo izquierdo como sigue.

1. Si z € @1 es una arista, definimos
) V(z)v siveV(s(x))
pla)(v) = {0 siv & V(s(x)).

Entonces, por la propiedad universal de la suma directa, p(z) : L(V) — L(V) es una aplicacion k-lineal
bien definida.

2. Sixz=ux- 2, es un camino, definimos
p(x) = p(x1) - - p(ar).
3. Para p € Qo, definimos p(ep) = 7p.

4. En general, para un elemento del algebra de caminos x = ayx1 + - - - + a,x, donde cada x; es un camino
o un elemento de la forma e, y los a; son escalares en &, definimos

pl) = a1p(a) + - anplan).
De este modo, obtenemos un homomorfismo de k-algebras
P+ K(Q) — Endy(L(V))

lo que es equivalente a definir una estructura de k(Q)-mo6dulo izquierdo sobre L(V).
Si¢:V — W es un morfismo de representaciones, definimos

L(p) : L(V) — L(W)

mediante
L) (vp)peqo) = (#p(vp))peqo-

Es facil ver que L(p) es un morfismo de k(Q)-médulos y que esta construccion define un funtor
L : Rep,(Q) — k(Q)—Mod.

Reciprocamente, si M es un k(Q)-modulo, definimos M (p) = e,m para cada p € Qo y si € 1 es una arista
definimos
M(x) = x| p(s(z)) : M(s(z)) = M(t(x))

Notemos que esto tiene sentido pues
TM = eyywM C ey M = M(t(x)).

De este modo obtenemos una representacion M(-) del carcaj Q. Es claro que para toda representacion V de Q
y todo k(Q)-moédulo izquierdo M se tiene que

LV)()=V y L(M()) =M.
Teorema 2.15. Para todo carcaj @, el funtor
L : Rep,(Q) — k(Q)—Mod.

define una equivalencia de categorias cuya inversa estd dada por el funtor M +— M(-) descrito arriba.



Ejemplo 2.16. Sea ) un carcaj (finito). Para cada p € Qq, el conjunto
k(Q)ep = span{x € Zq [t(z) = p}
es claramente un k(Q)-modulo izquierdo. Por ende, este corresponde a la siguiente respresentacion V' del carcaj
V.
V(q) = egk(Q)ep = @ kx
z€2Q(q:p)
Maés atn, notemos que
KQ) = B kQep,
PEQo

y dado que k(Q) es un k(Q)-modulo libre, se sigue que los modulos k(Q)e, son proyectivos.

2.2. Cocientes GIT

En todo lo que sigue el cuerpo base sera C, el cuerpo de ntimeros complejos.

Sea G un grupo algebraico lineal. G se dice (linealmente) reductivoﬂ si sus representaciones lineales de dimension
finita son semisimples (i.e. completamente reducibles). En lo que sigue, X denotara una variedad algebraica afin
equipada con una accién algebraica de un grupo reductivo G, es decir, con un morfismo regular

GxX—X, (g9,2)—g¢-x,

que satisface la propiedades usuales de una accion.
Denotamos C[X] = T'(X, Ox) a la k algebra de funciones regulares globales. Entonces G actta sobre C[X] del
siguiente modo:

(g-f)x)=f(g7' x), paratodoxz € X,g€ G, fcC[X].

Una funcién regular f € C[X] se dice G-invariante si g - f = f para todo g € G. Denotamos por C[X]¢ al
conjunto de funciones regulares G-invariantes. Es claro que C[X]“ es una subalgebra de C[X], a la que llamamos
el anillo de invariantes X bajo G.

Teorema 2.17 (Hilbert-Nagata). Si G es un reductivo y X es una variedad algebraica afin, entonces el anillo
de invariantes C[ XY es finitamente generado.

Este teorema fue demostrado por Hilbert para el caso de X = A" y G = GL(n,C) y generalizado por Nagata
para cualquier cuerpo k de caracteristica 0 y cualquier variedad afin X.
Definimos

X/ G = Speem(C[X]%),

y lo llamamos el cociente categorico de X por la accion de G. En virtud del teorema de Hilbert-Nagata, X / G
es una variedad algebraica afin. Dado que existe una inclusién obvia C[X]¢ < C[X], esta induce un morfismo
regular

m: X = Speem(C[X]) — X J/ G,

al que llamaremos el morfismo cociente. La variedad X //G verifica la siguiente propiedad universal: Sigp : X =Y
es un morfismo regular G-equivariante, entonces ¢ induce un tnico morfismo regular @ : X / G — Y tal que el
siguiente diagrama conmuta:

X L; Y
|
X/)G
Teorema 2.18. —
1. El morfismo m: X — X [/ G es sobreyectivo y cada fibra contiene una tnica drbita cerrada.

2. SiY C X es una subvariedad cerrada, el morfismo inducido por la inclusion Y [/ G — X J| G es una
incrustacion cerrada.

Sea ahora x : G — C* un caracter algebraico de G. Definimos el espacio de semi-invariantes mediante
C[X]9™ = {f € C[X]|g- f = x(¢9)"f para todo g € G}

A diferencia del anillo de invariantes, el conjunto C[X]% "X es solamente un espacio vectorial. Entonces definimos
el lugar semi-estable de X asociado a x como

XX = {x € X |existe f € C[X]“™ conn >0y f(x) # 0}.

4En caracteristica cero, que seré el caso del que nos ocuparemos, linealmente reductivo y reductivo son sinénimos




Observacion 2.19. El conjunto XX~°° es abierto en X, pues tenemos la igualdad

X X85 — U Xf7
Fec[x]Gmx
n>0
donde Xy = X \ V(f) es un abierto principal.

Construccién 2.20. Sea SX = @,,-, C[X]%"X. Entonces XX tiene la estructura de una C-algebra graduada.
Denotamos por (S%)+ = @D,,-, C[X]% "X a su ideal irrelevante.

Sea Proj(Sy) el conjunto de todos los ideales primos homogéneos p que no contienen completamente a (S% ).
Si a es un ideal homogéneo de S%, definimos

V(a) = {p € Proj(S%)[p 2 a}.

Es inmediato que los conjuntos V'(a) satisfacen los axiomas para los cerrados de una topologia sobre Proj(S%),
a la que llamamos la topologia de Zariski sobre Proj(S%). Para cada s € (S% )4 denotamos

Dy (f) = {p € Proj(SX) | f & p}.

Es claro entonces que los conjuntos D4 (f) constituyen una base de abiertos para la topologia de Zariski sobre
Proj(S%).

Para cada f € (S%)4 definimos (S%)(s) como el conjunto de elementos de grado 0 en el anillo localizado (S% )
y consideramos el esquema afin Spec(Sy )y cuyo espacio topologico subyacente es claramente D(f);.. Entonces
podemos pegar estos espacios localmente anillados y asi equipamos a Proj(S% ) con una estructura de esquema.

Definicion 2.21. Dado un cardcter algebraico x : G — C*, definimos el cociente GIT (del inglés geometric
invariant theoretic quotient) de X con respecto a x por

X /X G = Proj(S%).

2.3. Acciones Hamiltonianas y aplicacion de momentum

Sea X una variedad algebraica. Una forma simpléctica es una 2-forma w € Q% que es cerrada (i.e. dw = 0) y es
no degenerada. Al par (X,w) lo llamamos una variedad algebraica simpléctica.

Dado un campo de vectores v : X — T, consideramos la contraccion t,w definida por (t,w)(w) = —w(v, w).
Entonces el hecho de que w es no degenerada significa que para toda 1-forma « existe un tnico campo de
vectores 1, tal que tq w = . En particular, para una funcién suave f, tenemos que df es una 1-forma y
por ende existe un tnico campo de vectores {lgr tal que tg,w = df. Llamamos a Qg el campo de vectores
Hamiltoniano asociado a f y lo denotamos por Hy o por v(f). Esto permite definir una forma bilineal

{';'}:ﬁXXﬁX%ﬁ)ﬁ {f7g}:w(HfaHg)7 fagEﬁX-

Notemos que
v(f)g = Qarg = dgSday = —w(Qag, Qar) = w(Qar, Qag) = {f, 9}

de modo que tenemos v(f) = {f,-}. La forma bilineal {-,-} es un corchete de Poisson, en el sentido de que es
bilineal, alternante, verifica la identidad de Jacobi

{£:4g.h}} +{g.{h. }} +{h{f, 93} =0

v la regla de Leibniz no conmutativa
{f.gh} = g{f,h} +{f. g}th.

Sea G un grupo algebraico, y denotemos por g a su algebra de Lie. Recordemos un poco esto: Sea g € G, y
consideramos el morfismo de multiplicacién por g a la izquierda: L, : G — G, h + gh. Este morfismo induce
un morfismo A, : O0q(G) = Oc(G) y decimos que una derivacion D de 0¢(G) es invariante por izquierda si

DXy = AgD, paratodogeG.

Entonces g es el conjunto de todas las derivaciones invariantes por izquierda de Og(G).

Supongamos que G acttia algebraicamente sobre una variedad algebraica afin X. Su accién se extiende a C[X]
lo que provee una representacion de g sobre C[X| y esta accion es por derivaciones, de modo que obtenemos
un homomorfismo de algebras de Lie g — Vect(X), £ — £x, donde Vect(X) es el algebra de Lie de campos
vectoriales sobre X (secciones globales del fibrado tangente).

Si (X, w) es una variedad simplética, un simplectomorfismo de X es un automorfismo p : X — X que preserva la
forma simplética w, es decir, que verifica p*w = w. Una accién de G sobre X se dice simpléctica si cada elemento
de G actua por simplectomorfismos sobre X . En este caso, la aplicacion C[X] — Vect(X) es G-equivariante.



Definicion 2.22. Una acciéon simpléctica de grupo algebraico G sobre una variedad afin X es dice Hamiltoniana
si viene equipada con un morfismo G-equivariante g — C[X], £ — H¢ tal que {x = v(H¢) para todo & € g.
La aplicacion de momentum p : X — g* se define como

(u(x), &) = He(x)

2.4. Variedades de carcaj de Nakajima
Definicion 2.23. Sea @ un carcaj. Una representacion co-enmarcada de @ estd dada por la siguiente informa-
cion:
1. Para cada vértice p € @)y dos espacios vectoriales complejos V}, y W, junto con una aplicacién C-lineal
iy Vp = Wy
2. Para cada arista a € Q1, una aplicacion lineal x, : Vo) — Vi(a)-

El vector v = (vp)peq, dado por v, = dimc V,, se llama vector de dimension, y el vector w = (w,)peq, dado
por w, = dim¢ W, se llama vector de enmarcado.

Definimos el espacio vectorial

R= R(Q,U,w) = @ Homc<‘/;(a), ‘/;(a)) D @ Hom(c(Vp, Wp)
acQ1 PEQo

El grupo G = GL(v) = [],cq, GL(V,) acta naturalmente sobre R. Es claro que G es un grupo reductivo.
Denotamos por g a su algebra de Lie.

Observacion 2.24. Existe un isomorfismo C?° — (g*)¢ dado por

(Ap)peqo — Z Ap try,
PEQo

Ademas, si denotamos por G al grupo de caracteres de G, tenemos un isomorfismo de grupos Z@0 — G dado
por

(Xp)pe@o — | (9p)peqo H det(gp)*
PEQo

Sea X = T*R el fibrado cotangente de R = R(Q,v,w). Entonces X tiene una estructura natural de variedad
simpléctica: Tenemos que X = R* @ R y el emparejamiento dual (-,-) se extiende de manera tdnica a una
forma simpléctica w sobre X. El grupo G actia claramente por simplectomorfismos sobre X, de modo que la
accion de G sobre X es simpléctica. Entonces definimos una aplicacion G-equivariante g — C[X] mediante
& — He = R, la derivacion de C[X] asociada a £ € g. Notemos que esto esta bien definido, pues todo campo
vectorial sobre X puede verse como una funciéon regular sobre X que es lineal en las fibras del fibrado X — R.
Entonces tenemos que la accion de G sobre X es Hamiltoniana y por ende podemos considerar la aplicacion de
momentum g : X — g*.

Definicién 2.25. Sea @ un carcaj finito. Dados xy € Z90 y A € C90, definimos, para cada par de vectores
v,w € (Z>0)?°, la variedad de quiver de Nakajima mediante

‘//)\X(Q’U’w) = M_l()‘) //X G.
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