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Problema 1

Consideremos el cono

X ={(x,y,z) € A3: 22 =xy} C A3

@ Probar que X es singular en p :=(0,0,0) y que X contiene a la recta
L={x=z=0} Al

@ Probar que el ideal | = (X, Z) de A= k[X,Y,Z]/(Z> — XY) no es
principal.

© Deducir que L C X no esta definida por una tnica ecuacién en Ox .
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Problema 1.1

Demostracién:
Considere la recta L = {x = z = 0} = A, claramente se tiene que

0} CLSXCAS,

como tenemos una cadena de cerrados propios, y dim A3 = 3, podemos
concluir que dimL =1y dim X = 2.
Para determinar que X es singular en p se debe probar que

dim 7T,X > dim, X.

Para calcular la dimensidn del espacio tangente de X, observamos que
X = I(f), donde f = z2 — xy. La diferencial dix,y,2)f A3 — Al esta
dada por la matriz

of of Of
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Problema 1.1

Un pequeno ejercicio de dlgebra lineal nos dice que la dimensién del kernel
de d(,,.-)f es 3 en (0,0,0) y es 2 en otro caso. Asi hemos probado que X
es singular solo en el punto p = (0,0,0) pues

dim T(O,O,O)X =~ dim ker d(0,070)f =3 Z 2= dim(070,0) X.
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Problema 1

Consideremos el cono

X ={(x,y,z) € A3: 22 =xy} C A3

@ Probar que X es singular en p :=(0,0,0) y que X contiene a la recta
L={x=z=0} Al

@ Probar que el ideal | = (X, Z) de A= k[X,Y,Z]/(Z> — XY) no es
principal.

© Deducir que L C X no esta definida por una tnica ecuacién en Ox .
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Problema 1.2

Demostracién:

Supongamos por contradiccién que (2) no es cierto, es decir, el ideal

| =(X,Z) de k[X, Y, Z]/(Z% — XY) es principal, luego Z(L) = (f), o
equivalentemente,

Tras localizar en p se tendra

OLp = Ox,p/(f),

y asi, por Teorema de Krull obtendremos que
dim T,L =dim T, X — 1,

lo que es una contradiccién.

Deducir (3) es directo de lo anterior, pues si L estd definida por una tnica
ecuacién, entonces Z(L) = (g) y la contradiccién se obtiene de manera
idéntica.



Poblema 2

Pruebe que el cono
X={(x,y,z) € A3: 22 =xy} CA®

es normal.

Demostracion:
En clases ya probamos que el cono

es normal, luego basta encontrar un morfismo birregular entre estos dos
conos.
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Problema 2

Considere el cambio de variables

X=x+Iy
y=x-—ly
z=12z

pues en tal caso,

xy = (x+iy)(x —iy) = X2 + 2.

Este cambio es regular y su inversa estard dado por

=(x+y)/2
=(x—y)/2i

que también es regular.



Problema 2

Asi hemos probado que el cono
X={(x,y,2) € A3: 22 =xy} CA®

es normal.

Recordemos un teorema que nos dice que toda variedad X irreducible y
normal, el conjunto de singularidades tiene dimensién menor igual que

dim X — 2. En el ejemplo del cono se puede observar que las singularidades
es solo un punto (i.e. de dim0) mientras que la dimensién del cono es 2.
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Teorema de Lefschetz

Nuestro objetivo es dar una demostracién al Teorema de la seccion
hiperplana de Lefschetz que nos afirma que una variedad algebraica afin
no singular compleja de dim n, en lugar de tener la topologia de algo de
dimension real 2n, tiene la topologia de algo real de dim n.
Explicitamente, se enuncia como sigue

Teorema de Lefschetz

Toda variedad algebraica afin no singular M de dimensién compleja k es
homotopicamente equivalente a un CW-complejo finito k—dimesional.

Para ello, usaremos herramientas de geometria diferencial, principalmente
la Teoria de Morse.
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Preliminares

Comenzaremos dando resultados acerca de variedades diferenciables que
se definen de manera distinta a las variedades algebraicas, pero
conceptualmente es la misma idea.

Una variedad diferenciable (resp. compleja), es un espacio topoldgico
localmente como un R” (resp. C"), es decir, para cada punto p en la
variedad existe un abierto que lo contiene que es homeomorfo a una
abierto de R” (resp. C"), diremos que n es la dimensidn real (resp.
compleja) de la variedad.

Estos homeomorfismos son llamados cartas locales y permiten asociar a

cada punto en la variedad coordenadas locales que permite estudiar por
ejemplo la diferenciabilidad de funciones al ser esta una propiedad local



Introduccidn a la teoria de Morse

Dada una funcién f : M — N entre variedades, diremos que un punto
p € M es un punto critico de f si es que la derivada df, : To,M — T¢, )N
no es sobreyectivo.

En lo que sigue, M serd una variedad suave de dimensién ny f : M — R
una funcién suave.

Dado que T¢(,)R es un e.v. de dimensidn 1, se tiene que p es un punto

critico de f, si y solo si, df, es la funcién nula. Si (xg,...,X,) son
coordenadas locales alrededor de p, esto significa que

of of

T (p)=...= —0.

9, \P) 9. (P)



Introduccidn a la teoria de Morse

Definicidon

Un punto critico p € M es no degenerado si es que en cartas locales

(X P ,Xn), |a n atIiZ

es invertible. En otro caso decimos que es un punto critico degenerado.

v

Definicion

Decimos que f : M — R es una funcién de Morse si es que todos sus
puntos criticos son no degenerados.
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Introduccidn a la teoria de Morse

Sea p € M un punto critico, el hessiano de f en p es la aplicacién bilineal
simétrica dada por

d’fy: T,M x T,M — R

220 2y
Ox;'P’ ox; P Ox;0x; P




Introduccidn a la teoria de Morse

Recuerdo

El indice de una forma bilineal B sobre un espacio vectorial V es la
maxima dimensién de un subespacio V en cual B es definida negativa. Lo
que equivale al nimero de valores propios negativos de cualquier
representacién matricial de B.

Definicidon

Definimos el indice de f en p como el indice de la aplicacién bilineal dzfp.
Si f es clara del contexto escribiremos simplemente el indice de p.
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Lema de Morse

Teorema (Lema de Morse)

Sea p € M un punto critico no degenerado de f, luego existen
coordenadas locales (y1, ..., y,) tal que en una vecindad de p se tiene que

f=f(p)— (1) — =)+ s1)> + -+ (v)?

donde A es el indice de f en p.




Corolario

Los puntos criticos no degenerados son aislados, esto es, si p € M es un
punto critico no degenerado, luego existe una vecindad U de p tal que p
es el Unico punto critico no degenerado en U.

Demostracién: Sea p € M un punto critico no degenerado de f, luego por

el Lema de Morse, existen coordenadas locales (yi,...,ys) tal que en una
vecindad de p se tiene que
Fyieovn) = F(p) = (1)* = = (10)* + () + -+ (),

y tras derivar parcialmente respecto a y; se tiene que

of

8y,'(q) = +2y(q),

por lo tanto, g es un punto critico, si y solo si, y;(q) = 0 para todo i, lo
que solo es posible si p = q.



Resultados importantes

La Teoria de Morse nos permite entender y poder reconstruir la variedad
analizando los puntos criticos de una funcién de Morse, enunciaremos los
principales resultados.

Definicion

El conjunto de subnivel de f es un subconjunto de M de la forma
M? = {xe M: f(x)<a}

para algin a € R.

Teorema

Sean a, b€ R, con a < by tales que f~1([a, b]) C M es compacto y no
contiene puntos criticos. Luego M? es un retracto de MP,
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Teorema

Sea p € M un punto critico no degenerado de f con f(p) =cysead >0
tal que f~1([c — &, ¢ + J]) es compacto y no contiene ningtin otro punto
critico ademds de p. Luego, existe € > 0 tal que M€ es
homotdpicamente equivalente a M~ con una A\—célula unida, donde A es
el indice de f en p.

Teorema

| \

Supongamos que f tiene solo finitos puntos criticos, todos de ellos no
degenerados y tales que M? es compacto para todo a € R. Luego M es
homotépicamente equivalente a un CW—complejo con una A—célula para
cada punto critico de indice A.
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Variedades inmersas en un espacio Euclideano

Supongamos ahora que M — RK. Dado un punto p € R¥ definamos
L, : M — R,
g p—aql*

Como consecuencia del Teorema de Sard se tiene el siguiente resultado

Teorema

Para casi todo p € R¥ la funcién L, : M — R no tiene puntos no
degenerados, es decir, L, es una funcién de Morse.

Se puede observar que L;l((—oo, a]) es compacto para todo a € R.



Variedades inmersas en un espacio Euclideano

Consideremos la variedad ortogonal a M dada por
N={(q,v)e MxR": v1 T;M},

que es de dimensién r y se puede incrustar de manera natural a R?".
Sea E : N — R" dada por (q,v) — q + v.

Sea g € M. Un punto p € R’ se dice punto focal de (M, g) con
multiplicidad p si es que p = E(q, v) para algin v L TqM se tiene que
dE(q, v) es no singular con nulidad 1 > 0.




Variedades inmersas en un espacio Euclideano

Fijemos g € My (u1, ..., u,) coordenadas locales alrededor de g.

Definicidn
La segunda forma fundamental de M en g en la direccion v es la

matriz

( x (q))
Vv -
QuiOu; 1<ij<k

Definicion

Dado v € (T,M)* con |v| = 1, la segunda forma fundamental de M en q
en la direccion v es una matriz real simetrica, por lo tanto, con k valores
propios reales (contando multiplicidad). Los denotaremos K; < --- < Ky y
diremos que son las curvaturas principales de M en g en la direccién
de v.
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Resultados importantes

Teorema

Dado v € (T,M)* con |v| = 1, los puntos focales de (M, q) sobre la recta
{g + tv| t € R} son exactamente de la forma q + K v para todo K; # 0.
En particular, hay exactamente k puntos focales de (M q), contando
multiplicidad.

Teorema

Si g € M es un punto critico no-degenerado de L, : M — R para algtin
p € R’, entonces el indice de g como punto critico de L, es igual al
niimero de puntos focales de (M, q) sobre el segmento gp contando
multiplicidad.
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Resultados importantes

Sea M C C" es una subvariedad compleja de dimensién ky g € M.
Luego, los puntos focales de (M, g) son simétricos respecto a g, es decir,
si g+ tv es un punto focal, entonces g — tv es también un punto focal con
la misma multiplicidad.

Sea M C C" una variedad algebraica afin no singular y p € C" tal que
todos los puntos criticos de la funcién L, : M — R son no degenerados.
Entonces L, tiene solo finitos puntos criticos.

Una variedad algebraica afin no singular M C C" es una subvariedad
compleja.
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Demostraciéon del Teorema de Lefschetz

Ya estamos en condiciones de probar el teorema principal.

Teorema de Lefschetz

Toda variedad algebraica afin no singular M de dimensién compleja k es
homotopicamente equivalente a un CW-complejo finito k—dimesional.

v
-7

Demostracién

|dentifiquemos C" = R?", luego M sera una subvariedad de dimensién real
2k. Existira algin p € R2" tal que la funcién L, : M — R sea una funcién
de Morse, mas aiin, solo tendra finitos puntos criticos. Ya observamos que
M? = L;*((—oo, a]) es cerrado y acotado, y luego compacto. Por lo
tanto, podemos aplicar los teoremas anteriores para obtener que M es
homotépicamente equivalente a un CW—complejo con una célula de
dimensién \ para cada punto critico de indice A. Resta probar que todos
los puntos criticos tienen indice a lo mas k.
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Demostraciéon del Teorema de Lefschetz

Demostracién (continuacién)

Sea g € M un punto critico de L,. El indice de g es igual al nimero de
puntos focales de (M, q) sobre el segmento gp. Pero el nimero de puntos
focales sobre el segmento gp puede ser a lo mas la mitad de puntos
focales de (M, q) porque ellos se ubican simétricamente respecto a g.
Finalmente, el nimero de puntos focales es igual al nimero de valores
propios de la segunda forma fundamental. Dado que esta es una matriz
2k x 2k, solo puede poseer a lo mds 2k valores propios, y como la mitad
de esto es k se finaliza la demostracién.
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