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§1. Atlas algebraicos y funciones regulares

Ejercicio 1. Describir un atlas algebraico en P" considerando el cubrimiento abierto dado por los abiertos estandar
Ui = {[l’o,...,fﬂn} epP”: T 7&0}

y considerando las cartas locales
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Demostracion. En primer lugar notemos que claramente la coleccién {U;} es un cubrimiento abierto de P". Las
cartas a; son biyectivas pues tienen inversa dada por

a;l(y()’”.7yn) = [yO?'"1yi*1a17yi+17"'7yn]

pues

T €q
. Zo Ti—1 1 Tit+1 Tn
—_ 7’ ) ) ) yee ey -
= [.1307 ey L1, Ly L1y - - - ,J,‘n]

Més atin, son homeomorfismos. Tomemos i = 0. Si F' C Uy es cerrado, entonces su cerradura P es F' = V(S) con
S C k[Xo,...,X,] homogéneos. Podemos "hacer 1”1a variable Xy y ver S en k[X7, ..., X,], conjunto que denota-
remos por S’, ie, 8" = {F(1,X1,...,X,) : F € S}. Entonces se tendrd que ao(F) = V(5’). De una forma similar
se prueba que «q es continua y asi un homeomorfismo.

Sean ¢ # j, y definamos V;; = a;(U; N U;). Notemos en primer lugar que

Zo Ti—1 Tit1 x ' oo
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y por lo tanto los cambios de carta son:

Vij = ajoa;t A"\ {0} — A"\ {0},

Basta entonces probar que v;; es birregular. Veremos entonces que las cartas «; son birregulares. Tomemos i = 0.
Una funcién regular u en Uy es (localmente) de la forma u = f/g para ciertos f, g polinomios homogéneos del mismo
grado. Entonces

—1)* <f(:EO,’xn)) — fOOéo_l(I‘h,,,,:L’n) _ f(l,l'l,...,xn)

Qo =
(2% g9(zo,. .. 2n) goag (wy,...,xn)  g(l,x1,... 2p)

es localmente cociente de polinomios y por lo tanto es regular. Similarmente, se tiene que una funcién regular en
A" es (localmente) un cociente f/g (de hecho polinomios) con f, g € k[X1,...,X,], y luego

a* (f(xl,,mn)> _ f(%aaa;g) :wgf(%vvig)

0 g(xla"wxn) g(%7a%) xgg(%;a“-a%)

donde d = méx{deg(f),deg(g)} y asi ap es regular pues la expresién anterior define una funcién regular sobre Uy

(pues zg # 0). Se concluye asi que los «; son birregulares.
O



Ejercicio 2. Probar que toda funcion regular en el espacio proyectivo definida globalmente es constante, ie,
F(]P)n, ﬁ[@n) = k'
y deducir que P" no es una variedad algebraica afin.

Demostracion. Sea f € T'(P™, Opn) := Opn(P™). Dado que tenemos un atlas algebraico en P", podemos mirar la
regularidad de funciones a través de este. Asi, tenemos que f € O(P") siy sélo si f; := fly, € O(U;) para todo i,
que es equivalente al hecho de que f; o a; 1. A" — k sea regular para todo 4. Por lo tanto

fioa;l € Opn(A™) = k[X1,..., X,] Vi

Por lo tanto, para cada i existe P; € k[X,..., X,] de tal forma que
o Ti—1 Li+1 X
fi([l'o,...,Ii_1,17l’i+17...71’n])POOéiP<,..., ! , ! ,...,n)
:P(Cﬂo, s 7xn)

Ahora, notemos que el polinomio P no depende de las coordenadas homogéneas, lo cual significa que P es homogéneo
de grado 0, ie, P € k. Asi, tenemos que f es constante en cada U;. Notemos ahora que [1,...,1] € (), U;, y dado
que Opn es un haz y se cumple

flU:=f(1,...,1)ek= fek

Asi, deducimos que I'(P", Opn) = k.

Para finalizar, si P" fuera una variedad afin, recordemos que el Nullstellensatz nos da una biyeccién entre puntos de
P" e ideales maximales de &'(P™), y como el tltimo es un cuerpo, ie, posee un unico ideal maximal, P™ se reduciria
a un unico punto. Asi, P" no es afin. O



§2. Variedades completas y anillos de valuacién

Motivacién. Dado que las variedades algebraicas estdn fuertemente ligadas a la topologia (pues son esencialmente
espacios topoldgicos) es que nos gustarfa encontrar andlogos algebraicos de las propiedades cldsicas de topologfa.
En particular en el caso complejo, ie k = C, la compacidad se refleja de buena forma en el concepto de variedad
completa. Sin embargo, en esta ocasiéon no ahondaremos en esta relacién, sino més bien en ¢cémo explicar el concepto
de completitud de una variedad mediante criterios algebraicos. En esta linea aparecera el concepto de anillo de
valuacion, que nos llevard a concluir que la completitud se puede mirar a través del anillo local de la variedad.

Definicién 1 (Variedad completa). Sea X wuna variedad algebraica. Decimos que X es completa si para toda
variedad algebraica Y la proyeccion ps : X XY — Y es una aplicacion cerrada.

Ejemplo 2. Consideremos la proyeccion A* x A* — A, (x,y) — y. Dicha proyeccion no es cerrada pues el
conjunto {(z,y) : xy = 1} es cerrado en Al x A, pero su proyeccion es A*\ {0} que no es cerrado. Por lo tanto la
recta afin no es completa.

Proposicién 3. Sean X,Y wvariedades algebraica, con X completa. Entonces se verifica que:
1. Si Z C X es una subvariedad cerrada, Z es completa.
2. S1Y es separaday f: X =Y es un morfismo reqular, f(X) CY es cerrada completa.
3. SiY es completa, entonces X XY es completa.

Demostracion.

1. Si V es una variedad, basta notar que la proyeccién Z x V se factoriza como Z x V < X x V — V mediante
la inclusién y la proyeccién, siendo ambos cerrados.

2. Consideremos el grafo I'y = {(z, f(z))} € X x Y, el cual es cerrado pues Y es separada. Notamos entonces
que f(X) = pa2(T'f) sera cerrado pues X es completa.

3. Notemos que, para una variedad Z, la proyeccién X x Y x Z — Z se factoriza como la composiciéon de
proyecciones X XY X Z Y x Z — Z.

O

Ademsds de las propiedades anteriores, el siguiente resultado afirma que basta observar la completitud en las com-
ponentes irreducibles de una variedad.

Lema 4. Una variedad es completa si y sélo si sus componentes irreducibles son completas.

Demostracion. Sabemos que las componentes irreducibles son cerradas, y por lo tanto son completas por el lema
anterior. Reciprocamente, si suponemos que las componentes X; de una variedad X son completas, si Z es cerrado en
X xY entonces Z; = ZN(X;xY) es cerrado en X; XY y asi p2(Z;) es cerrado en Y. Finalmente po(Z2) = (U p2(Z;). O

En la primera seccién probamos que I'(P™, Opn) = k, y méds atn, en cdtedra se probé que toda variedad proyectiva
e irreducible verifica I'(X, Ox) = k. La prueba de lo anterior se extiende se forma idéntica al caso de variedades
completas y podemos entonces

~

Teorema 5. Si X es una variedad completa e irreducible entonces O(X) = k.
Proposicion 6. Toda variedad afin completa e irreducible consiste de un tunico punto.

Demostracion. Si X es afin, completa e irreducible, entonces por el Teorema 5 se tendrd que &(X) = k. Nullste-
llensatz nos permite entonces concluir que X es un tnico punto. O

En contraste al resultado anterior, veremos que en el caso proyectivo toda variedad sera completa. Esto ya fue demos-
trado en cdtedra (implicitamente, pues no se dio la definicién de variedad completa), sin embargo, introduciremos
conceptos nuevos, los cuales nos permitiran redemostrar este hecho mediante argumentos algebraicos.



§2.1. Anillos de valuacion

Recuerdo . Un anillo A se dice local si posee un tinico ideal mazimal m. El cuerpo A/m se conoce como el cuerpo
residual.

Definiciéon 7. Sea k un cuerpo. Un subanillo propio A C k se dird anillo de valuacién si para cada © € k*,
reAozteA.

Observacién 8. Eziste una interesante propiedad involucrando el concepto de anillo de valuacidn: Si A C k es
subanillo del cuerpo k entonces su clausura integral A corresponde a la interseccion de todos los anillos de valuacion
de k que contienen a A.

Lema 9. Un anillo A es local si y solo si A — A* es un ideal.

Demostracion. Si A — A* es un ideal entonces contiene todo ideal propio por lo que es el inico maximal. Por otro
lado, cada elemento de A — A* pertenece a un ideal maximal, por lo que si existe un Unico maximal entonces debe
ser A — A*. O

Teorema 10. Todo anillo de valuacion es local.

Demostracion. Sea A un anillo de valuacién y denotamos m = A — A*. Notemos que si © ¢ A* entonces zy ¢ A*
para todo y € A. Por lo tanto mA C m. Ademés si x,y € m entonces z/y € A o y/x € A. Por lo tanto (z/y+ 1)y =
x4y o (y/x+ 1)z =y + z estdn en m, por ende m es ideal y por el lema anterior A es local. O
§2.2. Criterio de valuacion para la completitud y variedades proyectivas

Recuerdo . Sea X variedad algebraica y P € X. El anillo de gérmenes de funciones regulares en P, denotado
Ox p, es un anillo local cuyo ideal mazimal es

mp ={f € Oxp: f(P)=0}
y verifica Ox p/mp = k.

Luego de revisar los conceptos y resultados anteriores, podemos entonces enunciar el siguiente resultado, el cual nos
da un claro criterio para verificar la completitud de una variedad, mediante los anillos de valuacién del cuerpo de
funciones racionales.

Teorema 14. Sea X una variedad tal que para toda subvariedad Z C X y todo anillo de valuacion A del anillo de
funciones racionales k(Z), existe un punto P € Z tal que Ox p C A. Entonces X es completa.

Para probar nuestro resultado final, utilizaremos el siguiente lema.

Lema 15. Sea A anillo de valuacion del cuerpo k. Entonces para todos xg,...,x, € k* existe X\ € k™ de tal forma
que Axg, ..., A\x, € A y Ax; € A* para al menos un i.

Demostracion. Usamos induccién. Para n = 0 basta elegir A = 1/xg y asi Azg =1 € A*. Si A\xg,..., \x,—1 € A
con \x; € A* para algin ¢ < n. Si Az, € A el resultado se tiene. Si 1/(Az,) € A escogemos X = 1/x,. Asi
Nej=xj/e, = x;/(Axy,) € Aparaj<ny Nz, =1¢€ A O

Finalmente, el criterio anterior nos permite redemostrar el siguiente teorema.

Teorema 16. Toda variedad proyectiva es completa.
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