AYUDANTIA 2 (MAT426)

ToOBIAS MARTINEZ

1. Ejercicios

1. Sea C = {(x,y) € A% : y> = 23}. Probar que C es irreducible y calcular I(C). Deducir que C no es
isomorfa a Al.

2. Probar que TI'(P™, Opn) = k. Deducir que P™ no es una variedad afin.

2. Grupos Algebraicos

Motivacion: En topologia se estudian los grupos topolégicos que son grupos G que ademads son espacios topo-

logicos y que la operacion del grupo G x G — G, (x,y) — xy y la operaciéon de inversos G — G, x +— 2~ ! son

funciones continuas. En el contexto de la Geometria Algebraica tenemos la siguiente definicion.

Definicion 2.1. Un grupo algebraico es una variedad X con morfismos regulares

m: X xX—X

1: X =X

satisfaciendo las reglas usuales de multiplicacién e inversa en un grupo. Un morfismo de grupos algebraicos es
una funcién ¢ : G — H que es una funcién regular y un homomorfismo de grupos.

Un grupo algebraico es un grupo que ademas es una variedad algebraica tal que el producto y la inversién son
funciones regulares. Un morfismo de grupos algebraicos es un homomorfismo de grupos regular.

2.1. Ejemplos
1. Los grupos finitos.
2. El grupo aditivo Gy, es el grupo (k,+), i.e., la variedad afin A' bajo la suma.
3. El grupo multiplicativo G,, es el grupo (k*, x), i.e., el conjunto abierto A'\{0} bajo la multiplicacion.

4. El grupo GL,, = GL,,(k) es el grupo de matrices n x n sobre k con determinante distinto de cero.
GL, = A"z\{M € A"’ |det(M) = 0} y por tanto G, es abierto y en consecuencia una variedad algebraica.
El producto GL, x GL,, — GL, es regular pues estd dado por polinomios sobre k£ y recordemos que
A € GL,,

1
Al = ——
detA

donde Adj(A) es la transpuesta de la matriz de cofactores (cuya entrada ij se obtiene como (—1)"*7det(A;;)
donde A;; se obtiene de A eliminando la fila i y la columna j.) Por lo que también es regular.

Adj(4)

5. PGL,, :=PGL, (k) = GL,/Z(GL,) donde Z(GL,) es el centro de GL,, es decir, el conjunto de matrices
escalares, es una variedad y para ver que el producto y la inversién son regulares, se procede analogo a
GL,.

2.2. Acciones de grupos

Definicién 2.2. Por una acciéon de un grupo algebraico G sobre una variedad algebraica X nos referimos a

una funcién regular
p:GxX =X

satisfaciendo las reglas usuales de composicion, esto es, ¢(g, ¢(h,x)) = p(gh, z). Expresaremos g(p) := ¢(g,p).
Por una accién proyectiva sobre una variedad X C P™ nos referimos a una accién de G sobre P™ tal que
©(g,X) = X para todo g € G. La érbita de G en un punto z € X es el conjunto O, = {g(x)|g € G}.



2.2.1. Ejemplos
1. PGL, 1 K actia sobre P™.

N

. (Ejercicio) Sea X C P™ cualquier variedad. Mostrar que el subgrupo
Aut(X,P") := {4 € PGL,11 K : A(X) = X},
es un grupo algebraico llamado el grupo de movimientos proyectivos de X.
3. PGLyK actiia sobre P2.
4. PGLyK actua sobre P3.
5. PGL3K acttia sobre P°.

2.3. Coclientes

Cuando se habla de acciones de grupo, se puede formar cocientes, esto es, tomar el conjunto de 6rbitas. Estamos
interesados, en el contexto de la accién de un grupo algebraico G sobre una variedad X, sobre lo que deberia
ser un cociente, ingenuamente, es una variedad Y que se corresponde punto a punto con las o6rbitas de G sobre
X, tal que el correspondiente morfismo X — Y es regular, o de forma equivalente, un morfismo sobreyectivo de
variedades 7 : X — Y, tal que 7(p) = 7(q) si y sblo si g(p) = ¢ para algin g € G. De hecho debemos pedir que
sea el mejor posible, esto es, diremos que Y junto con un morfismo regular X — Y es un cociente de X por la
accion de G, si para cualquier morfismo regular p : X — Z en alguna otra variedad Z, se factoriza a través de
7 siy solo si p(p) = p(g(p)) para toda g € G y todo p € X.

Esta ultima condicién garantiza unicidad si el cociente existe por que de hecho no tiene en general por qué
existir.

Por ejemplo si tomamos K* = GL; K actuando sobre A', vemos que sélo hay dos érbitas, {0} y A'\{0}. Pero
no existe un morfismo sobreyectivo de A! a una variedad de dos puntos.

El primer problema que se encuentra es justamente el anterior, que una Orbita esté contenida en la clausu-
ra de otra y asi la topologia cociente dada por la aplicacién que envie un punto a su 6rbita puede ser patologica.

Lo que podemos hacer es restringir nuestra atencién a un subconjunto abierto U de la variedad X y tratar
de tomar el cociente de U por G. El estudio de cuando tales cocientes existen y cuando son compactos, es
profundo, llamado Teoria de invariantes geométricos.

Una circunstancia en la que siempre existen buenos cocientes es el caso de acciones de grupos finitos, (por
ejemplo a través de un morfismo de G en un subgrupo del grupo de morfismos birregulares de X).

2.3.1. Cocientes de variedades afines por grupos finitos.

Proposicion 2.3. Supongamos que un grupo finito G actia sobre una variedad afin X digamos el lugar de
ceros de {fo(x1,...,2,)} en K™. Entonces el cociente de X por G existe.

Sketch de la demostracion:

1. Sea I(X) el ideal de X y 0(X) = K|z1,...,2,]/I(X) su élgebra de funciones regulares. Por el requi-
rimiento de cocientes aplicado a Z = A!, la funciones regulares sobre Y son exactamente las funciones
regulares sobre X invariantes bajo la accién de G, i.e., el algebra de funciones regulares de Y debe ser

oY) = 6(X)C c 6(X).

2. Mostrar que 0(Y) es finitamente generada sobre K.
Para ello notar que se puede escribir &(X) en la forma (K[z1,...,2,]/I), donde G actia sobre los
generadores x; por permutacion, todo lo que hay que hacer en agrandar el conjunto {z;} de generadores
afiadiendo las imagenes de los z; bajo todos los g € G.
Luego, obeservar que tenemos una sobreyeccién

K[xlw"?zn]G - (K[xlv"'amnl]/I)Gv



a un elemento @ € (K|[x1,...,2,]/1)¢, le corresponde a un elemento o € K[xy,...,2,,] congrente a sus
imégenes g*(«) mod. I y asi la media

1 *
@ Zg (a) S K[.’L‘h...,(EmL
geG
serd invariante bajo la accién de G y su imagen serd a.

3. Asi, es suficiente mostrar que K[zy,...,2,,]¢ es finitamente generado sobre K. Para ello, notar que esta
intercalado
Klz1,...,zm)®™ C Klz1,...,2m|¢ C K[z1,...,Tpm].

donde S, es el grupo simétrico en m letras. El anillo K[z, ..., 2,,]" es justamente el anillo de polinomios

K[y1,--.,ym]), donde las y; son funciones simétricas elementales de las x; y como KJz1,...,%] es un
modulo finitamente generado sobre K[yi,...,ym], entonces K[z1,...,2,,]¢ también lo es.

4. Como O(Y) es finitamente generada, entonces 0 (Y) = Klwy, ..., wn]/(g1(w),...,q(w)) conw = (wy,...,wn),
y asi tomamos a Y como el lugar de ceros de los polinomios g, (w) en K™.

5. Probar que los puntos de Y corresponden 1-1 a érbitas de G sobre X.
6. Probar que 7 es sobreyectiva.

7. (Ejercicio) Probar que Y junto con m: X — Y satisface la propiedad universal.
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