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1. Sea X un espacio topologico, v sea Top(X) la categoria cuyos objetos son los abiertos de X, y cuyos
morfismos son:

{i: U=V} siUCV

Hom(U, V) = { 0 SUZV

Describir geométricamente la composicion de morfismos en Top(X).

2. Sea ¥ una categoria (pequenia) y sea A € Obj(%) un objeto. Recordemos que el functor (contravariante)
de Yoneda esta dado por
h# : ¢ — Conj,
donde h(B) = Homy (B, A) para todo objeto B € Obj(%¢), y para todo morfismo f : B — C en
Homg (B, C) definimos h(f) : Homeg (C, A) — Homg (B, A) mediante la composicion (g : C — A)
(gof:B— A).

El objetivo de este ejercicio es probar la version contravariante del Lema de Yoneda, que informalmente
afirma que es posible recuperar un objeto de una categoria si conocemos todos los morfismos hacia él.

(a) Sea F' : ¥ — Conj un functor contravariante. Denotamos por Nat(h?, F) la coleccion de todas las
transformaciones naturales ® : h4 — F. Describir la transformacion natural ® : h4 — F en objetos
B € Obj(¥) y en morfismos f : B — C en Homg (B, C).

(b) Con la notacion del punto (a), deducir que para todo objeto B € Obj(¥¢’) y todo morfismo f: B — A
en Homg (B, A) se tiene

h ()
Home (A, A) —— Homg (B, A)
>
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F(A) ————— F(B)
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diagrama conmutativo.

(¢) Considerando el diagrama del punto (b), sea u € F(A) la imagen de Id4 via ®4 (i.e., u = ®4(Id4)).
Probar que ®5(f) = F(f)(u) para todo f: B — A en Home (B, A), y deducir que la transformacion
natural ® : h* — F esta completamente determinada por u.

(d) Considerando el diagrama del punto (b), probar que cada elemento u € F(A) define una transforma-
cion natural ® : h4 — F mediante la formula ®5(f) := F(f)(u), y concluir que

Nat(h?, F) = F(A).

3. Sea X un espacio topologico y sea G un grupo abeliano. Dado un punto zg € X, definimos el prehaz
rascacielos i,,(G) por

i@ ={ ¢ Gy

para todo abierto U C X. Probar que i,,(G) es un haz.

4. Discusioén: El objetivo de este ejercicio es discutir libremente sobre alguna nocion o resultado que hayan
sido mencionados en el curso o en las referencias, pero no definidos formalmente o sblo rapidamente. En
esta ayudantia, discutiremos sobre el concepto de propiedad universal:

Definicion: Sea F' : € — 2 un functor (covariante) entre dos categorias ¢y Z. Sean X € Obj(2) y
A € Obj(%) dos objetos. Un morfismo universal de X a F' es un par (A,u : X — F(A)) en Z que
verifica la siguiente propiedad (conocida usualmente como propiedad universal):

Para todo morfismo de la forma f: X — F(A’) en 9, existe un dnico morfismo h: A — A’ en € tal que
el siguiente diagrama conmuta

X 5 F(A) A

JF(h Jlh
DNEEEC ;

F(A) A



En este caso, decimos que el par (A4, u) verifica una propiedad universal.

(a) Proponer una definicion analoga de un morfismo universal de F a X, considerando un diagrama
de la forma

X+~ F(A) A
p 3IF(h) ElND
F(A) A

(b) Discutir sobre propiedades universales conocidas. Por ejemplo, considerar la propiedad universal del
producto (ver Vakil, §1.1), la propiedad universal de la hacificacion j : F — F 7+, o bien §1.3 del libro
de Vakil.



