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1. Teorema de Sard

A continuacién se presentaran algunos resultados necesarios para la demostraciéon completa
del teorema de Sard, para posteriormente dar unos ejemplos y poder discutir algunas de las
aplicaciones que este teorema tiene.

1.1. Medida cero y el teorema de Sard

Sia=(a,...,an)y b= (b1,...,by,) son dos n-tuplas con a; < by,...,a, < by, denotamos por
S(a,b) el solido rectangular que consta de los puntos (z1,...,x,) € R™ que satisfacen a; < z; < b;,
1=1,...,n. El producto

n

[Tb: —a)

i=1
es el volumen de S = S(a,b), denotado vol(S) (si by —ay = ... = b, — ay, S es un cubo).
Un subconjunto A C R"™ tiene medida cero si para cada ¢ > 0, A puede ser cubierto por una
coleccién contable de cubos abiertos, la suma de cuyos voliimenes es menor que €.

4

e

Figura 1: Un conjunto de medida cero.

El siguiente lema muestra que los cubos pueden ser reemplazados por bolas en la definicion.

Lema 1.1. Un subconjunto A C R"™ tiene medida cero si y solo si para cada € > 0, A puede
ser cubierto por una coleccion contable de bolas abiertas, la suma de cuyos volumenes es
MENOT qUE E.

Demostracion. Esto se basa en el hecho geométrico facilmente verificable de que un cubo abierto
de lado 2r contiene una bola abierta de radio r y estd contenido en una bola abierta de radio
rv/n (Figura 2). Dado que los voltimenes de bolas y cubos en R™ son proporcionales a la n—ésima
potencia de sus didmetros, se sigue que todo cubo abierto de volumen v esté contenido en una
bola abierta de volumen c,v, y toda bola abierta de volumen v esta contenida en un cubo abierto
de volumen c¢,’v, donde ¢, y ¢,’ son constantes que dependen tnicamente de n. Por lo tanto,
si A tiene una medida cero, hay un recubrimiento contable de A por cubos abiertos con un
volumen total menor que . Encerrando cada cubo en una bola cuyo volumen es ¢, veces el del
cubo, obtenemos una cubierta abierta de A por bolas abiertas de volumen total menor que ¢,é,
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que puede hacerse tan pequemio como se desee tomando ¢ lo suficiente pequeno. La implicancia
contraria es similar. |

Figura 2: Bolas y cubos.

Es obvio que subconjuntos de conjuntos con medida cero también tienen medida cero. En el
curso de andlisis 2 mostramos que que las uniones contables de conjuntos de medida cero siguen
siendo de medida cero. A partir de este hecho, podemos exhibir muchos conjuntos de medida cero.

iLo que es sorprendentemente dificil de demostrar es que existen conjuntos que no son de medida
cero! Deducimos este hecho con una ingeniosa demostracion de Von Neumann.

Proposicion 1.1. Sea S un sdlido rectangular y S1, S, ... una cubierta de la clausura de
S por otros solidos. Entonces ¥ vol(S;) > vol(S).

Demostracion. Llame (z1,...,z,) un punto entero de R™ si cada z; es un numero entero. Sea
S = S(a,b). El nimero de enteros en el intervalo a; < z; < b; es menor que b; — a; + 1 y por lo
menos tan grande como b; — a; — 1. Supongamos, por el momento, que la longitud b; — a; de cada
lado de S es mayor que 1. Entonces el nimero de puntos enteros en S es menor que

n

H(bi —a; + 1)

i=1

y al menos
n

H(bz — Q; — 1).

i=1
SiS1, 59, ... esun recubrimiento de S, entonces, por compacidad, algin niimero finito S1,..., SN
también es un recubrimiento. Ahora el niimero de puntos enteros en S es como méaximo igual a la
suma de los ntimeros de puntos enteros en S1,...,Sy. Asi, si S; = S(a’, V), obtenemos

n

N n
H(bi—ai—l)SZH —a +1

i=1 j=1:=1
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Para cada ntimero positivo \, defina AS(a,b) = S()a, Ab). Dado que AS esta cubierto por

AS1, ..., ASy el calculo anterior da
[TOw: = Aai = 1) < ST = Aal +1).
i=1 j=1i=1

Ahora, no importa cuél sea el tamafio de S, si A es lo suficientemente grande, entonces AS
tendré lados de longitud mayor que 1. Entonces, la ultima desigualdad es vélida para A grande
sin ninguna restricciéon sobre S.

Ahora solo tienes que dividir ambos lados de la desigualdad entre A™ y luego hacer A — oo para
completar la demostracion. |

Para la demostracion del teorema de Sard, necesitaremos la forma de medida cero del teorema
de Fubini. Suponga que n = k + [, y escriba R” = R* x R!. Para cada ¢ € R¥, sea V, la
“rebanada vertical” {c} x R'. Diremos que un subconjunto de V. tiene medida cero en V, si,
cuando identificamos V, con R! de la manera obvia, el subconjunto tiene medida cero en R'.

% Teorema de Fubini (para medida cero)

Teorema 1.1. Sea A un subconjunto cerrado de R™ tal que ANV, tiene medida cero en V,
para todo ¢ € R¥. Entonces A tiene medida cero en R™.

Demostracion. Debido a que A puede escribirse como una unién contable de compactos, po-
demos, de hecho, suponer A compacto. Ademas, por induccién sobre k, basta probar el teorema
) ) ) )
para k =1y [l =mn — 1. Dividiremos la demostracién en varios lemas.

7~

Lema 1.2. Sea Si,...,Sy un recubrimiento del intervalo cerrado [a,b] en R'. Entonces
eziste otro recubrimiento S;, ey S;V[ tal que cada SJ/- estd contenida en alguna S; y

M
Z Longitud (S;) < 2(b—a).
j=1

Demostracion. Se deja para el lector.

Dado un conjunto I C R, sea V; = I x R"~! en R™.

Lema 1.3. Sea A un subconjunto compacto de R™. Suponga que ANV, estd contenido en un
conjunto abierto U de V.. Entonces, para cualquier intervalo I convenientemente pequeno
alrededor de ¢ en R, ANV estd contenido en I x U.

Demostracion. Supongamos por contradicciéon que esto no es asi, entonces existiria una secuencia
de puntos (zj,c;) en A tal que ¢; — ¢y z; ¢ U. Reemplace esta sucesion por una convergente
para obtener una contradiccion. |

Demostracion del teorema de Fubini. Dado que A es compacto, podemos elegir un intervalo I =
[a,b) tal que A C V;. Para cada ¢ € I, elegir un recubrimiento de ANV, por solidos rectangulares
(n—1) dimensionales S;(c), ..., Sn,(c) que tiene un volumen total menor que . Elija un intervalo
J(c) en R de modo que los solidos rectangulares .J(¢) x Sj(c) cubran ANV (Lema 1.3). Los J(c)’
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cubren el intervalo [a, b], por lo que podemos usar el Lema 1.2 para reemplazarlos con una coleccion
finita de subintervalos JJ,- con una longitud total menor que 2(b — a). Cada Jj,- estd contenido en
algun intervalo J(c;), por lo que los solidos J; x Si(c;j) cubren A; ademés, tienen un volumen total
inferior a 2¢(b — a). [

Deseamos extender la nocion de medida cero en una forma invariante de difeomorfismo a sub-
conjuntos de variedades. Debido a que una variedad no viene con una métrica, los volimenes de
cubos o bolas no tienen sentido, por lo que no podemos simplemente usar la misma definicion.
Sin embargo, la clave la proporciona el siguiente lema, que implica que la condicién de tener una
medida cero es invariante frente al difeomorfismo para los subconjuntos de R™.

Lema 1.4. Supongamos que A C R™ tiene medida cero y F : A — R™ es una funcion
suave. Entonces F(A) tiene medida cero.

Demostracion. Por definicion, para cada p € A, F' tiene una extensién a una funcién suave, que
aun denotamos por F', en una vecindad de p € R™. Reduciendo esta vecindad si es necesario,
podemos asumir que F se extiende suavemente hasta una bola cerrada B centrada en p. Como B
es compacto, existe una constante C' tal que |D f(x)| < C para todo x € B. Usando la estimacion
de Lipschitz para la funcion suave (proposicion 3.1), tenemos,

|F(x) — F(2')| < Clz — 2/ (1.1)

para todo z,2' € B.

Dado € > 0, podemos elegir un recubrimiento contable {B;} de AN B con bolas abiertas que
satisfagan

Z vol (Bj) < e.
J

Entonces por Lema 1.1, F(B N Bj) esta contenido en una bola Bj cuyo radio no es mayor que
C veces el de B; (Figura 3). Concluimos que F(A N B) esta contenido en el conjunto de bolas
{Bj} , cuyo volumen total no es mayor que

Z vol(Bj) < C"e.
J

Dado que esto puede hacerse tan pequefio como se desee, se deduce que F(A N B) tiene medida
cero. Como F(A) es la unién de muchos conjuntos numerables, también tiene medida cero. W

Es importante tener en cuenta que el lema anterior es falso si simplemente se supone que F' es
continua. Por ejemplo, el subconjunto A = [0,1] x {0} C R? tiene medida cero en R?, pero existe
una funcién continua F : A — R? cuya imagen es todo el cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1] (en [2]
pag 168 se muestra un ejemplo de esto, el cual recibe el nombre de “space-filling curve”).

Lema 1.5. Supongamos que F' : U — R" es una funcion suave, donde U es un subconjunto
abierto de R™ y m < n. Entonces F(U) tiene medida cero en R™.

Demostracion. Sea m : R™ — R™ la proyeccion sobre las primeras coordenadas m, y sea U =
7~ 1(U). El resultado se sigue al aplicar el lema anterior a ' = For : U — R" | porque
F(U)=F({UNR™), que es la imagen de un conjunto de medida cero. [
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A

Figura 3: La imagen de un conjunto de medida cero.

Ahora podemos definir un subconjunto A de una variedad k-dimensional X como de medida
cero siempre que, para cada parametrizacion local f : U — X, la preimagen f~!(A) tenga medida
cero en U C R¥. Por el tltimo lema, basta comprobar que alrededor de cualquier punto de X
existe una parametrizacion local f : U — X para la cual f~!(A) tiene medida cero.

Decimos que un subconjunto A de una n-variedad suave M tiene medida cero si para cada
grafico suave (U, ) para M, el conjunto ¢(A NU) tiene medida cero en R™. Del Lema 3.2.c se
sigue inmediatamente que cualquier conjunto de medida cero tiene complemento denso, porque
si M \ A no es denso, entonces A contiene un conjunto abierto no vacio, lo que implicaria que
(AN V) contiene un conjunto abierto no vacio para un grafico suave (V,1)).

El siguiente lema muestra que solo necesitamos verificar esta condiciéon para una sola coleccion
de graficos suaves cuyos dominios cubren A.

Lema 1.6. Supongamos que A es un subconjunto de una n-variedad suave M , y para alguna
coleccion {(Uy, o)} de grificos suaves cuyos dominios cubren A, oo(ANUy) tiene medida
cero en R™ para cada . Entonces A tiene medida cero en M.

Demostracion. Sea (V,1) una grafica suave arbitraria. Necesitamos mostrar que ¢(A N V) tiene
medida cero. Alguna coleccion contable U, de los recubrimientos de ANV. Para cada U,, tenemos

PANV NUs) = (Yop,)opa(ANV NUL).

(Ver figura 4). Ahora ¢o(A NV NU,) es un subconjunto de ¢q(A N Uy), que tiene medida cero
por hipotesis. Por el Lema 1.4 aplicado a 1 o ¢, !, tenemos que, »(ANV NU,) tiene medida cero.
Como (A NV) es la unién de muchos conjuntos numerables, también tiene medida cero. |

El siguiente teorema es uno de los més importantes de esta seccion.

Teorema 1.2. Suponga que M y N son variedades suaves con dim M < dim N, y F :
M — N es una funcion suave. Entonces F(M) tiene medida cero en N. En particular,
N\ F(M) es denso en N.

Demostracion. Escriba m = dim M y n = dim N, y sea {(U;, ¢;)} un recubrimiento contable de
M mediante graficos suaves. Dado cualquier grafico suave (V1) para N, necesitamos mostrar que
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Y(F(M)NV) tiene una medida cero en R™. Observe que este conjunto es la uniéon contable de
conjuntos de la forma v o F o ;' (¢;(F~'(V) N U;)) , cada uno de que tiene medida cero por el
Lema 1.5 (Mini-Sard). [

Corolario 1.1. Si M es una variedad suave y N C M es una subvariedad inmersa de
codimension positiva, entonces N tiene medida cero en M.

Esta demostracién no se veré, pero gracias a este resultado ahora estamos listos para probar el
Teorema de Sard.

% Teorema de Sard

Teorema 1.3. Sea f: X — Y una funcion uniforme de variedades, y sea C el conjunto
de puntos criticos en X. Entonces f(C) tiene medida cero en'Y .

Nuestra prueba esta tomada textualmente de [I] pp. 16-19. Por el Segundo Axioma de Nume-
rabilidad, podemos encontrar una coleccion contable de conjuntos abiertos (U;, V;), U; abiertos en
X y V; abiertos en Y, tales que los U; cubren X, f(U;) C V;, y las U; y V; son difeomorfas a los
conjuntos abiertos en R™. Por lo tanto, basta probar

Teorema 1.4. Supongamos que U estd abierto en R™ y f : U — R es una aplicacion
suave. Sea C' el conjunto de puntos criticos de f. Entonces f(C) es de medida cero en RP.

El teorema es cierto para n = 0, por lo que supondremos que es cierto para n—1 y lo probaremos
para n. Comenzamos dividiendo C' en una secuencia de subconjuntos anidados C' D C7; D Cs D
,...,donde C es el conjunto de todos los x € U tales que (df ), = 0,y C; para i > 1 es el conjunto
de todas las x tales que las derivadas parciales de f de orden < i se anulan en x (observemos que
las C;, son subconjuntos cerrados de C). Primero probaremos

Lema 1.7. La imagen f(C — Cy) tiene medida cero.

Demostracion. Alrededor de cada x € C — (', encontraremos un conjunto abierto V tal que
f(V N C) tiene medida cero. Dado que C' — C} esta cubierto por muchos de estas vecindades
numerables (segtn el segundo axioma de numerabilidad), esto probara que f(C' — C4) tiene una
medida cero.

Dado que z ¢ C existe alguna derivada parcial, digamos df/0z1 que no es cero en x. Considere
la funcion A : U — R™ definida por

h(z) = (fi(z),x2,...,Tn).

dh; no es singular, por lo que h mapea una vecindad V de x difeomérficamente en un conjunto
abierto V’. La composicién g = foh~! luego asignara V'’ a RP con los mismos valores criticos que
f restringido a V.

Hemos construido g para que tenga la siguiente propiedad: mapea puntos de la forma (¢, 22, . . ., zy)
en V' en puntos de la forma (¢,y2,...,yp) en RP (es decir, las primeras coordenadas son las mis-
mas). Por lo tanto, para cada t, g induce una funcién g¢ de (t x R*"1) NV’ en ¢t x RP~1. Como la
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() -y )

un punto de ¢ x R"~! es critico para ¢ si y solo si es critico para g [porque el determinante de la
matriz de la derecha es solo det(dg!/dz;)|. Por induccién, el teorema de Sard es cierto para n— 1,

derivada de g tiene la forma

por lo que el conjunto de valores criticos de ¢’ tiene medida cero. En consecuencia, por el teorema
de Fubini, el conjunto de valores criticos de g es de medida cero. |

A continuacion probaremos

[ Lema 1.8. f(Cx — Cxy1) es de medida cero para k > 1.

Demostracion. Este es un argumento similar, pero més facil. Para cada x € Cy — Cy41 existe
alguna (k + 1)-ésima derivada de f que no es cero. Asi podemos encontrar una k-ésima derivada
de f, digamos p, que (por definicién) se anula en C} pero tiene una primera derivada, digamos
0p/0x1 la cual no se anula. Entonces la funcion h : U — R, definido por h(x) = (p(z), z2, ..., ZTs),
mapea una vecindad V de z difeomoérficamente en un conjunto abierto V’. Por construccién, h
lleva C, NV al hiperplano 0 x R®~!. Por lo tanto la funcién g = f o h™! tiene todos sus puntos
criticos de tipo C* en el hiperplano 0 x R, Sea 7 : (0 x R"1) NV’ — RP la restriccion de g.
Por induccioén, el conjunto de valores criticos de g es de medida cero. Ademas, los puntos criticos
de g de tipo C} son obviamente puntos criticos de g. Esto prueba que la imagen de estos puntos
criticos es de medida cero y, por tanto, f(Cy NV) es de medida cero. Ya que Cf — Ck_1 esta
cubierto por muchos conjuntos contables V', hemos terminado. |

Finalmente, demostraremos

[ Lema 1.9. Para k > n/p—1, f(Ck) es de medida cero. ]

Para la demostracion de este lema, haremos uso de los dos lemas anteriores.

Demostracion. Sea S C U un cubo cuyos lados miden e. Si k es suficientemente grande (k >
n/p — 1, para ser precisos), probaremos que f(Cj N.S) tiene medida cero. Dado que C} puede
cubrirse con muchos cubos contables, esto probara que f(Cy) tiene una medida cero.

Del teorema de Taylor, la compacidad de S y la definicién de k, vemos que

flz+h) = f(x) + R(z, h),

donde
|R(z,h)| < a]h\kﬂ (1.2)

parax € Cpy NS, x+h € S. Aqui a es una constante que depende solo de f y S. Ahora subdivida
S en r" cubos cuyos lados tengan una longitud de ¢/r. Sea S; un cubo de la subdivision que
contiene un punto x de Cy. Entonces cualquier punto de S se puede escribir como x + h con

In| < \/ﬁ(g) (1.3)
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De (1.2), se sigue que f(S;) se encuentra en un cubo con lados de longitud b/r**! centrado
alrededor de £(z), donde b = 2a(y/ne)¥*! es constante. Por lo tanto f(Cj N S) esta contenido en
la unién de como méximo r™ cubos de volumen total

v <" by = pppn (b,
- rk+1

Si k41 > n/p, entonces evidentemente v tiende a 0 cuando r — oo, entonces f(Cy N .S) debe
tener medida cero. Esto completa la demostracion del teorema de Sard. |
1.2. Ejemplos

Ejemplo 1.1. Si X es una variedad, entonces la funcion identidad f : X — X no tiene puntos
criticos, y por lo tanto el conjunto de valores no requlares tiene medida cero.

Ejemplo 1.2. Sea f :R? = R, f(x,y) = 2% + y*. Tenemos la derivada cero solo en el origen, y
£(0,0) es solo un punto, que tiene medida cero en R.

[ Lema 1.10. Si un conjunto A C R™ tiene medida cero, entonces su complemento es denso. ]

Demostracion. Si U es cualquier conjunto abierto no vacio en R™, entonces intersecta el comple-
mento de A, de lo contrario, estar4 completamente en A. Por lo tanto, U también tiene medida
cero como cualquier cubo C en U, pero si C' tiene lado €, su medida €™ es positivo. Por tanto, el
complemento de A es denso. |

Corolario 1.2. Sea f : X — Y wuna funcion suave de variedades. Entonces los valores
requlares de f forman un subconjunto denso deY .

Demostracion. El conjunto de valores criticos de f es cerrado y tiene medida cero, y por lo tanto
el conjunto de valores regulares de f, que es el complemento del conjunto de valores criticos de f
en Y, y por lo tanto es denso en Y. |

2. Aplicacién del teorema de Sard

El teorema de Sard es importante, ya que al combinar el teorema de la preimagen con el teorema
de Sard, sabemos que dado que casi todos los valores de una aplicacion son regulares, la preimagen
de una aplicacién es casi siempre una variedad. Hay muchos otros resultados ttiles que se basan
en el teorema de Sard, como el teorema de incrustacion de Whitney, el teorema de inmersion de
Whitney, la existencia de funciones de Morse y el teorema del punto fijo de Brouwer.

A continuacion solo abordaremos las funciones de Morse y el teorema del punto fijo de Brouwer.
Si se desea abordar las demés aplicaciones antes mencionadas se recomienda revisar “Introduction
to Smooth Manifolds” por Lee, John M ([3]) y “Differential topology” por Guillemin, V., & Pollack,
A. ().

2.1. Funciones de Morse

A continuacién veremos que la aplicaciéon del Teorema de Sard nos da la existencia de funciones
de Morse.
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Dada una funcién f : M — R, un punto critico x € M se llama no degenerado si la matriz

2
hessiana H de fenx, H(f), = ( B:Z ng) no es singular, y las funciones son importantes porque f es
localmente cuadratica en estos puntos criticos. Si todos los puntos criticos de f son no degenerados,
f se denomina funciéon de Morse. Las funciones de Morse dicen mucho sobre la topologia de M.

Definiciéon 2.1. Si H(f), no es singular en el punto critico x € M, decimos que x es un punto
critico no degenerado de f.

Tenga en cuenta que los puntos criticos no degenerados estén aislados, porque los puntos criticos
i 0 2] i
son los ceros de la funcion g = (x—{ + ...+ %) Por lo tanto, H(f), = dgs, por lo que si H(f),
no es singular, el teorema de la funcién inversa nos dice que g tiene una inversa local, por lo que
g no tiene otros ceros en algtin entorno de .

Definicion 2.2. Una funcion f : M — R tal que todos sus puntos criticos no son degenerados se
llama funcion de Morse.

Ejemplo 2.1. Las funciones de Morse son itiles en topologia. Por ejemplo, un toro T? en R3
en su borde en el plano xy, se define la funcion de altura h : T?> — R por h(z,y,z) = 2z para
(w,y,2) € T?. Entonces h es una funcién de Morse. Tiene cuatro puntos criticos: un minimo, dos
puntos sillas y un mdzrimo.

Teorema 2.1. Hay muchas funciones de Morse: dadas M C R™ y f : M — R, entonces
fo=f+aix1+ ...+ apx, es una funcion de Morse para casi todo a € R™.

Demostracion. Defina g = df = (g_afl et %) en M. Tenga en cuenta que df, = g+ a, y
H(f,) = H(f) = dg. Elija cualquier a para que —a sea un valor regular para g. Entonces si x es
un punto critico de f,, tenemos g(x) = —a, y para (d(f,))s : TM, — R, y si no es sobreyectiva,

entonces es cero. Por lo tanto (df,), = g + a = 0, entonces H(f,)r = dg, no es singular. Por lo
tanto, f, es una funciéon de Morse. |
2.2. Teorema del punto fijo de Brouwer

La proxima aplicacion del teorema de Sard serd el teorema del punto fijo de Brouwer.

Un punto fijo de una funciéon f: X — X es un punto xg tal que f(zg) = xo.

Ejemplo 2.2. EIl teorema del valor intermedio implica que toda funcion continua f : [—1,1] —
[—1,1] tiene un punto fijo.

Demostracion. Tenemos f : [—1,1] — [—1,1]. Defina g(z) = = — f(z). Entonces g(1) > 0y
g(—1) < 0 por lo que por el teorema del valor intermedio debe haber un punto xg para que
g(xo) = 0. Entonces tenemos f(z¢) = xo. [

Los teoremas que establecen la existencia de puntos fijos son muy ttiles en el analisis. Uno de
los més famosos se debe a Brouwer. Sea D" = {zx € R : |z| < 1}.
Recordemos el teorema de aproximacion de Weierstrass.
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% Teorema de aproximacion de Weierstrass

Teorema 2.2. Sea f € Cla,b]. Dado cualquier ¢ > 0 eziste un polinomio p, de grado n
suficientemente alto para el cual |f(x) — pp(x)| < € para todo x € [a, b].

Lema 2.1. Cualquier aplicacion suave g : D™ — D™ tiene un punto fijo, en otras palabras
existe x € D" tal que g(z) = x.

Demostracion. Supongamos que no existe un punto fijo. Defina f : D™ — S"~! tal que f(z) es el
punto en el que el rayo que comienza en g(x) y pasa por x intersecta a S"~!. Observe que para
x € S ! tenemos f(z) = x y por lo tanto hemos encontrado un difeomorfismo con f(r) = z
para x € S, Sin embargo, por el teorema de Sard, sabemos que no existe una aplicacion suave
h : X — 0X tal que para todo x € 0X,h(x) = z y en nuestro caso tenemos D" una variedad
compacta y su frontera D" que coincide con S"~!. Pero para todo z € S"!, f(x) = z lo cual
es una contradiccién y por lo tanto nuestra suposicion es falsa y por lo tanto existe un punto fijo
tal que g(x) = x para todo g : D™ — D". [ |

f(x)

% Teorema del Punto Fijo de Brouwer

Teorema 2.3. Toda funcion continua f : D™ — D™ tiene un punto fijo, es decir existe
x € D" tal que f(z) = .

Demostracion. Aproximar f por una funcion suave. Dado £ > 0, segtin el teorema de aproximacion
de Weierstrass, existe una funcion polinomial p; : R™ — R"™ con |p; (z)— f(x)| < € parax € D™. Sin
embargo, p; puede enviar puntos de D" a puntos fuera de D™. Entonces hacemos que p(z) = 2 fi?,
entonces p mapea D" en si mismo y |p(x) — f(x)| < 2e para x € D". Supongamos que f(z) # z
para todo z € D™. Entonces la funcion continua |f(z) — x| debe asumir un minimo g > 0 en D".
Sea p: D™ — D" con |p(z) — f(x)| < p para todo z, claramente tenemos p(z) # x. Por lo tanto,

p es una funcion suave de D™ a si mismo sin un punto fijo. Esto contradice el Lema 2.1, y por lo

tanto tiene un punto fijo. |
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3. Apéndice

A continuacién se presentaran algunos resultados que fueron necesarios para las demostraciones
de la seccién 1. Estos resultados no se abordan con mayor profundidad, pues se aleja del propésito.

Proposicién 3.1 (Estimacién de Lipschitz para funciones C'). Sea U C R™ un conjunto abierto,
y sea F : U — R™ de clase C' . Entonces F es Lipschitz continuo en cualquier subconjunto
convexo compacto B C U. La constante de Lipschitz puede tomarse como sup,cp |DF(z)|.

Demostracion. Dado que |DF(z)| es una funcién continua de z, estd acotada en el conjunto
compacto B (la norma aqui es la norma euclidiana sobre matrices). Sea M = sup,cp |[DF(x)|.
Para a,b € B arbitrarios, a+t(b—a) € B para todo t € [0, 1] porque B es convexo. Por el teorema
fundamental del céalculo aplicado a cada componente de F', junto con la regla de la cadena,

1
F(b) — F(a) = /0 %F(a +t(b— a))dt
_ /1 DF(a+t(b— a))(b — a)dt.
0
Luego,
1
)~ F@)| < [ IDF(at(6—a))|s— ald

1
</ M|b — aldt
0

= M|b— al.

Proposicion 3.2 (Propiedades de los Conjuntos de Medida Cero). .
(a) Una union contable de conjuntos de medida cero en R™ tiene medida cero.
(b) Cualquier subconjunto de un conjunto de medida cero en R™ tiene medida cero.
(¢) Un conjunto de medida cero en R™ no puede contener ningin conjunto abierto no vacio.

(d) Cualquier subespacio afin propio de R™ tiene medida cero en R™.
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