MAT 290 Geometria Diferencial Universidad Técnica Federico Santa Maria
Semestre: 2020-2 Departamento de Matematica
Profesor: Pedro Montero

Ayudantia 4

Ejercicio 1 |Sea M C FE ~ R" una subvariedad de clase ¥*°. Entonces:
1) La inclusién i : M < E es una funcion diferenciable.

2) Una funcion f: M — R es diferenciable si y solo si para todo « € M existe una vecindad
x €U C E~R"yuna funcion ® : U — R de clase € tal que ®|yrnv = flanu-

Sea M C R™ una subvariedad de clase €°° y sea f : M — R una funcion diferenciable.

Probar que existe ® : R — R de calse €*° tal qeu ®|y = f.

Sea X un conjunto, y supongamos que {U; };ca son subconjuntos de X tales que
X=Ju

€A
Supongamos que existen funciones biyectivas ; : U; — Y;, donde cada Y; es una variedad diferenciable de

dimensién n. Ademas supongamos que los conjuntos Y;; = ¢;(U; N Uj) son abiertos de Y;, y para todos

1,7 € A, la funcién v, 1= ;o 90;1 :Y;; — Y}; son difeomorfismos.
= Definimos los abiertos de cada U; como los V' C U, tales que o;(V) es abierto en Y.

= Definimos los abiertos en X como los W C X tales que W NU; es abierto en Y; para todo ¢ € A. Por

definicion, los U; son abiertos y ¢; son homeomorfismos.

Probar que X es un espacio topologico de Hausdorff si y solo si cada Y; es un espacio topologico de

Hausdorft y si el grafo de los difeomorfismos v;; : Y;; — Yj; es cerrado en Y; X Y;.
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1) Seaz e My p:VCM—V' CF~R™una carta local definida en V := M N U, inducida por un
difeomorfismo ¢ : U C E — U’ C E. Entonces, la expresion, de i en las cartas o de M y ¢ se E es

la inclusién V' < U, que es €°.

2) (=) Sea f: M — R diferenciable y € M. Consideremos una vecindad z € U C E y un difeomor-
fismo ¢ : U — U’ C F tal que (M NU) =U'NF con F ~ R™ subespacio vectorial de E, y sea
© = Y|unar la carta local asociada. Luego, g := f o' es de clase € en U’ N F.

Si escribimos E = F @ [y ~ R™ x R"™™ -3 ' ~ R™ entonces, en torno a ¥’ € ¢(x) € U’ la funcién
gom: U — Res ¥ y extiende a g. Por lo tanto, ® := g o7 o1) extiende a f en una vecindad de x
en F ~R".

(<) Si existe una vecindad x € U C E ~ R™ y una funcién ® : U — R de clase € tal que
®|pru = flumnu, entonces tenemos que f|ynu es la composicion de la inclusion i : M NU — U, y
de ®. Por 1), ambas son € , entonces f es diferenciable.

Sea f : M — R una funciéon diferenciable. Luego, por 2) del ejercicio 1, tenemos que para todo x € M,

existe una vecindad x € U C R™ y una funcién ¢ : U — R de clase € tal que extiende a f en U.

Consideremos {z;};c; C M tales que los conjuntos {U; };cr, dados por lo anterior, formen un cubrimiento

de M, y consideremos el conjunto {U;, Vj}icr jen, con V; € R” tales que

R"=Juiu |V

iel JEA
es decir, la coleccion {U;, V] }ier jea forma un cubrimiento de R™. Luego, por Teorema de la particion de

la unidad, existen funciones §; : R — Ry u; : R™ — R tales que

» supp(§;) C U; y supp(py) C V3,

= La coleccion {supp(&;), supp(i;)tier,jen es localmente finita, y

&)+ Y ma) =1 VreR

i€l jEA

Ahora, consideremos ¢; : R™ — R las funciones dadas por el ejercicio anterior, que extienden a f en cada
U;, v definamos ¢ : R™ — R, dada por

®(z) =Y &i(@)pi(x)

i€l

tenemos que P es de clase ¥>° por construccion y extiende a f a todo R”™.
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(=) Veamos que si X es Haudorff, entonces Y; es Hausdorff.

Sean a,b € Y; con a # b para un i € A cualquiera. Como ¢; es biyectiva, tenemos que existen z,y € U;
tales que ¢;(x) = a y ¢;(y) = b con x # y. Luego, existen vecindades abiertas x e W C X yy eV CX
tales que W NV = () pues X es un espacio de Hausdorff. Ademas, z € WNU; y y € V NU;, entonces

a € gal(WﬂUl) y be Qﬁl(VﬁUz)
Como W NV =0,y p; es biyectiva, tenemos que
oW NU)Npi(VNU;) =0

Entonces, como ¢;(W NU;) y ¢;(V NU;) son abiertos de Y; tales que a € o;(WNU;) ybe p,(VNU;), Y;
es Hausdorff.

Veamos que si X es Hausdorff, entonces el grafo de 1);; es cerrado en Y; x Y;.
Para probar esto, demostraremos que el conjunto
I =A{(w,y) € Yij x Yji 0 ij(x) # v}
es abierto en Y; x Yj. Sea (x,y) € I'f;, luego, por la biyectividad de ¢; para todo i € A, tenemos
(z,y) € I <= ij(x) #y
= (pjop; )x) #y
= o7 (@) # 05 ()

Por otro lado, por definicién de );;, tenemos que ¢; *(z) € U;NU; y goj_l(y) € U;NUj. Luego, como X es
Hausdorff, existen vecindades abiertas ¢; '(z) € W C X y gojfl(y) eV C X tales que WNV =0.

Por definicién de abierto en X, ;(WNU;NU;) y ¢;(VNU;NU;) son abiertos de Y; y Y; respectivamente,
lo que implica que ¢;(W NU; NU;) x ¢;(VNU; NU;) es un abierto de Y; x Y; por definicién de topologia

producto.
Ahora, si tomamos z € ¢;(W NU; NU;), tenemos que
bij(@) = pj 007 (z) € o;(WNTU; NU;)
Como W NV =0, tenemos v;;(z) ¢ ¢;(V NU; NUj), es decir,
(WU NUj) x p;(VNU;NU;) CTY
lo que implica que I';; es cerrado.
(<) Notemos que la coleccion {U; x U, }ien jea cubre a X x X, entonces, el conjunto
Ax = {(z,z) e X x X}
es cerrado si y solo si Ax N (U; x Uj) es cerrado en U; x U; para todo 4,5 € A.

Sea, = € Y;;, tenemos

779
Ui x U; 2 (z,95(x)) <= (z,9(¢; *(x))
= (vi(y), 0 (¥))

donde hacemos el cambio de variable y := ;! () € U; x U;. Entonces, la imagen de (U; x U;) N Ax bajo

la funcion ¢; x ¢; es el grafo I';;. Por lo tanto, X es Hausdorff.
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