
Tarea 2 – Topología

Profesor: Pedro Montero, Ayudante: Sebastián Fuentes

Departamento de Matemática, Universidad Técnica Federico Santa María

Fecha de entrega:1 Hasta el Lunes 15 de Abril de 2024 a las 23h59.

Esta Tarea debe ser realizada individualmente.

Problema 1
Sea X un espacio topológico y sean x0, x1, x2 ∈ X tres puntos. Recordar que si u : I → X es un camino de x0 a
x1 entonces definimos el cambio de punto base como el isomorfismo de grupos

u# : π1(X,x0)
∼−→ π1(X,x1), [γ] 7→ [u−1 · γ · u].

Probar que:

1. Si u′ : I → X es otro camino de x0 a x1 y u ≃ u′ son homotópicos como caminos de x0 a x1, entonces los
isomorfismos u# = u′

# coinciden.

2. Si cx0
es el lazo constante basado en x0, entonces (cx0

)# = Idπ1(X,x0).

3. Si v : I → X es un camino de x1 a x2, entonces (u · v)# = v# ◦ u#.

Problema 2
Sea Sn = {x ∈ Rn+1, ∥x∥2 = x2

1 + . . .+ x2
n+1 = 1} ⊆ Rn+1 la esfera unitaria con la topología usual, y sea

f : Sn −→ Sn, x 7−→ −x.

Pruebe que si n es impar entonces f ≃ IdSn .

Indicación: Si n = 2m− 1 es impar, conviene pensar S2m−1 ∼= {z ∈ Cm, ∥z∥2 = |z1|2 + . . .+ |zm|2 = 1}.

Problema 3
Sean 1 ≤ m < n enteros positivos. Consideremos Sm como el subespacio de Sn dado por{

(x1, . . . , xm+1, 0, . . . , 0) ∈ Rm+1,

m+1∑
i=1

x2
i = 1

}
.

Pruebe que el complemento Sn \ Sm es homotópicamente equivalente a Sn−m−1.

Problema 4
Sea X un espacio topológico y sean U, V ⊆ X dos abiertos conexos por caminos tales que X = U ∪ V y tales que
U ∩ V ̸= ∅ es conexo por caminos. Sean ιU : U ↪→ X y ιV : V ↪→ X las inclusiones de dichos abiertos en X.

1. Sea x0 ∈ U ∩ V . Probar que el conjunto π1(ιU )(π1(U, x0)) ∪ π1(ιV )(π1(V, x0)) genera al grupo π1(X,x0).

Indicación: Por compacidad de I = [0, 1], todo lazo γ : I → X basado en x0 puede subdividirse en caminos
completamente contenidos en U o en V .

2. Bajo las hipótesis del ítem (1), probar que si U y V son símplemente conexos entonces X es símplemente
conexo.

3. Deducir que la esfera Sn es símplemente conexa para todo n ≥ 2.

1Factor de retraso: 0.7 por 1 día de retraso, 0.55 por 2 días de retraso, 0.01 por 3 días de retraso.


