TAREA 1 — TOPOLOGIA

PROFESOR: PEDRO MONTERO, AYUDANTE: SEBASTIAN FUENTES
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA

Fecha de entrega:' Hasta el DOMINGO 31 DE MARZO DE 2024 A LAS 23H59.

Esta Tarea debe ser realizada individualmente.

Problema 1

Sea (E, || - ||) un espacio vectorial real normado. Probar que:

1.

2.

3.

Si xg € E, entonces los conjuntos de la forma
V;’gl’”_’zn (iE()) = {LE c E, wl((ﬂ) — El(xo)\ < E}

forman un sistema fundamental de vecindades de xg en F respecto a la topologia débil, donde € > 0, n € N
ygl,...,gn e E*.

Los abiertos en la topologia débil de E son todas las posibles uniones de intersecciones finitas de conjuntos
de la forma £~1(I) donde I C R es un intervalo abierto y donde ¢ € E*.

La topologia fuerte de E es méas fina que la topologia débil.

Problema 2

Sea X un espacio topologico. Probar que las condiciones siguientes son equivalentes:

1.
2.
3.

X es discreto.
La topologia de X es la topologia coherente definida por la familia de singletons? en X.

La biyeccion canénica [[ . y{x} — X es un homeomorfismo.

Problema 3

Sea X un espacio topologico y Z una relacion de equivalencia en X. Probar que:

1.
2.

Si X/% es Hausdorff, entonces #Z C X x X es un cerrado.

Si X’ es un espacio topologico de Hausdorff y si f : X — X’ es una funcién continua tal que [z] = [y] siy
solo si f(z) = f(y) para todos z,y € X, entonces X/Z es de Hausdorff.

Problema 4

Sea X un espacio localmente compacto y sea oo un conjunto disjunto a X, y sea X:=XU {o0}.

1.

Probar que la familia de subconjuntos de X de la forma U , donde U es un abierto de X o bien de la forma
(X \ K)U {oc}, donde K C X es un compacto, es una topologia en X. El espacio topolégico X, dotado
de esta topologia, se llama la compactificacion de Alexandrov de X y decimos que oo es el punto al
infinito.

Demostrar que la topologia inducida en X por aquella de X esla topologia original de X.
Probar que X es un espacio compacto.

Probar la unicidad de la compactificacion de Alexandrov. Mas precisamente, dado Y espacio topologico
compacto y ¢ : X — Y un homeomorfismo sobre su imagen tal que p(X) =Y \ {y}, probar que ®: X Y
dado por z — ¢(z) si x € X y por 0o — y, es un homeomorfismo.

Probar que la compactificacién de Alexandrov es functorial para homeomorfismos. Méas precisamente, probar
que si Y es otro espacio localmente compacto y si f : X — Y es un homeomorfismo, entonces la funciéon
f:X =Y dada por f|x = f y por f(c0) = 00, es un homeomorfismo.

IFactor de retraso: 0.7 por 1 dia de retraso, 0.55 por 2 dfas de retraso, 0.01 por 3 dias de retraso.
2Notar que un singleton posee una y sélo una topologia posible.



