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Problema 1. (topologia cociente inducida) Sea X un espacio topolégico y #Z una relacién de equivalencia en X, y
sea m: X = X/Z la proyeccién candnica. Sea A C X un subconjunto arbitrario y Z4 := ZN (A x A) la relacién de
equivalencia inducida en A. Asf, hay una inclusién continua A/ #Z4 — X/Z. Suponga que alguna de las condiciones
siguientes se verifica

1. Todo abierto saturado de A es la traza sobre A de un abierto saturado de X.
2. A es abierto y 7 es una funcién abierta.
A es cerrado y 7 es una funcién cerrada.

La restriccién 7|, : A — X/Z es una funcién abierta.

orok W

La restriccién 7|, : A — X/Z es una funcién cerrada.

y demuestre que la topologfa cociente de A/Z 4 coincide con la topologia inducida por X/Z. ;Qué ocurre si X = R,
siZ estd dadaporx ~gysar—yeZysiA=1[0,1]o A=10,1]7

Definiciéon 1. Decimos que un espacio topoldogico X es normal si es Hausdorff y si para todo par de cerrados
F, F’ C X disjuntos existen abiertos disjuntos U, U’ de X talesque F CU y F/ CU’.

Problema 2. El objetivo de este problema es probar propiedades bésicas relacionadas con la propiedad de norma-
lidad, en particular para el caso de cocientes y unién disjunta.
1. Probar que un espacio topoldgico compacto es normal.

2. Sea X un espacio topoldgico normal. Probar que si ' C X es un cerrado y U C X es un abierto tal que
F C U, entonces existe un abierto V C X talque FCV CV CU.

3. Sea X un espacio topolégico normal y sea % una relacién de equivalencia en X tal que la proyeccién canénica
m: X — X/Z es una funcién cerrada. Probar que X/% es normal (luego, Hausdorff).

4. Sea X un espacio topoldgico compacto y sea # una relacién de equivalencia en X. Probar que X/Z es
compacto.

5. Probar que la unién disjunta de espacios topolégicos normales es normal.

Definicién 2.(grupo topolégico) Un grupo topoldgico G es un grupo dotado de una topologia satisfaciendo las
siguientes condiciones:

1. La ley de grupo
m:GxG—G, (g,h)— gh
es continua, considerando la topologia producto en G x G.
2. La inversién
1

1:G—=>G, g—g

es continua.
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Problema 3. El objetivo de este problema es probar algunas propiedades de grupos topologicos. Para ello considere
G un grupo topolégico y H C G un subgrupo.

1.
2.

Muestre que H es también un subgrupo.

Demuestre que si dotamos al grupo cociente G/H de la topologia cociente (i.e., la topologfa final asociada a
la proyeccién al cociente 7 : G — G/H), entonces 7 es una aplicacién abierta.

Pruebe que si H es un subgrupo normal entonces H también.
Pruebe que si H es normal, entonces G/H dotado de la topologia cociente es un grupo topoldgico.

Demuestre que si G es conexo y U C G es una vecindad de la identidad e, entonces G es generado por U.



