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Problema 1. Demuestre que para el subespacio @ C R el grupo de homologia relativa H;(R,Q) es un grupo
abeliano libre. Encuentre una base de dicho grupo.

Demostracion. Probemos en primer lugar que es libre. Para ello consideramos la sucesién exacta larga en homologia

reducida, _ _ B B
o= Hy(Q)—» H,(R) - H,(R,Q) = H,,—1(Q) — - -

Notar que Q es totalmente disconexo, i.e., todo punto x € Q es una componente conexa, y por lo tanto

~ Dpegl sin=0
H, =
@ {0 otro caso

Ademas, como R es contractible fIn (R) = 0 para todo n € N. Asi, en n = 0 la sucesién exacta larga en homologia
luce de la siguiente manera:

0 — Hy(R,Q) — Hy(Q) — Ho(R)=0 — 0

asi que B
Hl(Ra Q) = HI(R7Q) = EB:L’EQZ

Buscaremos ahora una base, para lo cual debemos entender el explicitamente el grupo H; (R, Q). Para ello, notemos
que si consideramos la sucesiéon exacta larga no reducida tenemos

0 Hy(R,Q) — Ho(Q) * Ho(R)
donde i, : Hy(Q) — Ho(R) corresponde al morfismo inducido por la inclusién ¢ : Q < R. De manera explicita,
Ho(Q) = @Z[x]@z
zeQ

es el grupo abeliano libre generado por las clases de homologia de puntos en Hy(Q) (pensados como 0-simplices), y
en este grupo todos los puntos son homolégicamente no equivalentes (i.e., [x] » [y] para todos x,y € Q con x # y),
puesto que todo mapeo continuo A; — Q es constante por ser Q totalmente disconexo. Sin embargo, en Hy(R)
todos los puntos son equivalentes, y por lo tanto bajo el mapeo’

iv: Ho(Q) = Ho(R), [z]o — [z]r

todos los puntos van a parar al generador de Hy(R). Asi,

Hi(R,Q) = ker(ix) = (2] — Wlolz,y € @ €D Z(lzlo — [0]o)
zcQ\{0}

donde Hy(Q) = EBIGQZ[J;] es el grupo abeliano generado por todos los puntos en Q, pensados como 0-simplices.
Ast, {[p] = [0]] p € Q\{0}} es una base de H;(R, Q).
O

!La notacién [z]g hace referencia a la clase de z en el grupo de homologia Ho(Q), mientras que [z]g hace referencia a Ho(R).
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Problema 2. Sea X un espacio el cual es la unién de abiertos Ay,..., A, los cuales poseen la propiedad de que
cualquier interseccién A;, N---N A;, es vacia o tiene grupos de homologia reducida trivial. Pruebe que H;(X) =0
para i > n — 1. Dé un ejemplo que muestre que el indice n — 1 es minimal.

Demostracion. Procederemos por induccién en n. El caso n = 1 es obvio. Asumiremos que la conclusién es cierta
para n — 1 y denotemos Y = A; U---U A, _;. La sucesién de Mayer-Vietoris con (Y, 4,,) da que

Dado que cada A, N A, es abierto, Y N A, es la unién de a lo mas n — 1 abiertos de esta forma. La hipdtesis
asume que la interseccién de cualquier coleccién de abiertos A; tiene homologfa trivial, por lo tanto tenemos que la
hipétesis de induccién aplica a Y N A,,, obteniendo que H; (Y N A4,,) ~ 0 para todo i > n — 2 as{ que

= 0= Hy(Y)® Hy (An) = Hi(X) =0 — ...

_>
vale para todo i > n — 1, y por tanto en dicho caso H;(Y) @ H; (A,) ~ H;(X). La hipétesis de induccién implica
también que 3 }
HZ(Y) = H,L' (A1 U... UAn—l) ~0

para i > n — 2, y también por hipdtesis Eli (A,) ~ 0 para i > 0. Obtenemos asf la conclusién.
Para dar un contraejemplo, para n > 3 consideremos la esfera S"=2 = JA"~! pensada como el borde del (n — 1)-
simplice. Este espacio verifica f[n,g(Sn_Q) = 7, sin embargo es posible encontrar un cubrimiento abierto. Notemos
que OA™! posee n caras, por tanto podemos considerar una vecindad abierta de cada cara, lo suficientemente
pequena como para que las intersecciones se puedan retractar a una cara de dimensién menor. Esto muestra
entonces que el indice n — 1 no se puede bajar.

O

Problema 3. Considere la botella de Klein K, definida como K = I?/ ~ donde (0,y) ~ (1,y) para0 <y <1y
(2,0) ~ (1 —z,1) para 0 < 2 < 1. Usando la sucesién exacta de Mayer-Vietoris calcule los grupos de homologia de

Demostracion. Para utilizar la sucesién de Mayer-Vietoris, descompondremos el espacio en los siguientes abiertos:

A

AT
\VAVAVAVAVAAV/
YV VVYX
MM

/]

i.e., la descomposicién consiste de dos bandas de Moebius A y B las cuales se intersectan. En la Ayudantia 2 proba-
mos que la banda de Méebius es homotépicamente equivalente a S' construyendo un retracto, asf que H,,(A), H, (B)
son isomorfos a H,, (K) para cada n > 0. De forma similar, notamos que también A N B ~ S'. Luego la sucesién
exacta de Mayer-Vietoris para n > 2

H, (S") & H, (S") = Ho(X) = Hpo1 (SY) = Hpoy () @ Hyoq (S1)
da que H™(X) # 0 para n > 2. En n = 2 tenemos
Hy (SY) @ Ha (S*) — Ha(X) — Hy (S') — Hy (SY) @ Hy (S') — Hi(X) — 0
y por tanto luce de la siguiente manera

0= HoK) =2 z202% H(X) 0
Notar que el morfismo f estd dado por f : Z — Z®Z,1 — (2, —2) y este mapeo es inyectivo, por lo tanto Ha(X) = 0.
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La imagen de f viene dada por Im(f) = 2Z(1,—1) = ker(g), por ende H1(X) = (Z ® Z)/2Z(1,—-1). Como
{(1,0),(1,—1)} es una base de Z & Z, calculamos que Hy(X) X Z ® Z/27Z. Ademés, Hy(K) = Z.
O

Problema 4. Calcule los grupos de homologia del espacio X obtenido al pegar 3 n-discos a lo largo del sus bordes.

Demostracion. Denotemos por Dy, Dy, D3 C X los n-discos. Consideraremos la particion A = D1UDy, B = DyUDs3,
teniendo asi X = AU B. Tenemos que A = B = §" mientras que AN B = Dy es un n-disco. De esta forma, tenemos
que Hi(A N B) es trivial excepto en grado 0, y Hi(A) = Hy(B) son triviales excepto en grado 0 y n. Dada la
sucesién de Mayer-Vietoris

lo anterior implica que Hy,(X) = Hy(A)® Hy(B) para todo k > 2, y utilizando homologia relativa también es vélida
para k = 1. Ademds, es claro que Hy(X) = Z pues X es conexo por caminos. Hemos calculado asi que

Z, k=0
H,(X)=472 k=n
0, otro caso

O

Proposicién 1 (versién relativa de Mayer-Vietoris). Sea (X,Y) = (AU B,CUD) un par, i.e., Y C X abiertos tal
que cada uno posee descomposiciones X = AU B,Y = CU D y estas verifican que A C C;, B C D. Entonces hay
una sucesion exacta

. — H,(ANB,CN D)% Hy(A,C) @ Ho(B,D) % Hy(X, V) S -
Problema 5. El objetivo de este ejercicio es demostrar la férmula
H; (X xS")~ H;(X) ® H;—n(X)
para todo i,n, donde H; = 0 para i < 0 por definicién. Para ello haga lo siguiente:
1. Muestre que hay isomorfismos

Hi (X X Sn) ’RJHZ(X)@HZ (X X Sn,X X {1‘0})

2. Demuestre que
H; (X xS™, X x {zo}) & Hi_1 (X xS", X x {z0}) .
3. Concluya.

Demostracion.

1. Comencemos notando que hay un retracto r : X x S™ — X x {zg} dada por r(z,s) = (z,x¢) para cualquier
punto xo € S”, esto es, r 04 : idx x(g,} donde i : X x {xo} < X x S™ es la inclusién.
Esto implica que la inclusién induce un morfismo inyectivo en homologia, y por tanto la sucesion exacta larga
en homologia escinde en sucesiones exactas cortas

0— H; (X x{zo}) > Hi (X xS") - H; (X xS", X x {x0}) =0

Mas atn, el retracto r induce una seccién del morfismo en cohomologia, y el splitting lemma implica que hay
un isomorfismo
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2. A continuacién, usaremos la descomposicién S” = D’} UD" en sus dos hemisferios. Notemos entonces que si
denotamos A = X xD%,B =X xD", C =D = X x {xo} tendremos las siguientes propiedades de pares.

a) (4,0) ~ (X, X).

b) (B, D)~ (X, X).

o) (AUBCUD) (X x S", X x {x0}).
d) (ANB,CND)~ (X xS" 1, X x {x0}).

Lo anterior implica que las grupos de homologia relativa
H;(A,C)=H;(B,C)=H;(X,X)=0
se anulan, y luego la version relativa de la sucesiéon exacta de Mayer-Vietoris da

para todo k > 0. Por tanto concluimos que hay un isomorfismo

Hi(AUB,CUD) = H;_1(ANB,CND)
H; (X xS™, X x {xo}) = Hi_1 (X x S" ™1, X x {x0})

3. Iterando el isomorfismo del punto anterior se obtiene que

H; (X xS, X x {zo}) 2 Hi_, (X xS°, X x {x0})
~ [, (XX, X)
= Hifn(X)

donde el ultimo isomorfismo es por el Teorema de Excision. Este resultado en conjunto con 1. resultan en

H; (X xS™) = Hy(X) ® Hi_n(X)



