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En la Ayudantia 9, asociamos a un CW-complejo X un el su complejo de cadenas celulares

- COW(X) Iy 0O (X) - . 0SV(X) = 0

y probamos que el n-ésimo grupo de cadenas celulares C$" (X)) corresponde al grupo abeliano libre generado por
las n-células de la descomposicién celular de X. La siguiente proposicién nos dice como podemos calcular de manera
explicita los diferenciales d,.

Proposicién (férmula del borde celular). Sea X un CW-complejo. Dada una n-célula e y su mapeo de pegado
o 0e =S XL para una (n — 1)-célula egfl consideramos la composicion

Xn—l
X int(ej ")

Qap: SPTL=9er L2 xn 1 T > §n-t

donde  denota el mapeo cociente asociado al colapso del subespacio X1 —int(egfl). Si denotamos dog = deg(pap)
el grado de dichos mapeos, entonces
Z dage”

Gracias a la Proposicion anterior, para calcular homologia de CW-complejos deberemos entonces ser capaces de
calcular el grado de un mapeo. El Teorema de Excision permite realizar este calculo de manera local, lo cual se
presenta en la siguiente Proposicién!.

Proposicién. Sea f : S* — S™ con n > 0 un mapeo tal que existe y € S™ con f~1(y) = {x1,...,2m} finito. Si
Ui,...,Upn son vecindades disjuntas de x1, ...,z tales que f(U; \ {x;}) C V \ y para cierta vecindad V de y,

entonces
deg(f Z deg(f)lz,

donde deg(f)|. g U\ {zi} =V \y.

Problemas

Problema 1 (Homologia del espacio proyectivo complejo). Considere el espacio proyectivo complejo P™(C), definido
como el espacio de lineas a través del origen en C"*! ie., P?(C) = C""1/ ~ donde (z¢,...,2,) ~ (2§,...2,) siy
solo si existe A € C* tal que Az; = 2} para todo i =0,...,n.

1. Describa una descomposicién celular de P"(C) tal que X = X?/+1 = PF(C) para 0 < k < n.

2. Demuestre que
Z vparai=0,2,4,---,2n

0 otro caso

Hy (P*(C)) = {

Lver pagina 136 de Algebraic Topology de Allen Hatcher.
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Demostracion.

1. Dado (zo,...,2,) € C""1, denotamos por [zp,...,z,] € P*(R) su clase en el cociente i.e., la linea que pasa
por el origen y dicho punto. Notar que tenemos inclusiones

{x} =P°(C) C P}(C) CP*C) C...
donde P"~1(C) C P"(C) es dado por
[2:0, ey Zn—l] — [20, ey Zp—1, 0]

Notar entonces que un punto arbitrario de P*(C)\IP"~!(C) puede ser iinicamente representado por (2, . . ., 2,1, 1)
con t = /1 =3 2z Esta observacién permite definir un mapeo

¥ 5 P(C), 2= (20--+s2n-1) = [205- > Zn_1,1]

con t = y/1 —||z]|2. Observar entonces que el borde de*" (correspondiente a t = 1) es enviado a P"~1(C),
de manera que P"(C) es obtenido desde P"~1(C) pegando una 2n-celula. Inductivamente, P*(C) posee una
estructura celular consistente de una célula para cada dimensién par 0,2,...,2n.

2. La estructura celular encontrada implica que el complejo celular de P"*(C) viene dado por

dan dan—1

02250275 37 2087 %)
de donde se obtienen directamente los grupos de homologia.

O

Problema 2 (Homologia del espacio proyectivo real). El objetivo de este problema es calcular los grupos de
homologia del espacio proyectivo real P"*(R). Para ello proceda como sigue:

1. Demuestre que el mapeo antipodal a : S* — S™, x — —x tiene grado deg(a) = (—1)"*1.

2. Usando la descomposicién celular de P*(R) (ver Ayudantia 8) y la férmula del borde celular demuestre que
sus grupos de homologia son

Y/ para k = 0 y para k = n impar
H;, (P"(R)) =< Z/27Z para k impar, 0 < k <n
0 otro caso
Demostracion.
1. Consideremos en primer lugar la reflexién ro : S* — S"™, (xg, ..., 2n) = (—2o,- .., Z,) en la primera coordenada

y calculemos su grado. Para ello elegimos un generador de H,,(S™), el cual podemos tomar como la clase del
ciclo [U — L] donde U denota el hemisferio norte y L el hemisferio sur, pensados como n-simplices. Notar
entonces que la reflexiéon rg mapea la cadena U — L en L — U. De esta forma,

(ro)«([U = L)) = [L = U] = =[U - L]

de donde deg(rg) = —1. Finalmente, vemos que a = r,, 0 1,1 0 - -+ 0 rg es el resultado de invertir todas las
coordenadas, y por tanto

deg(a) = deg(r,, orp_10---019) = deg(ry) - ... deg(rg) = (—1)"**



MAT250 UTFSM

2. Vimos en la Ayudantia 8 que P™(R) posee una descomposicién celular consistente de una k-célula para cada
k < n y los mapeos de pegado son los mapeos cociente ¢ : S¥=1 — P*~1(R), los cuales son cubrimientos 2 : 1.

Ahora, de acuerdo a la férmula del borde celular consideramos la composicién

skt & PEL(R) B PEY(R)/PEE(R) = SFY

donde p : P¥=1(R)/P*=2(R) denota el mapeo cociente resultante de colapsar el (n — 1)-esqueleto menos una
(n — 1)-célula, lo que para esta descomposicién particular resulta ser simplemente X"~2 = P*~2(R). Notar
ahora que la composicién p o ¢ se restringe en cada componente de S¥~1\ §¥~2 a un homeomorfismo hacia
P*~1(R) \ P*~2(R), donde por S*~2 entendemos al ecuador de la esfera. Ademds notemos que uno de estos

homeomorfismos se obtiene a partir del otro mediante precomposicién con el mapeo antipodal de S¥~1, el cual

tiene grado (—1)*.

Utilizando el hecho de que el grado se puede calcular de manera local obtenemos que

deg(po ) =1+ (=1)F

y por tanto obtenemos la siguiente caracterizacion del complejo de cadenas celulares

0-z223z2%...22%22372%7 -0 si n es par

0-z2%z2%...22%22372%72 -0 si n es impar

La conclusién se sigue directamente de lo anterior.

Problema 3. Calcule los grupos de homologia de los siguientes espacios:

1. el cociente de S? obtenido identificando los puntos antipodales de su ecuador S' C S2.

2. el cociente de S? obtenido identificando los puntos antipodales de su ecuador S? C S3.

Solucion.

1. Damos en primer lugar una descomposicién celular de este espacio, al cual denotamos por X, la cual cons-
truiremos en base a la descomposicién celular de S? modificando el pegado de las 2-células. Consideramos
entonces una 0-célula e y una 1—célula e', cuyos extremos deberdn ambos pegarse en la 0-célula, obteniendo
X! = S!. Pegamos ahora 2 2-células, denotadas D, ,D_ las cuales se pegaran a X! a lo largo del mapeo
St — S, 2 — 22, obteniendo asf el espacio X. Dada la naturaleza local del grado, es directo observar que el
mapeo de pegado tiene grado 2. De esta forma, el complejo celular de este espacio corresponde a

0= zDezD]Lz%z 50

donde la aplicacién f corresponde a Dy +— 2, D_ +— 2,y di = 0 pues el espacio posee solo una 0-célula y es
conexo por caminos (ver Ayudantia 8), i.e., Ho(X) = Z. Deducimos asi que

y H,(X) =0 para n > 3, gracias al Problema 2 de la Ayudantia 9.
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2. Recordemos que en la Ayudantia 8 dimos una descomposicién celular de S? consistente de 2 células de cada
dimensién, y entonces al identificar el ecuador el espacio resultante es el plano proyectivo real P?(RR) al cual se
pegan dos 3-células. Por tanto, el complejo celular de este espacio serd el mismo de P3(R) (el cual se construye
adjuntando una 3-célula a P?(R) por medio del mapeo cociente por puntos antipodas), con la diferencia de
que se estan adjuntando dos 3-células de esta manera. Por tanto del Problema 2 podemos ver que el complejo
celular corresponde a

0-Z[DyeZD 1572572570

deduciendo directamente que los grupos de homologia son:

Ho(X)=17, H\(X)=17/2Z, Ho(X)=0, H3X)=72*

y Hp(X) =0 para n > 4.

Problema 4. Calcule los grupos de homologia del espacio topolégico X = C; U Co U C3 C R?, donde
» O ={(z,y,2) e R | 2? + > + 2% =1},
s Oy = {(x,y,z) € R3| sz},
s O3 = {(w,y,z) €R3 | y=0}.

Solucion. Notemos en primer lugar que X es conexo por caminos pues cada C; lo es y dichos espacios se intersec-
tan. Asi, tenemos directamente que Hy(X) = Z y por tanto podemos realizar todos los cdlculos siguientes usando
homologia reducida, lo cual hard que los calculos sean mas sencillos.

Calcularemos en primer lugar la homologia de la unién C' := C5 U C3, notando que estos espacios verifican que
Ho(C3) = Ho(C3) = Z y H,(C2) = H,(C3) = 0 para todo n > 0, puesto que C2 = C3 = R2.

Utilizaremos la sucesién de Mayer-Vietoris, para lo cual necesitamos un cubrimiento abierto de Cy U C3 (pues
Mayer-Vietoris requiere de X = int(A) U int(B)) el cual permita expresar esta homologia en términos de las de
C5 U C3. Para hacer esto debemos notar que los puntos de C' = C> N C3 no son puntos interiores de Cy ni de C3
considerados como subespacios de Cs U5, por lo cual debemos ampliar estos conjuntos. Para ello fijemos un € > 0,
consideremos los abiertos

Us={(z,y,2) ER}| —e<x<e}, U,={(z,9,2) ER}|—ec<y<e}

y notemos que podemos utilizar Mayer-Vietoris con Co U (CNU,) y C3 U (C NUy)

Figura 1: Co U (C'NU,)

Notamos ahora que tenemos homotopias:
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CQU(OﬂUx)ﬁCQ7 CgU(CﬂUy)ch, (CQU(CmUx))ﬂ(C3U(OﬂUy))202ﬂ03gR

y dada la invarianza homotdépica de los grupos de homologia en realidad podemos emplear la sucesién de Mayer-
Vietoris con Cy y C5. Obtenemos asi que Hyo(C) = R pues es conexo por caminos, y:

ﬁn<02 N 03)2 0— ﬁn(CQ): 0 ﬁn(C;),): 0— ﬁn(C) — ﬁn,1(02 N 03): 0
para todo n > 1, asf que H,(C) = H,(C) = 0 para n > 12,

La idea ahora sera utilizar Mayer-Vietoris considerando el cubrimiento X = C; U C' (donde nuevamente se debe
tener cuidado de justificar que hay abiertos de esta unién los cuales se pueden contraer homotépicamente a C; y
C respectivamente)®. Notemos ahora que C; N C corresponde a dos circulos (22 4+ 22 = 1y 32 + 22 = 1) los cuales
estan enganchados en dos puntos (los puntos (0,0,41)) como en la siguiente figura.

So

Por lo tanto, para calcular los grupos de homologia de X, necesitamos primero calcular los de C; N C (pues
este espacio aparecerd en la sucesién de X con cubrimiento Cq,C). Este espacio posee un cubrimiento natural
C1NC = 8;USy donde S; = Sy = S! son homeomorfos al circulo, y por tanto conocemos sus grupos de homologia.
Usando la sucesion exacta de Mayer-Vietoris en C7; N C' obtenemos la sucesién exacta:

ﬁl(Sl n SQ) =0— ﬁl(Sl): 7, ® Hl(SQ): 7 — ﬁl(C’l N O) — ﬁo(Sl N SQ): 7 — HO(Sl) S5 Ffo(Sl): 0

Dado que el término de la derecha de la sucesién es un grupo libre, el Splitting Lemma implica que la sucesién
escinde, i.e., H1(C1NC) =Z> ®Z = 73.

Para n = 2 tenemos

ﬁg(Sl) D E{Q(SQ): 0— ﬁg(cl n O) — }Nll(Sl N Sz): 0

asi que Hy(Cy N C) = 0. Ahora, podemos emplear la sucesién exacta de Mayer-Vietoris en X, la cual para n = 2
resulta en

Hy(Cy N C)= 0 — Hy(S?)= Z @ Hy(C)= 0 — Hy(X) = Hy(Cy N C)=7° — Hy(S*) & Hy(C)=0

y nuevamente gracias al Splitting Lemma obtenemos Ha(X) = Z*.
Paran = 1:

Hi(S?) @ Hy(C)=0 — Hy(X) = Hy(Cy N C)=0
pues Ho(C1 NC) = Z. Asi, concluimos que H;(X) = 0, y por lo tanto
z* si n=2
H,(X)=KXZ si n=0
0 otro caso

O

2Este célculo en realidad no es necesario, pues es claro que Co U C3 es contractible (contraer primero un plano y luego el otro), pero
se ha incluido para ilustrar que en Mayer-Vietoris se debe tener cuidado con la particién elegida.

3Por ejemplo, en cada punto de interseccién afiadir un trozo de la otra esfera, de tal modo que la intersecccién de los abiertos seran
dos intervalos los cuales se pueden contraer a dos puntos.




