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El objetivo de esta ayudantia serd estudiar un tipo especial de homologia, la homologia celular, una herramienta que
resulta ser muy util para calcular los grupos de homologia de espacios que admiten una estructura de CW-complejo
(ver Ayudantia 8).

Problema 1. Considere una coleccién de espacios topolégicos basados (X, z4) tales que forman un buen par (i.e.,
existe una vecindad de cada x, que se retracta por deformacién a dicho punto). Demuestre que hay isomorfismos

P a. (Xa) = H, (\/Xa> Vn e N
Demostracion. Notar en primer lugar que la unién disjunta (][], Xa,[[,{za}) es también un buen par. Notamos

ahora que
I %o/ [[{za} = \/ Xa

y gracias a una Proposicién vista en clases (ver pagina 21 del apunte) tenemos que

H, (\/ Xa> ~H, <H Xa,]_[{xa}> ~ P H,(Xa,20) 2P HA(Xs)  VneN

recordando que la homologia reducida es simplemente la homologia relativa a un punto. O

Definicién. Sea X un CW-complejo. Decimos que X es de dimensién finita dim(X) = n si la descomposicién
celular de X considera n-células, pero no existen m-células para m > n en la descomposicién celular de X. Mas
especificamente, el espacio X = X™ es su n—esqueleto.

En esta ayudantia consideraremos tinicamente CW-complejos de dimension finita.

Problema 2. El objetivo de este problema es caracterizar los grupos de homologia de un CW-complejo de dimensién
finita. Sea X un C'W-complejo de dimensién finita.

1. Muestre que

H(x7, Xty = § Do B B
0 si k#n
donde X" denota el n-esqueleto de X e I,, denota el conjunto de n-células en la descomposicién celular de X.
2. Demuestre que H;(X) =0 para ¢ > n = dim(X) y que H,,(X) es un grupo abeliano libre.

3. Pruebe que la base de H,(X) estd en correspondencia biyectiva con las n-células si no existen (n + 1)-células
o (n — 1)-células.
Indicacion: Note que el morfismo Hy(X™) — H(X) inducido por la inclusién es un isomorfismo para k < n.

4. Si X posee k n-células entonces H, (X) es generado por a lo mas k elementos.

Demostracion.



MAT250 UTFSM

1. En primer lugar, veamos que el par (X", X"~!) es un buen par. En efecto, si consideramos el par (B",S"~!)
consistente de una n-célula y su borde, este es un buen par pues el abierto B™\ {0} se retracta por deformacién
en Sn — 1. Ahora, dado Y espacio topolégico y un mapeo f : S*! — Y, si consideramos el espacio X :=
Y Uy B™ creado al pegar B" a Y a lo largo de f, entonces (X,Y) es un buen par pues el X \ {0} es un abierto
el cual se retracta por deformacién en Y.

Vimos en la Ayudantia 8 que el cociente X™/X"~! es isomorfo al bouquet \/_, S™ de n-esferas, y el niimero
de esferas en este producto corresponde exactamente al nimero de n-células en la descomposicién de X. De
la Proposicién vista en clases acerca de buenos pares y el Problema 1., obtenemos isomorfismos

Hy (X", XY = H(X"/X"™") = Hy ( V S”) > P Hu(s™)

acl, a€cl,

v la conclusién se sigue del hecho que conocemos explicitamente los grupos de homologia de la esfera.

2. Para n = 0 esto es claro pues X = X° es un espacio discreto. Por induccién en la dimensién supongamos que
X tiene dimensién k y que H;(X*~1) = 0. Del item anterior sabemos que H;(X* X*~1) = 0 cuando i # k, y
por tanto la sucesién exacta larga asociada al par (X*, X¥~1) se ve como

= 0=H; (X*') - H (X*) - H (X", X" ) =0— -
y la exactitud da que H;(X*) = 0.

Para mostrar que H,,(X) es libre consideramos nuevamente la sucesién exacta larga asociada al par (X™, X"~ 1)

e 0= H, (X" 5 H, (X™) = Hy(X) L H, (X7, X771 -

i.e., f esinyectiva y como H,, (X”, X”fl) es libre, H, (X) también pues es un subgrupo de un grupo abeliano
libre.

3. Demostremos en primer lugar la indicacién. Para el par (X"X,"~!), observemos la siguiente parte de su
sucesion exacta larga

Hypr (X", X" — Hy (X)) = Hy (X™) — Hy, (X7, X"

Si k # n, el dltimo término es 0 por 1., y si kK # n — 1 el primer término es también 0, deduciendo que
Hj (X™') = Hy, (X™). De esta forma, observamos que Hj(X™) = Hy,(X) cuando k < n.

Suponemos ahora que X no posee (n + 1)—células ni (n — 1)-células. En este caso X"~ = X"~2. Por tanto
la sucesién exacta larga del par (X", X"72) es

ceo Hy (X772) = Hy (X™) 5 Hy (X7 X772) = Hy oy (X772) =

y dado que no hay (n + 1)-células, la indicacién implica que H, (X) = H, (X"*') = H,, (X™). Por otro lado,
del punto 2. sabemos que H,, (X"’2) =H, 1 (X”*Q) = 0, y por hipétesis H, (X”,X”fl) =H, (X”,X"’z).
Asi, f es un isomorfismo y el item 2. nos dice justamente que H,,(X) es libre con base dada por las n-células.

4. Del ftem 2. ya sabemos que H,(X) es libre, y por el mismo {tem sabemos que el ntimero de generadores de
este grupo, no excede al nimero de n-células de X. Probaremos que esto también se mantiene para H,(X"1!)
(i.e., que su nimero de generadores no excede al niimero de n-celulas).

Consideremos la sucesién exacta larga asociada al par (X"*1, X™)

coo o Hypy (XML XM = H, (X D B, (X)) = B, (X X)) 5

Sabemos que H,(X" ! X") = 0 y por lo tanto f es sobreyectiva, probando la afirmacién hecha sobre
H,(X"™*1). De manera inductiva concluimos el resultado para H, (X).
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O

Observacién. Dado un CW-complejo X de dimension finita n = dim(X), el Problema 2. permite observar los
siguientes hechos:

1. H;(X*) =0 cuando i > k. Esto es una manifestacién del hecho que el k-esquelo X* solo posee informacién
hasta dimension k.

2. H;(X*) = H;(X) para i < k. Esto es esperable dado que el grupo H; guarda informacién de dimensién i, y
por tanto las estructuras de dimension superior no alteraran este grupo.

3. H; (X k) —» H;(X) es sobreyectivo cuando i = k. Esto es, el k-esqueleto X* posee la informacién k-dimensional,
pero NO las relaciones que pudieran existir.

El hecho que el grupo de homologia relativa H, (X", X"~ 1) esté generado por las n-células X da la idea de que
estos grupos deberian definir un complejo de cadenas.

Problema 3. Sea X un CW-complejo. Usando las sucesiones exactas largas asociadas a los pares (X1 X™)
construya morfismos

dp—: Ho(X™, X" Y 5 X, (X" X"?)  VneN
de tal modo que d, 11 o d,, = 0 para todo n € N.

Demostracion. Consideramos las sucesiones exactas largas de los pares (X1, X™) (X", X"~1) (X"~ X"=2) las
cuales son de la forma:

n in+1

)
Hypq (X X)) 22 g(X)

Tn,

Hp (X" —"H, (X", X") =0
0=H,(X" ') — Hy(X") —— H, (X", X"~ 1) —— H, (X" 1)
0= anl(X"_2) N anl(Xn_l) s Hnil(Xn—17Xn—2)

donde los morfismos i, m, son aquellos inducidos en cohomologia por la inclusién y la proyeccién al cociente (en
realidad son H,, (i), H, (7)) y 6, son los morfismos de conexién. Las anulaciones se tienen gracias al Problema 2.
Juntando estas sucesiones obtenemos el siguiente diagrama

Tn
\ N

Hyog (X771, X772) -

Tn—1

Hn_l(Xn—l)

en donde hemos definido d,, = 6, o m,_1 para todo n € N, y por exactitud estos mapeos verifican la relacién
dp41 0d, =0, pues §, om, =0.
O

El problema anterior motiva la siguiente definicién.
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Definicién. Definimos el grupo de n-cadenas celulares de un CW-complejo X como
O (X) = Hp (X", X"71)
Gracias al Problema 2. obtenemos un complejo de cadenas
o OO (X)L 0O (X)L 0O (X)) = 0

llamado complejo de cadenas celulares. Los grupos de homologia celular, denotados H ,fW(X ) corresponden a los
grupos de homologia de este complejo.

Problema 4. Sea X un CW-complejo. Demuestre que los grupos de homologia singular y celular
HW(X) = Hy (X)
son isomorfos.
Demostracion. Por definicién de la homologia de un complejo, lo que necesitamos probar es que hay un isomorfismo

H,(X) 2ker(d,)/Im(dp+1)

Esto lo haremos analizando el diagrama construido en el Problema 3., en el cual todas las diagonales son exactas.
Por esta exactitud vemos que

Hy,(X) = Hy(X")/Im(0p41)

Ademés, como T, es inyectivo, se restringe a un isomorfismo Im(d,11) — Im(m, 0 d,11) = Im(d,41), y por
exactitud se tiene que 7, : H,(X™) > ker(6,).
Por otro lado, 7,_1 es inyectivo, resultando esto en que ker(d,,) = ker(d,,). Asi, m, induce el siguiente isomorfismo:

H,(X)2 H,(X")/Im(dy+1) Jln> ker(6,)/mn(Im(8,41)) = ker(d,)/Im(dpy1) = HSW (X)



