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Problema 1. (topologia cociente inducida) Sea X un espacio topolégico y #Z una relacién de equivalencia en X, y
sea m: X = X/Z la proyeccién candnica. Sea A C X un subconjunto arbitrario y Z4 := ZN (A x A) la relacién de
equivalencia inducida en A. Asi, hay una inclusién continua A/ #Z4 — X /2. Suponga que alguna de las condiciones
siguientes se verifica

1. Todo abierto saturado de A es la traza sobre A de un abierto saturado de X.
A es abierto y 7 es una funcién abierta.

A es cerrado y 7 es una funcién cerrada.

Ll

La restriccién 7|, : A — X/Z es una funcién abierta.

5. La restriccién 7|, : A — X/Z es una funcién cerrada.
y demuestre que la topologia cociente de A/Z 4 coincide con la topologia inducida por X/Z.

Demostracion. Durante este ejercicio denotaremos ¢ : A — X la aplicacion inclusién, 7 : X — X/Z proyeccién al
cociente de X, w4 : X — A/% 4 la proyeccion al cociente de A y

jA/%A‘%X/%, [.%‘]AH[JT]X

la inclusién entre espacios cociente, donde [-]4 denota la clase de equivalencia en A/Z4 v [-]x la ce de equivalencia
en X/%. Notar asi que tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

A—* X
A| A X%

En primer lugar debemos entender cada una de las topologias involucradas. Primero, tenemos la topologia de A
como subespacio de X, i.e., la topologia inicial asociada a la inclusién ¢, que explicitamente es:

{ Y (U) C A: U C X abierto }

También se tiene la topologia cociente en X/Z, que corresponde:

{UCX/% :7Y(U) C X abierto }
y a su vez A/Ry tiene su propia topologia cociente heredada desde A, que corresponde a:

{UC A% 7, (U) C A abierto }
Finalmente, la inclusién j dota a A/Z4 de su topologia débil, la cual estd dada por:

{i7YU) C A% : U C X/Z abierto }

Probaremos en primer lugar que, sin hipdtesis adicionales, la topologia inicial inducida por j es menos fina que la
topologfa cociente. Sea U C A/Z 4 abierto de la topologfa inducida por j, i.e., existe V C X/ tal que U = j~ (V).
Por definicién de la topologfa cociente 7=1(V) es abierto en X, y ahora notemos que

AT V) = Ay (THV)) = 7 (U)
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Dado que 7 la inclusién ¢ es continua y 7=1(V) es abierto en X, se tiene que W;l(U) es un abierto de A, y asi por
definicién de la topologfa cociente se tiene que U C A/Z4 es abierto en la topologia cociente.

Veremos a continuaciéon como cada una de las hipétesis del enunciado permite demostrar la implicancia contraria.
Sea U C A/Z 4 abierto en la topologia cociente, i.e., wzl(U) es un abierto de A, hechos que quedan fijos para la
demostracion de todos los puntos.

1. Notar que 7' (U) es saturado, asf que por hipétesis existe V' C X abierto saturado tal que 7, (U) = ANV =
t=1(V). Como V es saturado obtenemos que:

3 (U) =N (V) = a7 (V) = 7y (5 (w(V)))
y dado que 74 es sobreyectiva obtenemos:
U=j"'(n(V))

Concluimos asi el resultado pues como V es saturado, m(V') es abierto en X/% y por la definicién de la
topologia inducida por j vemos que U es abierto en dicha topologia.

2. Si asumimos que 7|4 es abierta, notando que 7|4 = 7 o ¢ vemos que:

a(my (U)) = n(u(m ' (U))) = j(ra(my (U))) = 5(U)

de donde j(U) es un abierto de X/% y dado que j es inyectiva tenemos U = j~1(j(U)) deduciendo que U es
abierto en la topologia inicial de j.

3. Idéntico a 2. tomando complemento.

Finalmente, las condiciones 4., 5. implican 2. y 3. respectivamente.
Veamos ahora el ejemplo. O

Definiciéon 1. Decimos que un espacio topoldgico X es normal si es Hausdorff y si para todo par de cerrados
F,F’ C X disjuntos existen abiertos disjuntos U, U’ de X tales que F CU y F' C U'.

Problema 2. El objetivo de este problema es probar propiedades basicas relacionadas con la propiedad de norma-
lidad, en particular para el caso de cocientes y unién disjunta.
1. Probar que un espacio topolégico Hausdorff compacto es normal.

2. Sea X un espacio topoldgico normal. Probar que si /' C X es un cerrado y U C X es un abierto tal que
F C U, entonces existe un abierto V C X talque FCV CV CU.

3. Sea X un espacio topoldgico normal y sea % una relacién de equivalencia en X tal que la proyeccién canénica
m: X — X/Z es una funcién cerrada. Probar que X/% es normal (luego, Hausdorff).

4. Sea X un espacio topoldgico compacto y sea # una relacién de equivalencia en X. Probar que X/Z es
compacto.

5. Probar que la unién disjunta de espacios topoldégicos normales es normal.
Demostracion.

1. Sea X Hausdorfl compacto y F,F’ C X cerrados disjuntos. Consideremos = € F' fijo y notemos primero
que para cada y € I’ podemos tomar vecindades abiertas disjuntas z € U,,y € V, pues X es Hausdorff.
Realizando este procedimiento para cada punto en F’ obtenemos un cubrimiento abierto {Vj}ycp de F’.
Ahora, como F’ es cerrado y X es compacto, F’ es también compacto y luego existe una cantidad finita de
puntos yi, ...,y € F’ tales que V,,,...,V,, es un cubrimiento abierto de F”. Vemos asi que el abierto

V=V, U---UV,,
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contiene a F’ y es disjunto del abierto
U=Uy, N---NU,,

que contiene a x. Esto prueba que podemos separar un cerrado en X de cualquier punto fuera por abiertos
disjuntos. Usemos esta misma idea nuevamente para concluir. Para cada x € F' consideramos ahora dos abiertos
disjuntos U,,V, tales que = € U, y F' C V,. Nuevamente consideramos las colecciones {Uy, }zer, {Vi}zcF
y notamos que la primera coleccién es un cubrimiento abierto de F' y por tanto podemos considerar finitos
Z1,...,%, € F tales que V,,,...,V,, cubra F'y definimos:

U=U,, U---UU;, v V=VyNn---NVy,
que son abiertos disjuntos conteniendo F' y F’ respectivamente.

2. Por definicién C' := X \ U es cerrado y claramente C N F = (), y como X es normal podemos considerar
abiertos V, W disjuntos tales que F' C V,C C W. Claramente

FCVC(X\W)CU

Como X \ W es cerrado V C U, lo cual concluye la demostracién.

3. Sean F, F' C X/% cerrados disjuntos. Por continuidad 7#~!(F), 7= 1(F’) son cerrados disjuntos de X y dado
que X es normal podemos considerar U,V C X abiertos disjuntos tales que 7= 1(F) C U y n~1(F’) C V.
Como 7 es una aplicacién cerrada si C; = X \ U,Cy = X \ V entonces w(Cy), 7(Cs) son cerrados de X/Z.
Consideremos Uy := (X/Z%) \ n(Cy) y Uz := (X/Z) \ m(C2) abiertos de X/Z y notemos que son disjuntos
pues

UrNUz = (X/Z) \ (7(C1) Un(Ca)) = (X/Z) \ (n(CLU C2)) = 0

Resta entonces ver que F C Uy y F/ C Us. Sea y € F y supongamos que y ¢ U;. Entonces y € 7(Cy) y luego
existe x € C; = X \ U tal que y = m(z), lo cual no es posible pues z € 7~ 1(F) C U. Asi, F C U; y el otro
caso es similar.

4. Basta notar que la proyeccién candnica es continua (por definicién de la topologia cociente) y sobreyectiva.
Por lo tanto X/% = w(X) es compacto pues es la imagen de un espacio compacto por una funcién continua.

5. Sea {X;}icsr una coleccién de espacios topolégicos normales y denotemos X =[]

conjunto:
X = {(:c,i) € <UX> x1:ax eXl}
iel

y la topologia de este conjunto es la topologia final asociada a las funciones f;(x) = (x,4). Asi, los cerrados
de X son los conjuntos C' tales que f;l(C) es cerrado en X; para todo i € I.

Sean Fj, Fy C X cerrados disjuntos. Entonces f; '(Fy) y f; '(Fy) son cerrados disjuntos en X; para todo
i € I. Como dichos espacios son normales, para cada ¢ € I podemos considerar un par de abiertos disjuntos
U;,V; C X; tales que fi_l(Fl) Cc U;, fi_l(Fg) C V;. Consideremos

U .= U fi(U) V= U fi(Vi)

i€l i€l

icr Xi- Recordar que como

abiertos de X. Notar que entonces que Fy C f(U) y F» C f(V), y claramente UNV = @ pues U; NV; = 0
para cada i € 1.

O
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Definicién 2. (grupo topolégico) Un grupo topoldgico G es un grupo dotado de una topologia satisfaciendo las
siguientes condiciones:

1.

2.

La ley de grupo
m:GxG—G, (g,h)— gh
es continua, considerando la topologia producto en G x G.
La inversién
1

1:G—G, gr—g

es continua.

Problema 3. Sea G un grupo topolégico y H C G un subgrupo. Demuestre que:

1.
2.

3.
4.
5.

H es también un subgrupo.

si dotamos al grupo cociente G/H de la topologia cociente (i.e., la topologia final asociada a la proyeccién al
cociente 7 : G — G/H), entonces 7 es una aplicacién abierta.

Si H es un subgrupo normal entonces H también.
Si H es normal, entonces G/H dotado de la topologia cociente es un grupo topolégico.

Demuestre que si G es conexo y U C G es una vecindad de la identidad e, entonces G es generado por U.

Demostracion.

1.

Basta notar que, como m es continua y G X G estd dotado de la topologia producto:

m(H x H)=m(H x H) Cm(H x H) CH

y por tanto el producto se restringe bien a H. En el caso de la inversion el argumento es también la continuidad

i(H) CiH) CH

. Sea U C @ abierto y probemos que m(U) es un abierto, lo cual significa probar que 7~ 1(7(U)) C G lo es.

Notemos

7 N n(U)) = U gH = U UhCX

geyu heH

y ahora, notar que el morfismo L, : G — G,g¢' — gg’ es un homeomorfismo y por lo tanto 7! (7(U)) es
abierto pues es unién de abiertos.

Recordemos que H un subgrupo es normal si y solo si para cada g € G,h € H se tiene que ghg~! € H.
Definamos el morfismo ¢, : G — G, h + ghg~! el cual es también un homeomorfismo (es una composicién de
multiplicacién e inversién) asi que

0g(H) Cpy(H)CH VgeG

lo cual significa que H es normal.

. Mostremos en primer lugar que la inversién es continua. Denotamos por (g la inversién en G y tq/y la

inversién en G/H. Observar que tenemos diagrama conmutativo:

G—2< @
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y dado que 7, 1g son continuas, tenemos que la composicién ig,/ g o 7 es continua. Ahora, si U € G/H es un
abierto, W_l(bg;}H(U)) es un abierto de G y por la definicién de la topologia cociente m=1(V') es abierto si y
solo si V', deduciendo que LE}H(U) es abierto y por tanto ¢ es continua.

Probemos ahora que la multiplicacién mg g es continua. Queremos probar entonces que mé} (U) es abierto
en (G/H) x (G/H). Sea (¢1H, g2H) € ma}H(U) Notar que 7~1(U) es una vecindad abierta de g;go pues
m(g192) = m(g1H,g2H) € U. Como la muliplicacién mg en G es continua existen abiertos VW C G con
g1 € V,g2 € Wy tal que mg(V x W) C 7#=Y(U). Entonces m(V) x (W) es un abierto de (g1H,go2H) y
si (zH,yH) € w(V) x 7#(W) , m(zH,yH) = xyH = 7(zy) € n(mg(V x W)) C n(x~Y(U)) = U, asi que
(xH,yH) € ma}H(U) Asi, vemos que (V) x 71(W) C ma}H(U) y por lo tanto ma}H(U) es abierto.

5. Notemos en primer lugar que si U,V C G son abiertos entonces su producto UV es un abierto. En efecto, esto
se ve notando que:

uv=Jgv

geU

y cada uno de los conjuntos gV son abiertos pues la multiplicacién es continua. Sea entonces e € U C G
vecindad de la identidad y para cada n € N, consideremos U, el conjunto de todos los productos de n
elementos en U, que por la observacién anterior es abierto. Asi, el conjunto W := |J,,y Un es abierto. Veremos
que es cerrado de lo cual se seguir4 la conclusién pues G es conexo. Sea g € W. Dado que gU ! es un abierto
de g, podemos considerar h € W N gU~'. Por tanto h = gu~! para cierto v € U y como h € W entonces
heU,yasi h=wuj-- u, para ciertos us,...,u, € U. Asi, llegamos a que g = hu = uy ---upu € Up11 CW
ast que W =W.

O



