TAREA ANALISIS COMPLEJO

PROFESOR: PEDRO MONTERO, AYUDANTE: EMILIO OYANEDEL
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA

Fecha de entrega:' Hasta el VIERNES 17 DE DICIEMBRE DE 2021 A LAS 23H59.

Esta Tarea puede ser realizada individualmente o en parejas, y se debe indicar el nombre de cada integrante.
Ademas, se deben escoger dos problemas para resolver.

Problema 1 (50 puntos)

El objetivo de este problema es determinar el valor de la integral impropia
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Para ello, considere reales positivos 0 < § < € < 1 < R y la siguiente region (cf. §27 del Apunte)

KRes

log®
y considere la funcion f(z) := 0g(2) donde log,. (z) denota la rama del logaritmo definida en C \ R=°.
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(a) (10 pts) Pruebe que fol thfI) dt = § 0+ le(H) dz y que f0+ }vz(d dz = 0.

(b) (10 pts) Pruebe que si z = re'? con 0 € [6, 27 — §] entonces
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y deducir que [ f(2) dz, [ f(z) dz — 0 cuando e — 0y R — +o0.

(¢) (15 pts) Determinar el valor de la integral
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(d) (15 pts) Notando que In(z)?— (In(z)+27i)? = 8in+12x In(x) —6im In*(2), deducir el valor de [ Z5i%
y con ello calcular
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IFactor de retraso: 0.7 por 1 dia de retraso, 0.55 por 2 dias de retraso, 0.01 por 3 dias de retraso.




Problema 2 (50 puntos)

El objetivo de este problema es probar el Principio de incertidumbre de Heisenberg. Mas precisamente,
durante este problema consideraremos ¢ : R — C tal que ¢ € S(R) y tal que se cumple que [, [ (x)[* dz = 1.
Bajo estas condiciones, probaremos que

([t as) ([ i w) > 1o

Para ello, definamos para todo par de funciones f,g: R — C de decrecimiento rapido el producto interno

()= [ Fa)ata) .
cuya norma asociada estd dada por ||f|| = (g [f(z)]? dz) 1/2 y verifica la desigualdad de Cauchy-Schwarz
[KF )l < 11 fIHlgll-

(a) (10 pts) Para f € S(R), defina F(x) := f(—x) para todo # € R. Pruebe que F(w) = f(w), y que la funcién
u(x) = (f * F)(x) verifica u(0) = [|f||* y t(w) = [f(w)[*.

(b) (15 pts) Deducir, a partir del ftem (a), que para toda f € S(R) se tiene que || f] = || f]-

(¢) (10 pts) Sea ¥ € S(R) tal que ||¢|| = 1. Probar (eg. integrando por partes) que
[ @P dz = [ @237 + 5 @0()) de,
R R

y deducir que % < ||¢|||[+'||, donde ¢(x) = x1)(x) para todo x € R.

(d) (15 pts) Sea 1) € S(R) tal que [|¢|| = 1. Probar (eg. usando (b)) que ||¢)'[|* = 472 [, w2|{b\(w)|2 dw, y deducir

que ([er ) ([P aw) > o

Problema 3 (50 puntos)

El objetivo de este problema es probar algunas propiedades sobre homotopia de caminos continuos y sobre el grupo
fundamental. Més precisamente, probaremos que la equivalencia homotopica es una relacién de equivalencia y que
el grupo fundamental tiene estructura de grupo.

Para ello, recordemos que si X es un espacio topologico® y 71,72 : [0,1] — X son dos caminos (i.e. funciones
continuas) tales que a := v1(0) = 72(0) y b := 71(1) = 72(1), entonces decimos que 7v; es homotépicamente
equivalente a 7, si existe una funcion continua

h:[0,1] x [0,1] — X, (u,t) —> h(u,t) := 7,(t)
tal que
(1) h(0,t) = y1(¢) y h(1,t) = 12(t) para todo t € [0, 1].
(ii) h(u,0) =ay h(u,1) = b para todo u € [0,1].
En tal caso, decimos que h es una homotopia desde v, hacia 79, y escribimos v; ~ vs.

(a) (10 pts) Probar que la relacion de homotopia es una relacion de equivalencia.

Indicacion: Para probar la transitividad, considerar una homotopia h' desde v1 a 72, una homotopia h” desde
Yo a3, y defina la funcion continua®

. h (2u,t) siue [0, 4]
h(u,t) = { R'(2u—1,t) siu€[i,1]

2Para efectos de este ejercicio, puede considerar X = Q C R™ un abierto no-vacio si lo desea.
3No es necesario probar rigurosamente que las homotopias utilizadas a lo largo del Problema 3 son efectivamente continuas.




En todo lo que sigue, fijaremos zo € X un punto base. Recordemos que el grupo fundamental de X relativo a
g € X esta dado por

(X, 20) = caminos cerrados v : [0,1] — X N .
T4, To) = tales que y(0) = (1) = zg homotopia

(b) (20 pts) Dados 71,72 : [0,1] — X caminos cerrados tales que 7;(0) = ~;(1) = o para i € {1,2}, definimos
el camino producto mediante

B (2t) sitelo, 3]
(71 - 92) (1) ._{ 72&_ 1) site[d 1]

Probar que [y1]-[y2] := [y1-72] esté bien definido en 71 (X, zg) (i.e., no depende de las clases de equivalencia),
y que dicha operacién es asociativa, i.e.,

(]~ bel) - [yl = nl - (2] - [s]) en m (X, o).

(¢) (10 pts) Definimos el camino constante como e(t) := xg para todo ¢ € [0, 1]. Probar que para toda clase de
homotopia [y] € 71 (X, zo) se cumple que

V] - [e] = [e] - [v] = [7] en m1(X, 2o).

(d) (10 pts) Dado v : [0,1] — X un camino cerrado tal que ¥(0) = v(1) = =z, definimos el camino inverso

mediante v~ (t) := (1 — t) para todo ¢ € [0,1]. Probar que para toda clase de homotopia [y] € 7 (X, ) se
cumple que

V-l T=01- 1] = [e] en (X, 20).

En conclusion, el conjunto 1 (X, xg) puede ser dotado de estructura de grupo.



