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Problema 1 (50 puntos)

El objetivo de este problema es probar que para todo z € C se tiene que

cosh(z) — cos(z) = 22 H ( W4n4)

para cada z € C.

(a) (20 pts) Probar que el producto

define una funcion entera.

Solucién: Escribimos p(z) = 22[], >, (1 + fu(2)) con fn(z) = W Dado R € R>Y, notamos que si
z € D(0,R) entonces Y., o [fn(2)] < 3,51 % < 400 converge absolutamente.
Luego, p es holomorfa en cada compacto de C, i.e., p € &(C).

(b) (10 pts) Probar que para todo z € C se tiene que
1—1 1+
2sin ((21)2) sin ((J;Z)Z) = cosh(z) — cos(z).

Solucién: Calculamos 2 sin <(1_2i)z) sin ((1-1;‘)2) = cos(iz) — cos(z) «f cosh(z) — cos(z).

(¢) (20 pts) Deducir que p(z) = cosh(z) — cos(z) para todo z € C.

Solucién: Sea a := (12’) b:= (1“)2 y notamos que a® + b*> = 0, ab = 22/2 y a®b*> = z*/4. Luego, la

férmula del producto de Euler 1mphca que:
) a + b2) 2b2 5 4
= = 1
> : 1];[1 ( 2t i) T 1:[1 T it )

2sin(a) sin(b) = 2ab H ( > (1 -
de donde se concluye que p(z) = cosh(z) — cos(z) para todo z € C.

n>1

(Bonus 1) (5 pts) Probar (e.g. usando la identidad de Euler para la funciéon seno) que

N (.

n=0

para todo z € C.
Indicacion: sin(2z) = 2sin(z) cos(z) para todo z € C. Haga cdlculos rigurosos: especifique bajo qué condiciones
puede dividir (luego puede extender su resultado a C por extension analitica).

Solucién: Para todo z € C se tiene que
sin(27z) = 2sin(7z) cos(mwz)

y luego, gracias a la formula de Euler, tenemos que:

4 2 2
27z H (1 - :2) = 27z cos(mz) H (1 - 22) para todo z € C.

n>1 n>1

Separando el primer producto en términos pares e impares, obtenemos

(- 5%) = T( o) I (- ) = IL () T )



Asi, para todo z € C\ Z se tiene que

cos(mz) = [ (1 - (2773121)2) :

m>0

Dado que ambos lados de la identidad anterior estan dados por funciones enteras, deducimos gracias al
principio de extension analitica que dicha igualdad es valida para todo z € C.

Problema 2 (50 puntos)

El objetivo de este problema es calcular para n € N2! la integral
“+o0o
1
——— dx.
/_oo @+
1

Para ello, considere la funcion f(z) := [CES

(a) (10 pts) Determine el tipo de singularidades de la funcion f.

Solucién: Dado que

1
)= ————,
9= e
observamos directamente que f posee un polo de orden n en zy = +i. Esto se chequea directamente escri-

biendo la serie de Laurent respectiva, o bien calculando los limites

lim (2 £14)" f(2) = (F2i) "y lim |(z & i) f(2)] = 4oo.

z—+i

(b) (20 pts) Calcule Res(f, zo) para todo zg € C tal que Im(zg) > 0.
Indicacion: Puede usar directamente el hecho que

1 ) dm—l m
Res(f, ZO) = (m — 1)' zli{Izlo dzm—1 {(Z - ZO) f(Z)} :
si f posee un polo de orden m > 1 en zy. Notar que (—n)(—n —1)---(=2n +2) = (=1)""! ((2::12))!!.

Solucién: Sea zp € C tal que Im(zg) > 0. Si 2y # i entonces f es holomorfa en zy y luego Res(f, zg) = 0.
Para calcular Res(f,7) usando la indicacion, notamos que (z — i)™ f(z) = (z +14)" ™ y luego

(=1 ) = o e+ i))
= (—n)(—n — 1) - (_Qn + 2)(2 + i)—(Qn—l) _ (_1)n—1((2’r7;_12))!!(z + i)_2n+1

Res(f,i) =

ne1(2n=2)0 o opin .~ (2n—2
e e = (00))

(c) (20 pts) Probar que

/+°° 1 T [(2n—2
dx = .
oo (@24 1) 22n=2\ p -1

Solucion: Tal como se discutié en §27, el Teorema de Residuos implica que

1 . ) s 2n —2
/11&7(332 1y dz = 2miRes(f,i) = Sz (n _q )



(Bonus 2) (5 pts) Sea a € R>°. Calcular la integral

+o0 :
/ x sin(x) d.

22 + a?

— 00

Solucion: Sea

z z
1(z):= 224+a2  (z+ia)(z —ia)’
Tal como se discuti6 en §27, el Teorema de Residuos implica que
/ f(z)e™ dx = 2mi Z Res(f(2)e™, z) = 2mi Res(f(2)e'*,ia) = 2mi - 2 e=a — jmea,
R 2ia

Im(z0)>0

z sin(z)
z2+a?

Tomando parte imaginaria, obtenemos que fR dz = me .



