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Problema 1 (40 puntos)

El objetivo de este problema es estudiar explicitamente polinomios cuadréticos de variable compleja. Mas explici-
tamente, consideremos la funcion f : C — C dada por

def

F(2) = fla+iy) = az® + bay + cy?
donde a, b, ¢ € C son constantes, y donde z = x + iy € C.

(a) (20 pts) Determinar condiciones suficientes y necesarias sobre los coeficientes a, b, ¢ € C de tal suerte que f
sea una funcién entera.
Indicacion: La vida es mds facil en las variables z = x + iy, Z = x — 1y.

Solucién: El cambio de variable - = 252, y = 222 permite reescribir f como

f(z) = %(afib—c)zz + %(a+c)z§+ i(aJribf )z

Asi, la ecuacion de Cauchy-Riemann nos dice que f € 0(C) si y solo si g—g(zo) = 0 para todo zg € C, i.e.,

of

o 1 1 . _
g(zo) «f §(a+c)zo + §(a+zb —¢)Zo

para todo zg € C. Notamos (e.g. escogiendo zp = 1y 29 = i) que esto implica que a+b=a+ib—c=0,y
que a su vez esta condicién implica que %(ZO) = ( para todo zy € C. Asi,
f € 0(C)siysolosic=—a, b= 2ia,

lo que a su vez equivale a que f(z) = az? + 2aizy — ay® = a(x + iy)? 022

(b) (10 pts) Usando los valores de a,b, ¢ € C encontrados en el punto (a), determinar f’(z) para todo z € C.
Solucién: El item (a) implica que f’(z) = 2az para todo z € C.
(¢) (10 pts) Usando los valores de a,b, ¢ € C encontrados en el punto (a), y denotando por
0D = {z € C tal que |z| = 1}

al borde del disco unitario centrado en el origen (orientado en sentido anti-horario), calcular la integral

/
oD
donde w = ’ (Z) dZ.

Solucién: Dado que f € 0(C) y K := {z € C tal que |z| < 1} C C es un compacto de borde de clase €
por pedazos (de hecho, de clase €°°), el Teorema de Cauchy-Goursat implica que

f(z)dz=0
oK

ie., [pw=0.

(Bonus 1) (5 pts) Determinar condiciones suficientes y necesarias sobre los coeficientes a,b, ¢ € C de tal suerte que f
sea una funcién armdnica en todo el plano complejo (i.e., Af = 0 en C). ;Es posible que f sea armonica
pero que no sea holomorfa?

Solucién: Por definicion, A & 68—;2 + 0‘9—:2 y por ende Af(z) = 2(a+c). Asi, f es armonica en C si y s6lo si

¢ = —a. Por otro lado, el item (a) implica que si b # 2ia entonces f es armoénica pero no es holomorfa.



Problema 2 (60 puntos)

El objetivo de este problema es utilizar técnicas de anélisis complejo para calcular integrales impropias reales. Para
ello, considere la funcion f : C — C dada por

) =
Ademas, para todo R € R>? considere el compacto dado por

KR::{z:rew talque 0 <r <R, 0<0<m7/4}
z2=%(R+iR)
V3

Y2
Kgr

ENE

z0=0 Y1 z1=R

(a) (5 pts) Justificar (muy resumidamente) que f € ¢(C) es una funcién entera. Determinar su desarrollo en
serie de potencia centrada en zg = 0.

2

Solucién: La exponencial g(z) = e* y el polinomio h(z) = iz* son funciones enteras, y por ende f f goh

también. Del mismo modo, dado que

+oo

g(z) =¢e* = Z Z—' para todo z € C,
n!

n=0

se tiene que

flz) = E Z' para todo z € C
n!
n=0

es el desarrollo en serie de potencia centrada en zy = 0.
(b) (10 pts) Determinar u(x,y) = Re(f(x + iy)) y v(z,y) = Im(f(z + iy)).
Solucién: Si escribimos z = = + iy, tenemos que
f(2) = exp(iz?) = exp(i(z? — y* + 2ixy)) = exp(—2zy + i(x? — y?)) = e 2*Y(cos(2? — y*) + isin(z? — y?)).
Luego, u(z,y) = e 2% cos(z? — 4?) y v(x,y) = e 2®¥ sin(z? — 3?).

(c) (10 pts) Para todo R € R>?, determinar el valor de la integral de linea

f(z) dz.

O0Kr

Solucién: Dado que f € ¢(C) y Kr C C es un compacto de borde de clase €' por pedazos, el Teorema de
Cauchy-Goursat implica que faKR f(z)dz=0.

(d) (20 pts) Para todo j € {1,2,3}, sea [; = f%‘ f(z) dz. Probar que |I3] — 0 cuando R — +o0.

Indicacion: Para esto puede usar directamente (sin demostracion!) el hecho que para todo t € [0,7/2] se
tiene que sin(t) > 2t/x.

Solucion: Consideremos la parametrizacion y2(t) = Re® con t € [0, Z], y notemos que
|exp(i(Re™)?)| = | exp(iR?(cos(2t) 4 isin(2t)))| = |e_R2 sin(2t) giR? COS(%)\ — o~ R?sin(2t)

Luego, por definicién se tiene

7T/4 - it\2 .
I, = / f(z) dz dzef/ ei(Re™)? peit dt,
2

0

t cos(t) —sin(¢)

sin(t)
T P

IEsto se prueba considerando la funcion g(t) =
para t €]0, 5[ Asi, g(t) > g(5) = % para todo t € [0, 5].

, que cumple ¢’ (t) = < 0 para t €]0,7/2[ dado que ¢ < tan(t)



de donde se deduce (usando la indicacion en la segunda desigualdad) que
/4 ) _ /2 ) w/2
|12| < R/ €_R2 sin(2t) dt 2t£S E/ e—R2 sin(s) ds < E/ e—Zst/rr ds = 1(1 _ e—RQ) m 0
0 2 Jo 2 Jo 4R

como se queria demostrar.

(e) (15 pts) Deducir, utilizando el hecho que f0+°° et dt = 4, que

+o0 p oo T
A= / cos(z?) dx = \/7 y B := / sin(z?) de = /<.
0 8 0 8

Solucién: Sabemos gracias al item (c¢) que

0= (Z)dzzll—f—lg—i-lg,
OKRr

donde I; = f%_ f(2) dz. Para I, consideramos la parametrizacion v, (t) = t con t € [0, R], de donde deducimos
que

R R R
I ":‘/ e’ dt = / cos(t?) dt +z‘/ sin(?) dt £21% 4 4B,
0 0 0

Para I3, consideramos la curva con orientacién opuesta v; (t) = e™/*t con t € [0, R], y deducimos (del hecho

que €™/ =4 y que e/ = % —|—z%) que

T f( )d def /R it2etm/2 iT/4 dtde( iﬂ./4/R _tzdt R—+o00 ﬁ( 1 + . 1 ) (\/?—i- \/?)

3= — z)dz = — e e = —e¢ e — | —=+i—= | == —+iy/ =,
2y 0 0 2 \/5 \/§ 8 8

donde el limite se obtiene gracias a que f0+oo et dt = @ Finalmente, dado que |I2] B2420, ) oracias al

item (d), deducimos que

0=h+ L+ 2% ain— (2 +i/7),

ie,A=B=,/%.

(Bonus 2) (5 pts) Describir una estrategia de demostracion para probar que para todo n € N22 se tiene que

too 1\ . /7
/0 sin(z") de =T (1 + n) sin (%) ,

donde I'(1 + 1) «f f0+°o ti/me=t dt = f0+°° e " dt es la funcion T' de Euler, sehalando las modificaciones
respecto al caso n = 2.

Solucioén: Se debe considerar la region

KR::{z:TeietalqueogrgR,0§9§2l}
n

y la funcion entera f(z) = ¢**". El Teorema de Cauchy-Goursat implica que I; + I + I3 = 0, y tal como

antes, [} =% A 4 iB, donde B = f0+°° sin(2™) dz. Por otro lado, la curva v; (t) = €'™/?"t con t € [0, R]

permite calcular
R i R
Iy = _/ eit"e“'/ eiﬂ/?n dt = _eiTr/Qn/ e—t" dt R—+00 _eiTr/2nF (1 + %) .
0 0

Luego, igualando partes imaginarias, basta probar que I Bt para concluir que B =T (1 + %) sin (%)

(Bonus 3) (10 pts) Utilizar la estrategia del Bonus 2 para calcular f0+oo sin(z™) dz para todo n € N22.
Observacion: No se pide calcular la integral T (1 + %) = 0+OO e t" dt.

.. . ., . L. . R—+o00 L1,
Solucién: Por la discusion anterior, lo tnico que resta verificar es que I, ———— 0. Para esto ultimo,

considerar la parametrizacion 72(t) = Re' con t € [0, Z], y notar que |exp(i(Re™)")| = e~ " 5n(") v que

77/2“ " si nt=s R 77/2 mogi R 7T/2 n n [ee)
|12‘ <R €_R sin(nt) dt t; _ €_R sin(s) ds < = €—2R s/m ds — L(I—B_R ) R—+ 0.
0 n Jo n Jo onRn—1 B

Cultura general: Estas integrales se conocen como INTEGRALES DE FRESNEL, y son utilizadas en 6ptica.



