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Problema 1

Teorema 1. (Férmula de Poisson). Sea f € F, entonces

> fm) =) fn)

neZ nez

1. Para todo t € R™?, se define la funcion theta
0(t) := Ze‘”"%
ne”Z

Probar, usando adecuadamente la férmula de Poisson, que
O(t) =t~1/20(1/t) vt e R>?

—Tl'.’£2 W

Demostracion. Sabemos que si f(z) =e , entonces f(w) = =™, entonces, para g(z) = f(z\/1)

400 “+ o0 R
@) = [ ravBede = = [ ety = 012 ) Vi)

— 00

Luego, por la formula de Poisson

o(t) = e~ ™t — 4—1/2 > et = ¢7129(1/1), Yt e R>O

neZ nez
O
2. Probar que para todo a € R>? se tiene que
1 Z L Z e~ ?malnl = coth(ma)
0 a? + n?
nez ne’
Demostracion. Si f(z) = 1/(1+ z2), entones f(w) = me~27*! luego, si g(z) = a/(a® + 22)
teo g s too 1 iz 1 . amalw]
~ — — Trl.'l)wd — — ‘ﬂ'll'wid — — —ZTa|w
g(w) /_Oo PrEnpL x /_OO 71+($/a)26 Sdz f(aw) = e
Utilizando la formula de Poisson tenemos
+oo —2ma
1 a _ —2maln| _ —2man _ €
}Za2+n2*26 =2) e tl=2r—5n t1
neL nez n=1

26—271'(1 +1-— e—27ra

= 1 _ 6—271'(1
1 +6727ra

= 1 — ¢—2ma
eT(ll + 6—71'0/

= eTa _ g—ma

= coth(ra)
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Problema 2

Sea f : R — R una funcién continua de soporte compacto (i.e., IR € R>Y tal que f(z) = 0 si |x| > R). Probar que
si f también es una funcién de soporte compacto, entonces f =0 en R.

Demostracion. Como f tiene soporte compacto, f € M(R), luego, f se extiende de forma holomorfa a todo C.
Como supp(f) es compacto, IR € R>? tal que f(w) = 0 para todo |w| > R. De esta forma, f tiene ceros que son
puntos de acumulacion, por lo tanto f = 0. Finalmente,

s = [ feras =0

— 00

Problema 3

El objetivo de este problema es resolver la ecuacion diferencial
n dn—l

andtinu(t) + an—1 Jp—1

donde ag,ai,...,a, son constantes complejas, y f es una funciéon dada. Aqui, suponemos que f tiene soporte
compacto y es suficientemente suave (por ejemplo f de clase €?).

(a) Sea

u(t) + -+ + aou(t) = f(t)

~ +OO .
fer= [ fwe

— 00
Observe que f es una funcién entera, y usando integracién por partes muestre que

[f(z +iy)| <

1+ 22
si ly| < a para a > 0 fijo.

Demostracion. Notemos que t — f(t)e 2™*! es continua y z — f(t)e”2™"*! es entera, luego
N .
z r—>/ f(t)e 2m=tqt
-N

es entera para todo N, concluyendo que f es entera. Ademads, utilizando integraciéon por partes

+oo 1 +oo )
+ / fl(t)e—27rzztdt

oo 2miz J_

fz) = /+OO f(t)e 2m=tqt = 1 F(t)e—2mizt

PN 2miz

el primer término es cero pues f es de soporte compacto. Utilizando integracién por partes de nuevo,

¢ 1 ! —2mizt oo 1 oo " —2mizt 34 1 +ee 17" —2mizt
F0) = Gaapl 0|~ | rmemtan s s [ e
P 1 e " —2miz 1 e " —2miz
— F =gz [ PO < g [0

1 M
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T Am(e? +y?) oy

2M
S sup f/l t e27ryt
4m(z? +y?) te[—M,M]{| ®) )
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donde B es alguna constante y supp(f) def {z eR: f(z) #0} C [-M, M].

(b) Definamos
P(z) = Z a;j(2miz)!

Jj=0

Encuentre un nimero real ¢ tal que P(z) no se anule en la recta

L={ze€C:z+ic, z R}

Solucién. Como P es un polinomio, V(P) es finito, por tanto podemos tomar

¢ aéngg;){ m(a)} +

(¢) Sea

Compruebe que

Yy que

Concluya por el Teorema de inversiéon de Fourier que

Z aj—~ dtJ f(@)

Demostracion. Para u definido por

Entonces

n

Luego, sumando sobre j tenemos
S-S

dtJ Z / 27mz :

Jj=0 J

27rzzt

Por otro lado, utilizando la parametrizacién z(x) = = + ic, tenemos que

—+oo ) . . +oo . ~
/ 627rizf(2’)d2’ _ / 6271’1(:6+zc)tf(x +ic)dr = e—Qﬂct/ eQﬂ'zmtf(x +ic)dx
L oo —0o0
Ahora, notemos que
foo ) +oo . .
[ faenetan = [ japenotay < iy, vner

Como h — f(x + h)e2™* es holomorfa y ¢ — f(z + h)e2™t es continua, tenemos que

“+o0
h— / fz 4+ h)e*™ ™ dy

— 0o
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es holomorfa y por tanto

“+o0
/ f(x+ h)e*™ @ dy = e~ 2™ f (1), VYh e C

— 00

Utilizando h = ¢,

/+OO f(m + ic)e2m‘xtdm — echtf(t)

— 00

Juntando las expresiones anteriores obtenemos que

~ too . ~ Hoeo ) P
/ e27ri2f(z)dz _ e—27rct/ 62mztf($ + ZC)dl‘ _ f(t) _ / e2””tf(m)dx
L —00

— 00

Finalmente, por el Teorema de inversiéon de Fourier,

n i 400 N
S oy = [ e fado = 5o
=0 -

O
Problema 4
Considere la regién Q := {(x,y) € R?:z € R,y > 0} y considere la Ecuacién de Laplace
0%u  0%u
Au = 922 + 87y2 =0 en ()
u(z,0) = f(x) para todo z € R
1. Deducir que @(w,y) = f(w)e 2™V si f e S(R).
Demostracion. Si aplicamos transformada de Fourier a la ecuacién de Laplace, obtenemos
) 2
(7277—%‘)) u(w, y) + aiygu(w,y) =0
2 2 §
= —Ar w i(w,y) + a—y2u(w,y) =0
Tenemos una EDO en la variable y cuya solucién general es
i(w,y) = a(w)e*™ Y + b(w)e 2™V
Notemos que @ debe tener crecimiento moderado, por lo tanto deducimos que
alw)=0 VYweR>° bw)=0 VYweR
Para tener continuidad en w = 0, debemos tener que lim,,_,g+ a(w) = lim,,_,g- b(w), definamos
_ Jaw) w<oO
olw) := { bw) w>0
Luego, tenemos que
i(w,y) = c(w)e Tl
Finalmente, utilizando transformada de Fourier en la condicién inicial obtenemos
i(w,0) = c(w) = f(w)
O
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1
2. Probar que u(z,y) = (f*P,)(z) soluciona la EDP anterior, donde P,(x) := —

"= o es el kernel de Poisson.
T x4y

Demostracion. Aplicando transformada inversa de Fourier a la funcién e~™“¥ obtenemos la funcién P, (),
asi,

+oo )
u(x,y) :/ f(w)e—ZTr\w\ye%ruwdw

— 00

Derivando respecto de x tenemos que

o o0 R ) 32 +o0 R )
a—u(m,y) = / (2miw) f (w)e~ Frlwly2mive g, — ﬁu(x,y) = 7/ Am2w? f (w)e2mlwlyg2mive g
x x

— 00 — 00

De forma similar

o +oo R i 82 +oo ~ .
—u(z,y) = / (—27T\w|)f(w)e_%l“"ye%wxdw = u(r,y) = / 4772w2f(w)e_2”‘“‘ye2m“$dw
8y — 00 ay —0o0

Sumando ambas expresiones tenemos que
Au(z,y) =0 V(z,y) € R x R

Finalmente,

+oo R )
u(,0) = / fw)em i dy = f(x)

— 0o



