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Problema 1

El objetivo de este problema es entender la topologia en C := C U {+oc}, para ello recordemos lo siguiente:
Definicién 1. Sea (X,7T) un espacio topologico. Decimos que

1. X es metrizable si existe una funcién d : X x X — RZ° tal que
Dd(z,y) =0<=z=y  2)d(z,y) =dy,x) c)dz,y) <d(zz)+d(zy)

y los conjuntos
B(z,e) :={y € X :d(x,y) < e}, reX,ecR®

forma una base de vecindades de (X, 7).
2. X es compacto si todo recubrimiento abierto tiene un subrecubrimiento finito.

Definicién 2. Una vecindad del infinito es un anillo abierto de la forma
A(0; R, +00) := C\D(0, R) para R >0

Reescribiendo esto en C, tenemos que una vecindad del infinito es un abierto C\D(0, R), es decir, _un conjunto
que contenga a 400 y sea el complemento de un conjunto compacto. Se puede probar que esto hace a C un espacio
topoldgico y llamamos 7¢ a esa topologia.

Definicién 3. En C U {+oo} definimos d¢ : CU {400} x C U {+00} — R=% por

2|z — w|
do(z,w) = , Vz,weC
) T D T T

2
do(z,400) 1= ————— VzeC

N
con de(+00,400) := 0. Llamamos a esta la métrica cordal.
1. Sea S? := {z € R3 : ||z]|euc = 1}. Pruebe que ¢ : (CU{+o0},dc) — (S%,] - |leuc) €s un homeomorfismo, donde

1

:W(z+§,—i(z—f),\z|2—l), vz e C

p(z) :
y p(+00) := (0,0,1).

Demostracién. Dado z € C, veamos que ¢(z) € S%.

|mwmaa:aiipﬁaz+a2+¢azfay+4mzfna

1
= (P22 - (2 =22+ ) 2t - 2022+ 1)

1+ 2P
:ZTI%F§“VP+VE—2M2+D
= (et 2R+
:H;%FFG+VW2
=1

Para ver que es biyectiva, sea z € S?\{(0,0,1)} y resolvamos la ecuacién ¢(z) = .

2z

. 1 _ _
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|22 —1 |22 +1—|z2+1 2
L+ |22 1+ 2|2 N
Como z # (0,0,1), 1 — 23 # 0 y por tanto

1—1‘321—

xr1 +1ix
=212 cC
1—.733

Por tanto ¢ es sobreyectiva. Notemos que si z,y € S?, entonces
lz = ylZue = l2l2ue — 262, 9) + lyl1Z.c = 201 = (2, 9))

Luego, si z,w € C,

le(2) = p(w)llue =2

2T AT ¢ W+ D)~ (= 2w =) + (|2~ D(jul - 1)

1
(
1
(
1
1+

=2 2(1 TR P (2 + Zw + 2 + Zw + |2 *|w]® — |2* — |w|* + 1)

=2- 2(1 DR )(4Re(zﬁ) + 22 Jw]? = |22 = |w* + 1)
2

PRI (| Plwl® + 2] + [w]? + 1 — 4Re(2w) — |2*|w|* + |2|* + Jw]* — 1)
4 _

SN EREETERmE (|2|* — 2Re(zw) + |w|?)

B 4|z — w|

A+ P A+ wP)

= d%(z,w)

De donde deducimos que ¢ es inyectiva e isométrica, concluyendo que es un homeomorfismo.

Comentarios.

a) Debido a este homeomorfismo, se conoce a C U {400} como esfera de Riemann y es una superficie de
Riemann.

b) La funcién ¢ se obtiene de proyectar la esfera sobre el plano complejo de la siguiente manera: Fijamos el
punto (0,0,1) y dado un punto de la esfera, se mapea a la interseccién de la recta que pasa por el punto
y por (0,0, 1) con el plano complejo, como se ve en la figura

N

N

C :

/\p‘

Figura 1: Proyeccién estereografica

¢) También se puede identificar a la esfera de Riemann con el espacio el espacio proyectivo P! := P(C?), que
consiste en el conjunto de rectas afines de C2. Esta identidicacién es 1til ya que nos permite entender los
morfismos lineales en P! como funciones racionales en CU {+o0o} llamadas transformaciones de Mdbius.
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2. Pruebe que (CU {+o00}, 7¢) es metrizable.
Indicaciéon. Considere la métrica cordal.

Demostracion. Consideremos la funcién f: C — CU {400} dada por f(z) = z. Entonces

) def 2|z — w|
V(22 + D (w2 +1)

Por tanto f es continua, es decir, f~1(U) = U\{+00} es abierto para todo U en (CU{+oc0c}, d¢). Observemos
que ¢ =~ (S2\{(0,0, D}, | - fleuc) — (T, | - 1),

de(f(2), f(w)) =dc(z,w

< 2|z — wl, Vz,we C

T —|—ZQZ
].—(E3

P(z) =

es continua, luego ¢ o ¢ : (C,dc|c) — (C,|-|) es continua, concluyendo que las vecindades de todo punto
z € C coinciden en T¢ y en la topologia generada por d¢.

Por otro lado, considerando z € B(+o00, R), tenemos que

2 2
dc(z,+oo):7<R<:>E<\/|z|2+1

NEES

4
b}ﬁ—1<|z\2

Notando que
2

— <2
VIgP+1

Luego, si R > 2, entonces B(+o00, R) = CU {+0c0}, por tanto basta considerar R < 2. De esta forma

4 4 ~
dc(z,+oo)<R<:>ﬁ—l<|z|2<:>|z|>\/ﬁ—1::R

Es decir, B(400, R) = A(0; R, +00) U {+00}, de donde concluimos que (C U {+o0}, T¢) = (CU {+oc}, de).
O

dc(z,+00) =

3. Concluya que (CU {+o0}, Te) es un espacio métrico compacto.

Demostracion. En 2 probamos que (C U {400}, Te) es metrizable y (C U {4+00},T¢) & (C U {+o0},de).
Finalmente, notando que (S2,]| - [|euc) €s compacto y (S?, || - [[ewc) = (C U {+00}, dc) podemos concluir que
(CU {40}, Te) = (S, - [leuc) ¥ por tanto es compacto.

O

Comentario. Es general, agregar {+o0o} a un espacio topolégico se conoce como compactificacion por un
punto y, por ejemplo en R, se obtiene que R U {+0co} = JD es una circunferecia.

Problema 2

Pruebe que toda funcién meromorfa en C U {400} es una funcién racional.

Demostracion. Sea f € M(C U {+o0}), entonces f debe tener una singularidad removible o un polo en z = +oo.

Si f tiene una singularidad removible en +oco, entonces f(1/z) tiene una singularidad removible en z = 0, es
decir, existe R > 0y F € O(D(0, R)) tal que F(z) = f(1/z) para todo z € D(0, R)\{0}, es decir F(1/z) = f(2)
es holomorfa en A(0; R, 400) y por tanto f tiene finitos polos. Ademds, si f tiene una cantidad infinita de ceros,
como C U {+o0} es compacto, f tiene un cero z* que es punto de acumulacién. Si el punto de acumulacién es un
punto z* € C, entonces f es la funcién nula. En caso contrario, existe una sucesién de ceros tal que z, — +o0.
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Consideremos w,, = 1/z, para todo n € N, y eliminando términos de ser necesario para que w, € D(0, R), tenemos
que
F(w,)=0 VneN = F(0)=0 por continuidad

concluyendo que F’ tiene un cero que es un punto de acumulacién y por tanto F' es una funcién nula. De esta forma,
f debe tener finitos ceros.

Si f tiene un polo en +o0o, entonces f(1/z) tiene un polo en cero y por tanto existe g € O(D(0, R)) tal que

f(1/w) = F(w) = wg(w), Vw € D(0, R)
Si z = 1/w, entonces
f(z) = %g(l/z)7 Vz € A(0; R, 400)

De esta forma, f tiene todos sus polos (distintos a +0c) en D(0, R) y por tanto sus polos son finitos. Adem4s, como
f tiene un polo en +o0o

lim f(1/2) = 400 = lim |f(2)] =+

z—0 +

|z| =400

Es decir, existe R > 0 tal que |f(z)| > 1 para todo z € A(0; R, 4+00). Asi, f tiene finitos ceros.

En cualquiera de los casos anteriores, f tiene finitos ceros y finitos polos. Sean {pi,...,ps} los polos de f,

entonces f € O(C\{p1,...,pa}). Luego, existe p(z) = H;V:1(Z — z;) polinomio y una funcién holomorfa g €
O*(C\{p1,...,pa}) tal que

f(z) = p(2)9(2), Vz € C\{p1,...,pa}
Como p no tiene polos, g tiene polos en py, ..., pq. Como g no se anula, 1/g € O(C). Como 1/g es holomorfa, existe
h € O*(C) tal que
d
1
~ = qh, q9(z) = [z = ps)
g k=1
(3 : : :
luego tenemos que f(z) = ————=—. Si f tiene una singularidad removible en +o0,
q(2)h(z)
im |2 | = i 1f(2)] = tim | f(1)2)] € C
|z| =400 q(Z)h(Z) |z| =400 z—0
Si f tiene un polo en 400,
lim ‘p(z) = lim |f(2)] = lim |f(1/2)] = +oo
|zl=+o0 [q(2)M(2) | |zl—+o0 20

En cualquiera de los casos anteriores tenemos que h crece de manera polinomial, pero h no tiene ceros, por tanto
h es constante, concluyendo que f es una funcién racional.
O

Problema 3

Use integracién de contorno para mostrar que

+oo —2mix€
e T
— dr=-(1+2 —2r[¢]|
/_OO e = g 2wl

Solucién. Para £ < 0, consideremos el compacto

Kr:={2€C:|z| <R, Im(z) >0}
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—2miz€
Para R > 1, Kg tiene un polo (2o = %) de f(z) = 54_72)2. Calculando el residuo de f tenemos
z
' . d 5 e—27riz§ ) d e—2m’z§
Res(f,0) =lim 2 | =0 a0y | = I o | G5
9 —2mizE N2 Ne—2mizg
— m 2mile (z+1) . 2(z+1i)e
Z—i (z4+14)*
_ —2mi(—4)Ee*™C — 2(20)e?™E
B (2¢)*

- —262”5(1 — 7€)

Para g, consideremos z(t) = Re®, luego 2/(t) = Rie', con t € [0, 7]. Asi, tenemos que

e—2mizg p T o 2migR exp(it) R ‘td
= dz|=|] S Ric'dt
/YR (1+22)2 & /0 (1+R2621t> e

™ eQﬂ'ERsin(t) Rd
< ———>Rdl
_/O |1+R2627,t|2

™ eQ‘n’&Rsin(t)
-/ | —
0 1+ 2R2e—2 sin(t) + R4¢e—4sin(t)

|11 =

Como ¢ < 0, e2™&sin() _, 0 cuando R — +o0, por tanto I; — 0. Por otro lado,

e 2mizg R e 2mixg Res 400 400 e 2mixzg
I :/ ———dz :/ ——dx  — / ———dx
v (1+2%)? —r (1 +a?)? oo (1+22)?

Por el teorema del residuo, para R > 1

e—27riz£ : T
‘/aKR mdz = 27TZR€S(f7Z) = 2m (_4627T€<1 — 2’]‘[’5)) = 56271—5(1 — 27‘(6)

Finalmente, tomando limite cuando R — 400

+o0 67271'2‘:1:5 T e T ) <0
| Gt = 50— m = fe O ane) e

Para & > 0 procedemos de forma andloga, consideremos

{z€C:|z| <R, Im(z) <0}
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Nuevamente, para R > 1, tenemos un solo polo —i € K, luego, si calculamos el residuo tenemos
‘ i} d 2 672771‘,35 . d 6727rz§
fesld =0 = Mo, g |C Varp ) T B e
— o —2miz€ 2 _ A\ ,—2miz€
~ lm mile (z —1) ‘ 2(z —1i)e
Z—r—i (z—1)4
—2m‘(—4)§e*2’”5 — 2(—2@‘)6*27r£
(—24)*

- ie*%éa +27€)

/ 67271'2’25 J / 67271'1'2{ J / 6727riz§
— dz= — dz+ R
org (142%)? v (1422)? e (1422)2

Tenemos que

=I =1
Por el Teorema del Residuo, si R > 1
6—2771'25 i T
——dz=2mi [ -e (142 =——e 2142 vé € RZ0
De forma anéloga a lo anterior, I — 0y z(x) = —z, con z € [-R, R], luego
R —2mixé +oo  —2mixzé
(& R— 400 €
I =— ———dx  — — —d
! /_R (14222 /_m (1+22)2 "
Tomando el limite R — +00 tenemos
+oo —2mixz€
e T
————dr = —e 2™ (1 + 27€), V¢ € R=°
De donde concluimos
+o00 e—2m‘:c§ T €| v R
———dx = —e “TS(1+2 , €

Problema 4

Sea @ un polinomio de grado gr(Q) > 2 con raices distintas contenidas en C\R. Calcule

+oo e—27‘rim§
dx
| “aw

en términos de las raices de Q).
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—2mixz
Solucién. La funcién z — ———— tiene polos (simples) en los ceros z1,..., 2, de @, luego

Q(2)
6727rixz 67271'2'2]{
v (“Gm3) = e

Para £ < 0 consideremos el compacto Kr como en el Problema 3. Para ~yg, consideramos la parametrizacién

z(t) = Re®, luego
/ 727r2z§ ‘ —2mi€ R exp(it)
YR

i Re''dt
Q Rexp(it)) OQ(Rexplit)) ¢

™ 2n€ R sin(t)
< —————Rdt
/0 |Q(Rexp(it))]
Como £ < 0, e2méRsin®) B25% 0 ¢ hien es 1, v como Q es un polinomio, |Q(Rexp(it))]
R—>+oo
| 0. Por otro lado,

I / e27riz£d /R eQ‘n’imgd
= z = x
Q) —r Q(z)
Ademsds, para R > méax{|z| : z € V(Q)} tenemos

/ I e27riz§ J R e—27rzwz —27rzzjf
+ I, = z = 2mi es i = 2m
P ke Q) 2 ( Q) ) 2 O

|Io] =

RHJFOO +o00, de donde

concluimos que |I5

zeV(Q) 2eV(Q)
Im(z)>0 Im(z)>0
Tomando el limite cuando R — +o00
/+OO 271'1;E§ Z —27rzzJ£ <0
VE € R=
o Q@) e
Im(z)>0

De forma andaloga, para £ > 0, considerando el compacto Kr dado por Observamos que Iy — 0, y que 71 se puede

parametrizar por z(t) = —t, con t € [—R, R], luego, tomando el limite cuando R — 400
+o0 271'72"5 —27r12 3
e 3
V¢ e RO
L. @ "L ee
Im(z)<0

En particular, si Q(x) = 22 + 1, tenemos que V(Q) = {—i,i}. De esta forma, si £ <0,

+oo —2mix€ —27i(2)€ —27(=§)
e . € B e B —on(—¢
Para £ > 0,
+oo | —2miz€ —2mi(—4)€ —271'5
e o € B N —one
/_oo T_de = —QWZW — —omiS —5 =7 V>0
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Juntando lo anterior,

+oo 6—27\'1'15
/ 5 dx = me 278l VEeR
feo TAH1



