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Problema 1

Sea Q C C abierto. Para f € O(Q) definimos

1/2 ;
1l = ( / If(w+yi)l2drdy> _ (2 / |f<z,z>2dzdz)

1. Pruebe que si f es holomorfa en un disco D(zg, R), entonces para todo s €]0, R[ existe una constante C' > 0
(que puede depender de s y R) tal que

1/2

P (f) < CllfllL2(D(z0,R))

donde K = D(z, 5).
Demostracion. Si g es holomorfa en D(zp, R), para 0 < r < d < R, por la ayudantia 3, tenemos que para todo
z € D(zp,d)
1 2m )
= —/ g(z +re't)dt
2T 0

Multiplicando por r e integrando sobre r de 0 a d tenemos

d2 d 1 d 27 )

a — dr = — det)rdtd

C(2) /Og<z>rr 27T/0/0 gz + deyrdtdr
1

g(w)dzdy

9(2)

21 Jp(zp.a)

Luego
1
9C) < 5= [ lotwldedy, Vs € D(zo,d)
T JD(z0,d)

En particular, como f2? es holomorfa, tomando rafz cuadrada a la expresién anterior tenemos

1/2
1 1
<[ —= 2 =—
|f(2)| = <d2ﬂ' A(zo,s) |f| dl’dy) d\/%”f”LZ(D(ZO’d))

Tomando d = R — s tenemos

1 1
< — S —
lf(2)] < = s)ﬁ\\fllm(wo,d)) o= S)WIIfIILz(D(zO,R»
Finalmente, si C' = W > 0, tomando supremo sobre K concluimos

P (f) < Cllfllz2(D(20,R))

2. Muestre que dist(K, Q°) > 0, donde
dist(K,Q°) ;= inf{|z —w| : z € K,w € Q°}
Demostracion. Supongamos que dist(K, 2¢) = 0, entonces existe {(zx, wi) }ren C K x Q° tal que
|z — wi| pmarel)

Como K es compacto, existe {zx, }jen y Z € K tal que z;; — Z. De esta forma, por la desigualdad triangular

_ _ j—+
|Z —w, | <|Z— zr,| + |2k, —wkj|]1>m0

Es decir, encontramos una sucesion {wy; }jen € Q¢ tal que wy, — Z, y por tanto z € Qc. Como  es abierto,
tenemos que Z € ¢, lo que es una contradiccién.

O
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3. Sea {fn}nen una sucesién de funciones holomorfas en € tal que es de Cauchy para la norma | - ||z2(q), es
decir, para todo € > 0 existe ng € N tal que || f, — fim| < € para todo n,m > ng. Pruebe que existe f € O(Q)
tal que {fy}nen converge uniforme sobre compactos a f.

Demostracion. Sea K C € compacto y sea 0 < d < dist(K, Q¢), entonces para todo z € K, D(z,d) C Q y por
tanto, por lo anterior

1 1
lg(w)] < rﬁ”g"L?(D(zo,d)) < rﬁllgllm(n), Yw € D(z,7)

con r < d. Notemos que K C |J,x D(2,7), por lo que tomando supremo sobre w € K obtenemos

(9) < —gl
pi (9 _dﬁgL‘z(Q)

para todo compacto K C Q y toda funcién holomorfa g € O(f2), en particular, como {fx}ren es de Cauchy
para || - ||z2(q), dado & > 0 existe ng € N tal que

1
pK(fn_fm)S ﬁ”fn_meLQ(Q) <g, Vm,n > ng

Es decir, {fn}nen es una sucesién de Cauchy en el espacio de Fréchet (O(2), {px }kcn) y por tanto existe f
holomorfa tal que f, — f uniforme sobre compactos.

O

Problema 2

Sea 2 C C abierto, convexo! y {f,}nen una sucesiéon de funciones holomorfas tal que la sucesién de sus partes
reales {u, }nen converge uniforme sobre compactos en §2 a una funcién u € €*(£2). Pruebe que si existe zo € Q tal
que fn(z0) = wo € C, entonces { [, }nen converge uniforme sobre compactos.

Demostracion. Por la ayudantia 4, para z € ©, d > 0 tal que D(z,d) C €, tenemos que para todo 0 < r < d

1

un(z) = o

2m
/ U (2 + re't)dt
0

Como u, — u uniformemente sobre compactos, en particular converge uniformemente sobre D(z,r) y por tanto,

tomando limite tenemos
1

T o

u(2)

Asi, derivando bajo el signo de integral tenemos

Qun(z)  Ou(z) _ 1 /027r (a“n _ a“) (2 + rett)dt

27
/ u(z 4 re't)dt
0

al'j (91']‘ :% aiL’j aZL'j
& (Oun(z)  Ou(z)) 1 4 Qu,  Ou it
= (%) = | [ (G- ) et
1 ouy, ou

— — — — | (x + yi)dzdy
27 JB(z,a) (axj 3%‘) ( )

Por el teorema de la divergencia, denotando v7 el vector normal a dD(z, d)

Oou, Ou ) . ,
—_— = x—i—yzdxdy:/ Uy, — uw)v?dS
./B(z,d) (3%‘ Ox; ( ) 8D(z,d)( )

li.e. para todo z,y € Q y t € [0, 1] se tiene que tx + (1 — t)y € Q.
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_ Oun(2)  Ou(z) _ i/ (un, — u)v?dS
(91'] aI] 7Td2 8D (z,d)

Oun(z)  Ou(z) 1 j
- — - ds
Oz; Oz wd? /E)D(z,d) (ttn —ujv
2md |tn, — ul
= wd? opeay

2
<= sup |up, —
dﬁ(z,d)

Utilizando la construccién del problema anterior, tenemos que para cada compacto K

. (8un(z) - au(z)) <2 )

893j al’j —d
Como pg (u, —u) — 0, tenemos que las derivadas parciales convergen uniforme sobre compactos, y por lo tanto
Vu,, — Vu uniforme sobre compacto. Recordando que |f) | = ||Vun||eue tenemos
If), = fi] = IV — V|| ewe — 0 uniforme sobre compactos

Como (O(Q),{pr}Krca) es un espacio de Fréchet, existe g € O() tal que f], — ¢ uniforme sobre compactos.

Finalmente, para cada z € Q sea 7 C 2 el segmento de recta que une 2y y z, luego, como f] — ¢ unifome sobre
compactos, en particular

ﬂ@»mwmﬂsa%nqumscmmw;m”ﬁ?o

V= Yz K

sobre cada compacto K, donde C' = sup,c g £(7.) = supg |z — 20| < +00. Notando que

fr/L(w>dw = fn(z) - fn(20>

’YZ
De donde obtenemos que

n@QmﬁmemNﬁﬁ)ﬁmm(/mmm+n%>wo

z

snw—nw—/gwwﬁﬂnmwwa

|/ z

z

ﬂuw—gwwm4+mmuw—wa

Concluyendo que f,, — f,y g(w)dw + wp uniforme sobre compactos.

Problema 3

Probar, usando que I'(z + 1) = 2T'(2), que para todos z,y € R>°
1. B(z,y) = B(z + 1,y) + B(z,y + 1).

Demostracion. Por definicién tenemos
Pz+ 1DI'(y) TD(z)D(y+1)
Nz+y+1) T(z+y+1)

B(z+1,y)+ B(z,y+1) =

__2l(@)I'(y) yl'(@)l(y)
(z+ylx+y)  (+yl+y)
_ 24y (@) (y)
247z +y)
= B(:L'ay)
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2. Blz,y+1) = LBz +1,y) = —L—B(a,y)
) T ) T + y )
Demostracién. Sean z,y € R>?, entonces
I@)(y+1) yL'(z)l(y) y
B(z,y+1)= = = Bz,
(@y+1) Iz +y) (z+y)l(z+y) x+y (@)
Por simetria de la funcién beta,
x Ty x
B(z+1,y)= ——B(z,y) = —=B(z,y) = —B(z,y+1
(z+1,y) P (z,y) = (2,y) y(y )
= Bla,y+1) = 2B +1,y) = —L—B(a,y)
’ z Tty

Problema 4

Pruebe que para todo z,y € R>? se tiene

/2
1. B(z,y) = 2/ cos?*~1(0) sin®*~1(0)d6.
0

Demostracién. Consideremos el cambio de variable ¢ = tan?(#), dt = 2 tan(6) sec?(#)d6, entonces

+oo tm—l /2 tan2® 2 0
B(z,y) = /0 Wdt = 2/0 seczw+2y((9)) tan(0) sec?(0)d6

9 SIHQI 1 9) 21+2y 2(9)d9
0 cos2e—1(0) 1( )

2/ n%*71(6) cos®~1(0)db
0

1
2. B(z,y) :/ w* (1 — w)? dw.
0
Demostracion. Consideremos el cambio de variable w = sin?(), dw = 2sin(#) cos(8)dd, luego

1 /2
/ w* (1 —w)Y rdw = 2/ sin?*72(6) cos®¥~2(0) sin(0) cos(#)dhdo
0 0

w/2
= 2/ sin®*~1(6) cos®~1(0)dh = B(z,y)
0
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Problema 5

Calcule las siguientes integrales:

27
1. / sin?(0)d6

0

Solucién. Notemos que tenemos simetria respecto a la recta x = 7w, luego

27 ™
/ sin(0)df = 2 / sin?(0)d6
0 0

Utilizando el cambio de variable 2t = 6, tenemos
T T /2
/ sin?(0)df = 2 / sin(2t)dt = 2 / 24 sin? (t) cos* (t)dt = 2*B(5/2,5/2)
0 0 0

Para calcular B(5/2,5/2) usemos las propiedades del problema 2

B(5/2,5/2) = 3/;’125/23(5/2,3/2) = 23(5/2,3/2)
3 3/2
- gm3(3/2,3/2)

= %3(3/2,3/2)
3 T(3/2)
24T(3/2 + 3/2)
3 7w/4

21 2

3

= =T

97
donde I'(3/2) =T'(1/2)/2 = /7/2,

2m
= / sin®(9)dg = 2 - 2* - iw =-7
0

2. /B(m — 1'% - 3)3da.

1
Solucién. Consideremos el cambio de variable 2t = x — 1, luego

133_ 100, — 3)3 4y — b0 _3:_14110_3
/0( 1)1z — 3)%d 2/0(2t) (2t — 2)3dt 2/t(1 et

0
= —2MPB(11,4)
1 M(ADI(4)
(11 +4)
10!3!
— _olaZV
14!
14-13-12-11
_212
T 71311
4096
1001



