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Problema 1

1. Sean z1,...,2q € Cy

Pruebe que

P =y
) _ZZ—ZJ'

Jj=1
Demostracion. Por induccién sobre d. Para d = 1, entonces

p(z) = (z = 21)" = p/(2) = nlz — 21)" ™

P() nE—z)"' n
T Goa)r ioa

Si suponemos que la igualdad es cierta para d € N, escribamos ¢(z) = H;i:l(z — z;)™, luego

p(2) = a(2)(z = za1)" " = p'(2) = ¢ (2)(2 = zar1)"** + napr (2 — zar1)" " ()

P(2) _ d'(2) =)™ | nagi(z = zas1)" " ghe]

p(2)  q(2) (z=2arD)" " (2 = za11) e+ gz

Concluyendo que

O

2. Sea Q) C C abierto, f € O(2) y sea K C Q un compacto con frontera de clase C''. Demuestre que si N es el
numero de ceros de f en K, entonces

L f/(z)dz =N

2mi Jox f(2)

Demostracién. Como K es compacto!, N € N. Existe entonces g € O*(Q) tal que
f(z)=(z=21)" (2 — 2a)""9(2), Vz e Q

donde ny + -+ - +mng = N. Notemos que si p(z) = H?:1(z — zj)™, entonces, por el {tem anterior

f'(2)
f(2)

(D) | o9 (2) = my | d(2)
okt T e — 2 im 5
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De esta forma,

‘ =

DN

1 / f(2) / SN AG)
— dz = - + dz

2mi Jor f(2) ™ Jox jz::l z—z  g(2)

AT RO
27 /aK z— 2z dz + 271 /81( g9(z) dz
nj = N

1,
:jwnAwafi‘N

donde ¢'/g € O(Q) y por tanto por el Teorema de Cauchy

g(z) .
AKg@f”‘O

y z — n; funcién constante es holomorfa y n; € K, entonces por la férmula integral de Cauchy

[
M=~

1

<.
Il

I
M=~

.
Il
—

1 ’I’Lj

211 z—z-dz:nj
oK J

de donde concluimos el resultado.
O

3. Sean f,g € O(Q) y K C Q un compacto con frontera de clase €. Si |g(2)| < |f(z)| sobre K. Entonces f y
f + g tienen la misma cantidad de ceros en int(K).

Demostracion. Definamos F' = g/ f sobre 0K . Sean n1 y na el nimero de ceros de f+ ¢ y f respectivamente.
Por el item anterior

1 f'+q 1 f/
ny = — d Ng = —; —
2mi Jox f+y9 2mi aKf
Luego
1 ['+4q 1 I
—ng = — dz — — —d
T o ok f+g “ 7 omi ok [ ?
1 f/+f/F+fF/ f‘/
= — — - dz— —dz
2mi Joxg [ F f
_ 1 fl(1+F)+fF,—f—ldz
27 Jox  f(1+F) f

1 f/ F/ fl

i o FOFE) T
1 F’
—25/ a+rm”
_ F/ F’n
T omi Z dz

=0

donde |F| = |g/f] <1 en 0K, luego
1
TF X
neN
y finalmente, para cada n € N

F'F'dz=0
OK
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Observacién. Notemos que, como |F| < 1, podemos definir g(z) = log(1l — F(z)) para alguna rama del
logaritmo (por ejemplo la principal), notando que

F'(z)
1LY —
g(z)fl_F(Z)7 Vz € 0K
De donde I
/ idz :/ dg=20
ok 1—F(z) oK
Problema 2
Sea f € O(C). Demuestre que f es un polinomio si y solo si existen z1,..., 2z, € C tales que
fz) 1
= (1)
f(2) J; z— 2z

Demostracidn. Supongamos que tenemos (1), integrando la expresién sobre la frontera de un compacto que contiene

A Z1y...432n

Por el problema 1b), f tiene exactamente n ceros en K, mientras que si integramos sobre la frontera de un compacto
que no contiene a zy, ..., z,, la integral es cero (por el Teorema de Cauchy), de esta forma, los tinicos ceros de f
son z1,...,2, y luego existe una funcién entera g € O*(C) tal que

n

F(2)=9(z) [z - 2), VzeC

j=1

Asi, definiendo ¢(z) = H?Zl (z — z;j) y derivando, por la regla del producto tenemos
f'(2) = ¢'(2)a(2) + 9(2)q'(2)
~ 1 ) _gE) dE)_dkE 1

z)  9(x)  a(z) g(zx) ez
9'(z) _ ;
a2 = 0, VzeC

Como g € O*(C), tenemos que ¢’'(z) = 0 para todo z € C y por tanto g es constante, concluyendo que f es un
polinomio. El reciproco ya lo probamos en el problema 1a).

O

Problema 3

Sea f : D — D holomorfa tal que f(0) = 0. Probar que |f(z)] < || para todo z € D y que |f'(0)] < 1.

Demostracion. Como f € O(D), por el lema de Schwarz

lf(2)] < M|z|™, VzeD
Como z € D, entonces |z|™ < |z] y como f(z) € D para todo z € D, entonces M = supyp, |f| < 1, luego
If()| < M|z[™ < 2], VzeD
Finalmente, por la desigualdad de Cauchy
SO s |fl< 5 s f] =1
T oD(0,r) T Do,r)

O
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Problema 4

Sea 2 C C abierto tal que D C Q y sea f € O(Q) no constante tal que |f(z)| = 1 para todo z € dD. Pruebe que

1. f debe tener al menos un cero en D.
Indicacion. Use el principio del maximo.

Demostracion. Supongamos que f no se anula en D, luego la funcién 1/f es holomorfa en D. Notemos que
como |f(z)| =1 para todo z € ID, tenemos que |1/f(z)| = 1 para todo z € 9D. Como f y 1/f son holomorfas,
por el principio del méximo,

1 ’ _

f

De donde 1 < |f| < 1y por tanto f tiene médulo constante en D y por tanto f es constante en D?, lo que es
una contradiccién, por lo tanto f debe tener una raiz en D.

1
sup|f| =sup|f| =1, sup”zsup
D aD p | f oD

O

2. la ecuacién f(z) = wq tiene al menos una solucién para cada wg € D, esto es, la imagen de f contiene el disco
unitario.
Indicacion. Use la pregunta lc.

Demostracion. Consideremos la funcién g : Q — C constante g(z) = —wo € D, entonces [g(2)] = |wo| < 1 =
|f(2)| para todo z € 9D. Por la pregunta lc, las funciones f y f + g tienen la misma cantidad de ceros. Por
el item anterior, f tiene al menos un cero en D y por tanto f + g tiene al menos un cero, i.e. existe z € D tal
que f(z) —wp = 0. Como esto se tiene para todo wy € D, concluimos que D C f(2).

O

Problema 5

1. Sea f holomorfa en el anillo 1 < |z| < 2 tal que |f(2)] < 3en |z| =1y |f(2)] < 12 cuando |z| < 2. Muestre
que |f(2)] < 3|2?| para 1 < |z| < 2.

Demostracion. Sea g(z) = f(2)/32%, como 0 ¢ A := {z € C:1 < |z|] < 2} entonces g es holomorfa en A.

Ahora,
o< |22 HE vz com
Ademas,
z z
lg(2)| = % = |‘§(i‘ <1, Vz:|z|=2

De esta forma, |g(z)| < 1 para z € A y por el principio del méximo, méx 4 |g| = méxga |g| v luego tenemos
que |g(2)| < 1 para todo z € A, es decir, |f(2)| < 3|z|* para todo z € A.

O

2. Sea f holomorfa en el anillo 1 < |z| < 2 tal que |f(z)| < 1 para todo z € dD y |f(2)] < 4 cuando |z]| = 2.
Pruebe que |f(z)| < |2]? en el anillo.

Demostracién. De forma similar al ftem anterior, definamos g(z) = f(2)/22 en A := {z € C: 1 < |z| < 2},
luego g es holomorfa en A. Ademas
l9(2)| =

Lj) <1, Vz:lz|=1
z

:’f(Z)
E
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y ademas
f(z)

22

f2)

22

lg(2)] =

<1, Vz:l|z|=2

Por lo tanto |g(z)| < 1 para todo z € OA. Por el principio del maximo, |g(z)| < 1 para todo z € A, es decir
|f(2)] < |z|? para todo z € A.

O

3. Sea f holomorfa en D(0,2) tal que f(1) = 0y f|(z)| < 2 para todo z € D(0,2). Encuentre la mejor cota
posible para |f(1/4)].

Solucién. Sea g(z) = f(2z)/2 funcién holomorfa de D en sf mismo y sea ¢ : D — D la funcién dada por

z—1/2
En clases se probé que ¢ € Aut(D), con inversa
1, 2 +1)2
¢ @) =130m

Tomando h = go¢~! : D — D, tenemos que h(0) = g(1/2) = f(1)/2 = 0. Por el problema 3 de esta ayudantia,
|h(2)] < |z| para todo z € D. Esto implica que |g(z)| < |¢(2)], asi
1/8 —1/2 p

lg(1/8)] < W = 5

4

= |f(1/4)] < 29(1/8) = ¢

Por 1ltimo, notemos que si f es tal que h(z) = z, o equivalentemente, g(z) = ¢(z) y por tanto f(z) =
2g(z/2) = 2¢(z/2), entonces

1—(1/2)(1/8) 5

y por lo tanto la cota se alcanza, concluyendo que 4/5 es la mejor cota posible.

f(1/4):2¢<1é4>=2 8-z 4



