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Problema 1

Sea Q C C una regién' y f € O(Q).

1. Pruebe que si f'(z) = 0 para todo z € Q, entonces f es constante.

Demostracion. Sea zg € § fijo, luego, como (2 es conexo, para cada z €  existe 7 : [a,b] — C camino de clase
¢! de zp a z. Luego

oﬁ#[ﬁhﬂz]@@ﬂ@

= f(2) = f(20), VzeQ

concluyendo que f es constante.

Muestre que si Re(f), Im(f) o |f| son constantes, entonces f es constante.

Demostracion. Sea uw = Re(f), v =Im(f). Si u es constante, entonces Vu = 0 y por tanto
[F' () = |Vulltue =0 = f'(2) =0, VzeQ
Por el item anterior, f es constante. De forma andloga, si v es constante,
[f' ()P = V]2, =0

y por tanto f es constante. Finalmente, sea | f| constante, si | f| = 0 se tiene que f = 0y por tanto es constante.
Si | f| > 0 entonces f(z) # 0 para todo z € Q y

2
7= —=7-1

Como |f|? es constante y f holmorfa, f es holomorfa en Q y por tanto

of _of _

8,278270

Por el item anterior concluimos que f es constante.

Problema 2

Usando la féormula de Cauchy de manera conveniente, calcule

z

/ sin(m2?2) + cos(mwz?)
r (z-1(-2)

donde I' = 9D(0, 3).

Solucién. Note que no podemos usar directamente la férmula integral de Cauchy, pues tanto 1 como 2 estdn en
D(0,3). Utilizando fracciones parciales

A N B 1
z2—1 2-2 (2-1)(2—2)

— A(z—-2)+B(z—1)=1

1

i.e. abierto y conexo
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Evaluando en z = 1, tenemos que A = —1 y evaluando en z = 2, tenemos que B = 1. De esta forma

_ 1 n 1 _ 1
z=1 2=-2 (z2—=1)(2—-2)
/ sin(mz?) + cos(sz)dZ _ / sin(m2?) + cos(7r22)dz _/ sin(mz?) + cos(7rz2)d
r (z=1)(z-2) r (z-2) r (z—1)
Como la funcién z — sin(722) + cos(722) es holomorfa y D(0, 3) es un compacto con frontera de clase €, entonces,
por la féormula integral de Cauchy

/ sin(m2?) + cos(mz?)
r (z-2)

/ sin(m22) + cos(m2?)
r (z—1)

sin(m22) + cos(m2?)
—| [Ty

dz = 2mi(sin(47) + cos(4w)) = 2mi

= 2mi(sin(n) + cos(m)) = —2mi

dz = 4mi

Problema 3

Sea k € NZ1. Calcule la integral real
A% ¥ 05(t) cos(k sin(t))dt
Solucién. Notemos que
¥ o5 cos(ksin(t)) = Re(e? M (cos(ksin(t)) + isin(k sin(t))))
— Re(ek(cosr+isin(0))

Usando el cambio de variable z = €%, con dz = ie**dt = izdt podemos reescribir la integral como

2 27
/ ek cos(t) COS(]{Z sin(t))dt _ / Re (ek(COS(t)+i sin(t))) dt
0 0

2m kz
= Re (/ ek(cos(t)—H sin(t))) — Re (/ 61 dZ)
0 oD 12

Como la funcién z — €¥* es holomorfa, por la férmula integral de Cauchy

kz . k-0
e 2mie
—dz = - =27
op 1% 7

Concluyendo asi que

2m
/ ek os®) cos(ksin(t))dt = 2
0

Comentario. Aqui pudimos intercambiar la parte real con la integral pues si f = u+ v : [a,b] — C, debido a la

linealidad de la integral
b b b
/f@ﬁz/u@ﬁﬂ/v@ﬁ

Como tanto fab udt, fab vdt son reales, se tiene que

&(L%@ﬂ)zl%@ﬁ:LZMﬂMﬁ
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Problema 4
Pruebe que si f € O(D(zp, R)) entonces para todo r €]0, R] se tiene
1 2m .
f(z0) = — fzo +re)dt
2m Jo

Deduzca que para 0 <r < 1
27
/ log(1 + re')dt = 0
0

Demostracion. Si0 < r < R, entonces D(zp,r) C D(zo, R). Como f es holomorfa, por la férmula integral de Cauchy

Ry PR 1@,

270 Jap(z,r) 2 — %0 271 zZ— 20

|z—zo|=r

Usando el cambio de variable z = 2z + e, con t € [0, 27, tenemos que dz = ire''dt

1 1 [2r it _
— f(z0) = 7/ 1E) g2 1 [T Hetret), g,
270 J)o—zg|=r 2 — 20 2mi Jo reit
2 )
= | f(20) = 5= f(zo +re)dt

2 0

Si0 < r < 1, entonces D(1,r) estd contenido en el dominio del logaritmo, luego log es holomorfa en D(1,7),
aplicando la férmula anterior
27

— log(1 4 re')dt = log(1) = 0
21 0

2m
= / log(1 + re')dt = 0
0

Problema 5

Calcule las integrales reales

1.

< 1
—d
/0 112"

Solucién. Notemos que las raices de z* + 1 son {e™/4, ?7/4 ¢i57/4 ¢T7/4) v consideremos para R > 0 el

conjunto K = {rett e C:r < R,0<t < 7/2}. Seal = 0K.

e
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Nos interesan los valores de grandes de R, para los cuales solo e™/4

1
f(z) = (z — e3im/4) (2 — e5im/4) (2 — €T7/4)

1
/ dz = / L'Z.)dz
rzt+1 r (z —eim/4)
Por la férmula integral de Cauchy

LZ4+1dZ—A(z_eiﬂ/4)dz—2mf(e 4

tenemos que f es holomorfa en K y

donde
(eiw/4 _ €3i7r/4)(ei7r/4 _ e5i7r/4)<ei7r/4 _ 677J7r/4)
= ?(14—2’— (—1—}—2’))?(14—@'— (—1—@'))?(1—}—2’— (1—14))
- %(2)(2 +2i)(20) = 2v2(1 +14)i

s omif(em/) = 2mi m(1 —1) (1 —1)

T 020+ Lriv2 | 2v2

1 Cow(l—d)  Vem,
/FZ4+1d2— o (1—14)

Por otro lado, si consideramos I'g = {Re'’,t € [0,7/2]}, entonces

1
R
FR1+Z

Y
=—R s : =
2 te[ol’l}r)/g} |R4€4zt + 1| 2(R4 — 1)

[ [ [ A [
——dz = ——dx 2 —(—1
r 1+ 24 o l+at rp, 1+24 o 1+t Y

JEE SR L R
r1+24 = ! o 1+at . rp 1+ 2 :

Tomando el limite R — +oo

too 1 1 1 1 V2 2
:>/ Jdx / dz = ,fﬁ(lfi):iﬂ

Tl o1+ AT T 1

/*“1d _ V2
0 112" 4"

2 1
—d
/0 5+ 3cos(x) *

Solucién. Consideremos el cambio de variable z = e'* | luego dz = ie"*dx = izdx. Luego

<{('r) sup
z€l'r

z4+1‘

1 Rr R—0
— 0

Luego

/Q’T 1 J / 1 L, / 2 J
————dr = —dz = —i ————dz
o D+ 3cos(x) op D+ 3(z4+271)/2iz op 102 4+ 322 + 32

€ K. Factorizando z* + 1 y escribiendo
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El polinomio 322 4+ 10z + 3z tiene raices

L -10++100—-4-3-3 —-10++100—-36 —-10+8 —5+4

2.3

6

luego z1 = =3y 22 = —1/3, de donde 29 € D. Escribimos

o 5ies
S o
op 322+ 102+ 3

6 3

1

/aD RIS

La funcién f(z) = 1/(z+3) es holomorfa y D compacto con borde €, luego por la férmula integral de Cauchy

fossmat s,
2 i 10, 3% =3
op 32° + 102+ 3 3 Jop 2 —

27
— [ el
o D+ 3cos(x)

Por lo tanto

Problema 6

Calcule la integral

Solucién. Notemos que, por pariedad,

/ sin(x) i
O :,L.

Consideremos el compacto K con frontera

Luego, como z + (e* — 1)/z es holomorfa, por el teorema de Gousat

Por otro lado,

f(2) 1. 21 1 i
————dz = =2 —-1/3) = — = —
iy T 328 = e =
1 o
_9;  dr= -2 = —
Z/8D3z2+10z+32 I T2
2m
1 0
T de=Z
/0 5+3cos(x)x 2
/ sm(az)dx
0 x
1 +oo 11_1
A . x
A
/ oo
oK %
1 iz _ ] R iz _ 1 iz _q
der/ ¢ dz+/ ¢ d:rJr/ ¢ dz (1)
Ye Z € x TR Z

eiz -1 —€ eia: _
oK * -R z
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Para la suma de integrales
€ giz _ | Riac_l R—ia:_l Rix_l R
/ € dx—i—/ € dm:—/ 674—/ € dx:2i/ Sm(x)dm
_p T R x R x . x . x
Tomanto el limite ¢ — 0, R — oo tenemos
R _: +oo _:
lim  lim 2i / SIN(@) g — / SIn(@) gy
R—+00e—0+ e x 0 T
Para la integral de 7., consideremos la parametrizacién z(t) = '™t luego 2/(t) = —cie!™tdt = —iz(t), con

t e [0,7]

iz _ 1 T iz(t) _ 1 (L )
/ ¢ = / o (—ix(t))dt = —i / (eiseP(i(m=t) _ 1)t
ve 7 0 2(t) 0

Tomando € — 0 tenemos que

Por ultimo,

1z 1 iz 1
/ ¢ dz :/ e—dz—/ —dz
TR < TR < TR <

Para la primera integral, consideramos la parametrizacién z(t) = Re®, para t € [0, 7], luego 2/(t) = iz(t).

eiz ™ .
— Zdy = Z/ elRexp(zt)dt
YR # 0

— Z-/W eiRexp(it)dt’ _ 6iR(COS(t)+isin(t))‘ < /W |6iRcos(t)HefRsin(t)|dt _ /7r e Rsin(t) g1
0 —Jo 0
. Z/ﬂ' eiRexp(it)dt‘ S /T( eiRsin(t)dt R—>_+>oo 0
0 0
lfm Cdz=0
R—+o0 YR z

Mientras que

1 1 T 1
/ —dz = / ——iz(t)dt = z/ dt =im = lim / —dz =1im
vr Z o 2(t) 0 Ro+oo |, 2

Juntando lo anterior, tomando R — +00 y € — 0 en (1) obtenemos

+0o0 s
0:2@/ @)
0 x

+oo 3
. / 51n(m)dx T
0 T 2




