Emilio Oyanedel
21 de Septiembre, 2021

Ayudantia 2
MAT235

Problema 1

1. Pruebe que la funcién seno complejo sin : C — C es sobreyectiva.

Demostracion. Sea zg € C, luego

, e” —e ; i .
sin(z) = - =zyp <= e —e " =2iz
27
= 2 — 1 = 2izpe” = e?* — 2izpe* —1=0

—=u? —2izpu—1=0 A u=¢e"

Como C es algebraicamente cerrado, la ecuacién u? —2izou—1 = 0 tiene solucién ug € C. Notando que ug # 0,

entonces la ecuacién e’ = g tiene solucién y por tanto existe z € C tal que sin(z) = z.

2. Encuentre todos los valores de z € C tal que sin(z) = 0.

Solucién. Por definicién del seno complejo,
iz _ ,—1z

2

sin(z) =0 <= ¢

Sabemos que €® = 1 y que la funcién exponencial es periédica con periodo 27i, luego

2iz =27ki, ke€lZ—|z=7k, ke

Problema 2
Utilizando distintas ramas del logaritmo, calcule

L. log,(-1)

Solucién. Sabemos que
logw(—l) =Iln|-1|+ argw(—l) = argw(—l)

Notemos de la identidad de Euler e!™ +1 = 0 que

arg(—1) =7 4 27Z

=0 < ;ei’z:e_izg e?izzl

O

Si utilizamos ¢ = 7, tenemos que arg, (—1) €|r — m, 7 + 7[=]0, 2|, por tanto arg,(—1) = 7 y luego

log,.(—1) = mi
Consideremos ahora ¢ = —m /4, por tanto
o ow s 37

= arg,(—1) = -7

= |log,(~1) = —mi

Solucién. Para poder definir la i, recordemos que si > 0, y € R, entonces

7Y = ey In(@)
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De manera andloga tenemos que i = ¢*'°8-() . Calculemos entonces logw(i).

logsp(z‘) =1Inli| + arg,, (i) = argsp(i)

Observemos que
e == e* = —1 = 2iz =m méd 27i

:>z:g m(’)d27r:>arg(i):g—|—27rZ

Consideremos la rama principal ¢ = 0, luego arg(i) €]0, 27[ y por tanto
T
logy (i) = ~i
0g (%) 9 4

Finalmente,
Z-i — eilogo(i) — ei(ﬂ'/Qi) — 677‘—/2 cR

=]

Podemos considerar ahora ¢ = 2w, luego
=21 —7 < argy, (i) <27 +m=3rw

o
2
— ZZ — ez'log;27r(z') — ei(57’r/2)i — 6—577/2

=

- 1Og27r (Z) = algon (Z) =

Problema 3

Para este problema, considere un conjunto abierto 2 C C, una funcién holomorfa f : @ — C y las funciones
u,v: = R, dadas por u = R(f), v = S(f).

1. Pruebe que det(Df(2)) = [f'(2)* = [[Vu(2) |2y = [[Vo(2)]I2

euc euc’

Demostracion. Como f es holomorfa, es diferenciable en cada z € 2 y su diferencial esta dado por

Df(z) = ( o) 332‘53 )

Asi,
det(Df(z)) = Ozu(2)0yv(z) — Oyu(2)0,v(2)

Como f es holomorfa, satisface las ecuaciones de Cauchy Riemann en 2, es decir
Oyu = Oyv,  Oyu = —0,v
— det(DF(2) = (Dau)? + (9y1)? = (B,0)? + (.0)?
= det(Df(2)) = [|Vu(2)[2ue = IVV(2) |2, V2 €Q

Por otro lado, ( dwu(z) dyu(z) \ Opu(z)  Oyu(z)
Df(z) = < du(z)  Byu(z) > - ( —0yu(z) Oyu(z) >

= 7'(2) = 5(00u(z) + 0cu(z) — (Byu(z) — (~0,u()i) = Dou(z) — Oyu(z)i

= () = |Vu(2)Ze = | VO(2)[lewe = det(Df(2)),  Vz€Q
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2. Pruebe que si u,v € €%(Q)' vy f'(20) # 0 para zy € ©, entonces existen r,7’ > 0 y una funcién holomorfa
g:D(f(20),7") = D(z0,7) tales que go f[p(yr =idy

Vw € D(f(z0),7")

Demostracion. Como f es holomorfa en 2y € €, es continuamente diferenciable y

det(Df(z0)) = |f'(20)]* # 0

Por el teorema de la funcién inversa para funciones reales, existen 7,7/ > 0 y una funcién continuamente
diferenciable g : D(f(z0),7") = D(z0,7) tal que go f|p(.o.r) = idp(ze,r) ¥

- 1 Oru(g(w)) U(g( ) )
Dy(w) = Df(g(w) " = — ( -

o0 = DI = Tgtune \ oyulg(w))  duuto(w)
Del diferencial Dg(w) vemos que g satisface las ecuaciones de Cauchy Riemann en D(f(zg,r’)), como g es
continuamente diferenciable, g es holomorfa. Finalmente,

, |  Fa@) 1
9 = Trglayp O o0l + 0yula(w)i) = rar coNE = Fiigta))

Yw € D(f(z0,7"))

3. Pruebe que si f € €3(f2), entonces f’ es holomorfa.

Demostracion. Como f = u + vi es de clase €3, tenemos que f' = d,u — dyui es de clase €2, luego, por el
teorema de Schwarz
0y (—0yu) = 9,0,v = 0,0,v = Dru

Ademss, por el teorema de Schwarz

Oy(Ou) = —(02(=0yu))

Luego, f es R-diferenciable y satisface las ecuaciones de Cauchy Riemann en €2, por lo tanto es holomorfa.

De forma alternativa, notando que f es de clase €3, se tendrd que f’ es de clase €2 en 2, luego como f es
holomorfa

O=f' = 0:0.f = 0.0:f = 0

y por tanto f’ satisface la ecuacidon de Cauchy Riemann en 2, concluyendo que es holomorfa.

Problema 4

Sea 2 C C abierto y f : 2 — C una funcién diferenciable en el sentido real.

1. Muestre que dzf = 0. f.

Demostracion. Sean u = R(f) y v = S(f). Luego,

T = 5 (0 +i0,)T = 5(0uf +i0,)

1
= 5(81@ — 10,0 + 1(Oyu — 10yv))

IM4s adelante en el curso veremos que esto es redundante
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= S((0eu+ 0,0) + (D — D0)i)

- %((amu + 0y0) — (Dyu — D,0)i)

= %(QLu — Oyv — 10yu + 10,v)

= %(azu + 0yv — (Oyu + 0,v)17)

- %(azf —i0yf) = %(&c —10y)f = 0.f

2. Calcule la derivada anti-holomorfa 95 de la funcién

f)=0B-i)z*+222 —iz+5-Ti

Solucién. Aplicando la identidad anterior a f tenemos que 9, f = d=f, luego

f(2) =B+ +222 +iz+5+7Ti

— 0.f(2) =3(3+10)22 +4z+i=(9+30)22 + 4z +i

Problema 5

1. Sea 2 C C abierto y r : © — R una funcién. Pruebe que 7 es armdénica si y solo si s(z) := r(Z) es arménica.
Demostracidn. Notemos que s(x + yi) = r(z — yi), luego
O0p5(2) = 0,7(Z) AN 0Oys(z) = —0yr(Z)

B 8:33(2) = 8%7’(2), A 855(2) = 0y(—0yr(z)) = ajr(z)
= As(z) = Ar(z)
De donde concluimos el resultado.

O

2. Sabemos que si f :  — C es holomorfa y u,v € €2(2), con u = R(f) y v = S(f), entonces u y v son
armonicas. | Es cierto el reciproco?

Solucién. No, consideremos por ejemplo Q@ = Cy f(z) = Z, luego u(z) = z, v(z) = —y, y por tanto

pero 9z f(z) = 1 para todo z € C y por lo tanto no es holomorfa. Sin embargo, si es cierto quesiu: Q CC — R
es armonica, entonces existe f : 2 — C holomorfa tal que R(f) = w.



