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Pregunta 1

1. Sea p(X) € R[X] un polinomio no constante a coeficientes reales. Demuestre que si o € C es una raiz de p(X),
entonces @ también lo es. ;Es todavia cierto si el polinomio es a coeficientes complejos? Justifique.

Demostracion. Sea z € C, veamos que z" = z" para todo n € Z. Sabemos que para w € C, se tiene que

ZW = Z - W, luego 22 = z-z = z - Z = 22, por induccién, se extiene el resultado para todo n € N. Finalmente,
para n = —1, sabemos que

ot F o (EN\_ 2 1
R BN

concluyendo el resultado para todo n € Z. Ahora, sea p € R[X] y a € C tal que p(a) = 0, entonces

p(X) =Y a; X7 = pla) = ajaf = a;af = p(@)
j=0 7=0 7=0

por tanto, si p(a) = 0, entonces R(p(a)) = I(p(ar)) = 0, por tanto p(a) = p(@) = 0. Por otro lado, note que
usamos el hecho de que si p € R[X], entonces p(X) = p(X), sin embargo, esto en general no es cierto para
p € C[Z], pues sus coeficientes también son complejos, luego, al conjugar, cambia el polinomio. De forma més
concreta, basta mostrar que para los polinomios lineales p(Z) = (Z — a), con a € C, () # 0, «v es raiz de p,
mas @ no.

O

2. Pruebe la férmula de Moivre
(cos(z) + isin(x))™ = cos(nz) + isin(nz), VreRVneN
Demostracion. Sean x € R. Procederemos por induccién. Sea
S ={n e N: (cos(z)+ isin(x))" = cos(nz) + isin(nx)}
Claramente 0 € .S, pues
cos(0) +isin(0) = 1 =: (cos(x) + isin(z))°

Sea ahora n € S, luego
cos((n + 1)x) + isin((n + 1)z) = cos(nz) cos(z) — sin(nz) sin(x) + sin(nzx) cos(x)i + cos(nx) sin(x)i

= cos(z)(cos(nz) + isin(nz)) + sin(x) (i cos(nz) — sin(nz))
= cos(x)(cos(nz) + isin(nz)) + isin(z)(cos(nz) + isin(nz))
= (cos(z) + isin(x))(cos(nz) + isin(zn))
Como n € S, tenemos
(cos(nz) + isin(zn)) = (cos(x) + isin(x))"
= cos((n + 1)x) +isin((n + 1)x) = (cos(z) + isin(x))" (cos(z) + isin(x)) = (cos(z) + isin(x))" T
y por tanto n + 1 € S, concluyendo que S = N.
O

3. Considerando exp(z) = e* := e”(cos(y) + isin(y)), con z = = + yi, pruebe que para todo zy € C\{0}, n € N
la ecuacidon z™ = zg tiene exactamente n soluciones de la forma

<arg(zozl + 2k:7ri>

z = {/|zo| exp

)
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Demostracion. Podemos escribir zg = |29]e!?, para ¢ € [0, 27]. Luego,
2™ = |20l => |2] = ¥/]20]
Por la férmula de Moivre arg(z™) = narg(z) y entonces
narg(z) = arg(z") =¢ enR/27Z
= narg(z) =p+2nk, keZ

2k
= arg(z) = W_TW, keZ

2k 2k
= 2= {/|z0l exp (SD +n Wi) = V/Jzol exp (arg(zoif Wz‘)

Finalmente, si m € Z existen k, ¢ € Z tales que |k|] <ny m =nq+k.

+ 2mq

2 k 2k
et Wflmﬁ ):s0+n7r

en R/277Z

2 k 2k
_ et ngnq+ ):so+n7r

Por tanto ambos argumentos definen las mismas soluciones. Si k < 0y |k| < n, entonces 0 <n+k <n

2 k 2k
:>go—|— 7rr(bn+ ):gp—i—nﬂ N

21

2 2
= o & 2m(n + k) _ vt mk en R/27Z
n

n
Por tanto definen las mismas soluciones. Concluimos que la ecuacion tiene exactamente n soluciones, corres-
pondientes a k =0,...,n — 1.

O

Problema 2

Definicién 1. Definimos el conjunto de raices de la unidad como el conjunto
loo :={2€C:In€Z,2"=1}

, 6
1. Sea zy = €%, donde 6 € [0,27] y by ¢ Q. Demuestre que el conjunto {z{ : n € Z} es denso en 9D y concluya
7r

que fioo €s denso en JD.

Indicacidén. Use el hecho de que dado = € R\Q, el conjunto {xm +n : m,n € Z} es denso en R.
Demostracion. Consideremos la funcién f : R — 9D definida por f(t) = €2>™*. Luego, f (0/2m) = €% = 2.
Ademds, si n, m € Z, entonces

4 Omi ) [22) i 01
f <27Tm+n) —e mi+2nni _ (6 z)m627rnz _ (6 z)m _ Zz)n

Sabemos que la exponencial es continua por lo tanto f es continua y sobreyectiva. Sea U C 0D abierto no
vacio en dD. Como f es continua, f~1(U) es abierto no vacio en R. Por la indicacién, como 6/27 ¢ Q, el

conjunto

D:—{0m+n:m,n€Z}gR
27

es denso en R, luego f~1(U) N D # (), entonces existen m,n € Z tal que

0 1 m 0
%ernef (U) = z§ f<277m+n) eU
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Es decir, {zf : n € Z} N U # (), concluimos que {z} : n € Z} es denso en JD. Bajo el mismo argumento, Q es
denso en R, y si p/q € Q, donde p, ¢ € Z, entonces

f (P) = 28 g,
q

Luego, tenemos que f(Q) = ps, como f es continua y sobreyectiva, Q es denso en R, tenemos que i, = f(Q)
es denso en OD.

O

Comentario. También se puede argumentar que D C i, luego 0D = D C Jiso € 0D y por tanto fisg = OD.

. Sea i :={z € C:3In € N tal que 2™ = 1}. Diga si po es abierto y/o cerrado en C. Justifique su respuesta.

Respuesta. Por la pregunta anterior, fig = 0D # o por tanto no es cerrado. Ademds, f(t) = 2™ €
si y solo si t = k/n, donde n,k € Z y n # 0, luego f~(i0o) = Q. De esta forma, como f es continua y Q no

es abierto, entonces p, no es abierto.

Pregunta 3

Muestre que es imposible definir un orden completo en C que respete la estructura de cuerpo, es decir, no es

posible definir una relacién < entre ntimeros complejos tal que

(1) Para todo z,w € C, una y solo una de las siguientes relaciones se cumple:

z<w, w=<z, z=w

(1) Para todo 21, 29,23 € C,
21 < 20 = 21 +23 < 29+ 23

(1) Para todo 21, 22,23 € C, con 0 < 23
21 = 2o == 2123 < 2223

Indicacién. Analice si es posible que 0 < 1.

Demostracion. Supongamos que existe un orden total < en C tal que C sea un cuerpo ordenado y supongamos que

0 < i. Sean z,w € C tal que z < w. Por III tenemos que
2w 21 Wl = —2 < —Ww

Por 11,
O=z+(-2)<z24+(~v) =w=w4+0<z-wWtw=2z=w=<z

Por T esto es una contradiccion, luego no es posible que 0 < 7. Como i # 0, debemos tener i < 0. Luego, por II
0=i+ (=) <0+ (—i)=—i=0<—1i
Anadlogo al caso anterior, para z,w € C tales que z < w, luego

2w = -1z < —wWw — —w < —2

Por lo anterior, esto es una contradiccién. Concluimos que es imposible construir un orden total en C tal que (C, <)

sea un cuerpo ordenado.

O
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Pregunta 4
Considere la sucesion de funciones f,, : R — R definida por
x
@) = e

1. Pruebe que f, — 0 uniformemente en R, es decir sup,cp | fn(z)| — 0.

Demostracion. Notemos que podemos escribir

Al == () = = (%)

donde t = y/n|z|. Luego, como (1 —¢)? > 0, tenemos

t
1-2+2>0=2t< 1+’ = <=, WVteR
1+t2 7~ 2
Luego
1 t 1
” = <——, VzeR
(@)l \/ﬁ<1+t2 =o/n "
1 n o ] n o0
= 0 < sup|fu(@)| < == "3 0 = sup | fu(z)] =30
z€R 2y/n z€R
O
2. Pruebe que {f/ },en no converge uniformemente.
Demostracion. Cada f, es derivable en R y
£ () 114 nz?) — 2nz(z) 1+ na? - 2na? 1 — na?
T) = = =
" (1 4+ na?)? (1+ na?)? (14 na?)?
Luego f/ converge puntualmente a la funcién
0, x#0
lim fu(2) = g(z) =
n—oo 17 = O
Como ¢ no es continual', la convergencia no es uniforme.
O

Observacion.
1. Note que esto en particular prueba que f/,(1) # 0 = f/(1), por tanto f] no converge puntualmente a f.

2. Serd posible probar (mds adelante en el curso) que si {f,}nen €s una sucesiones de funciones holomorfas
fn 2 C C — C que converge de manera uniforme sobre cada conjunto compacto de © a una funcién
f:9Q — C, entonces f es holomorfa y ademds f], converge uniformemente a f’ sobre cada conjunto compacto
de Q.

Hecho MAT125: Si {fn}nen es una sucesién de funciones continuas que converge uniformemente a f, entonces f es continua



Emilio Oyanedel Ayudantia 1
07 de Septiembre, 2021 MAT235

Pregunta 5
Se definen las funciones de Bessel como las soluciones de la EDO
2P+ 2f(2) + (2 = 1) f(2) = 0
donde r € C. Se puede probar que si r € N, entonces las funciones de Bessel se pueden escribir como

= (3) S ()"

Determine el radio de convergencia de la funcién de Bessel de orden r € N.

Solucién. Sea r € N, luego
It |an 1] _ lim 22l (n +7)!
n—oo |an| n—oo 22”+2(n+1)'(n—|—1+7")'
1 1
im —
nsood(n+1)(n+r+1)

—1)"
(=1) ' # 0 para todo n € N, por lo tanto por el criterio de d’Alembert, R = oc.

Ademds, —————
nl(n +r)!

De forma alternativa, por la formula de Hadamard,

1
R =liminf —————= = liminf {/nl(n +r + 1)!

. 1
nl(n+r)!

Notemos que

| 1

, o/ nl , 1 n! 1 1
(= nl;r{.lo In ( n") = nh—>Holo - In (n") = nll_}n’olo - l;ln(k:/n) = /o In(z)dx = xln(z) — x

0

1 1
=1ln(l)—1—-limzIn(z) —2z = -1 - lim n(z) =—1—lim [z =—-1—lim —z=-1
z—0 z—0 1/x =0 —1/x2 Z—00
Por la continuidad de la continuidad de la exponencial (real)
L 0 -1
lim \/— =€ =¢

n—o00 n
Como /1/n™=1/n "Z37 0, debemos tener que

lim ¥n! = oo

n—oo

Por lo tanto

R =1liminf {/nl(n+r+1)l= lim {/nln+r+1)! =00

n— oo



