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GUIA 1 DE EJERCICIOS (MAT235)
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Preliminares

. Probar la desigualdad triangular, i.e., para todo z,w € C se tiene que

2] = |wl] < |z + w]| < [2] + [w].

. Probar la férmula de de Moivre, i.e., para todo # € R y todo n € N se tiene que

(cos(f) + isin(0))™ = cos(nd) + i sin(nd).

Usar lo anterior, junto con el Teorema del binomio de Newton, para deducir los valores de cos(30)
y sin(30).

. Sea 2 C C un abierto no-vacio, y sea f : 2 — C una funcién continua. Probar que la funcion

[f1: Q@ — R, 20— [f(2)]

es continua.

. Sean a,z € C. Probar que si |z| <1y |a|] <1, entonces

z—a
<1

1—az

Funciones holomorfas

. Considere las funciones f; : C — C dadas por fi(z) = 1, fa(2) = |z|, f3(2) = Arg(2), fa(z) ==

Para cada una de ellas, estudie el dominio, recorrido, inyectividad, sobreyectividad e inversas en
caso de existir. Estudie la continuidad y diferenciabilidad de ellas considerandolas como funciones
en las variables reales (x,y).

. Considere la funcion

f:R? — R2, (z,y) — 3z — 2,3y +1).

Determine todos los puntos donde f es diferenciable en sentido real. Determine, usando la definicion,
los puntos donde f es derivable en sentido complejo.

Series de potencias

. Analizar la convergencia de la serie

e}
!

n!

zZ .

n=1

. Considere la serie f(z) =3_, -, an2", donde

0 si n es par
Ap = (—1)"/? . :
~—%— sl n esilmpar
s

Calcular el radio de convergencia de f.



3. Determine el radio de convergencia de la serie

2n
Zsmm <1+z) |

De ser posible, analice el comportamiento en el borde del dominio de convergencia.

4. Determine una representacion en series de potencias para la funcion

f(z) =

(z=1D(z+1)

y senale dénde es vélida esta expresion.

4. Logaritmo complejo

1. Probar que

1 1+14
Arctan(z) = % Ln ( * ZZ)

1 1—1z
para todo z € D(0,1) \ {#i}.

2. Probar que para todo z € D(0, 1) se tiene que

1-3-5.--(2n — 1) 2201
Arcsin(z _Z+Z 2.4-6---2n  2n+1

3. Sea Qg := C\ R=C. Sean z,w € Qg tales que 2w € Q. Probar que existe k € Z tal que
Ln(zw) = Ln(z) + Ln(w) + 27ik.

s

4. Probar que Ln(ef% ¢'%) = Ln(e'%) + Ln(e* 5 ) — 2mi.

5. Diferenciabilidad y Ecuaciones de Cauchy-Riemann
1. Probar que las derivadas holomorfas y anti-holomorfas, % y %, verifican la relacion

of _of of _of
9z o0z 7 9z 0z

2. Sea f : C — C dada por el polinomio homogéneo de grado 3
f(x +1iy) = ax® + ba’y + caxy® + dy?,
para ciertos a, b, c,d € C. Determinar para qué valores de a, b, c,d € C la funciéon f es holomorfa.
Indicacion: Considerar x = (z +%)/2 ey = (2 — Z)/2i.
6. Operador Laplaciano y funciones armoénicas

En esta seccion, se podréa asumir el hecho que toda funcién holomorfa es de clase €.

1. Sea u: Q C R? — R una funcién arménica en ). Probar que la funcién

. ou
flz +iy) = 5-(z,y)
es holomorfa en 2 C C.

2. Sea f € 0*(Q) (i.e., f es holomorfa y f(z) # 0 para todo z € Q), y sea u := In|f|. Calcular (por
definicion) Aw y verificar que u es armonica.
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Integraciéon de 1-formas y Teorema de Green

1. Un agujero de un compacto K C R? es una componente conexa acotada del complemento R? \ K.

Probar que si K tiene borde de clase €' por pedazos, entonces K posee a lo mas un nimero finito
de agujeros.
Indicacion: Cada agujero estd bordeado por parametrizaciones locales del borde u +— (u, h(u)).

Lol

(a) Probar que el compacto K C R? puede ser cubierto por finitos rectdngulos abiertos R; tales
que OK NR; = 0 (i.e., R; C int(K)) o bien 0K N R; es el grafo de una funcion h; de clase
¢! por pedazos.

. Probar el Teorema de Green,

mediante la siguiente estrategia:

En lo que sigue, podra utilizar sin demostraciéon el hecho que K posee una particion de la unidad
diferenciable subordinada al cubrimiento por los abiertos Ry, ..., Ry hallados en el punto (a), i.e.,

Existen finitas funciones p1, ..., py diferenciables, con p(x) > 0 para todo x € R?, tales
que su soporte

supp(p;) := {z € R2 tal que p;(z) # 0} C R?
estd contenido en el rectangulo abierto R;, y tales que pq(z)+- - -+ pn(z) = 1 para todo
x € R2,
En particular, p; = 0 en los puntos de OR;.

(b) Deducir que w = Z;\Ll w;j donde cada w; es una 1-forma de clase ¢ cuyo soporte (i.e., la
clausura de los puntos donde w; no se anula) esté contenido en R;. Deducir que basta probar

que [y, wj = [[ dw; para todo j € {1,...,N}.
En lo que sigue, suponer que R = R; es uno de los rectangulos hallados en el punto (a) y que,
luego de un cambio de coordenadas, estd dado por R =] —¢,¢[x] — §,d][.
(c) Verificar, en el caso en que R C int(K), que [,pw = [[,dw.

(d) Verificar, en el caso en que K N R = {(z,y) € R tal que y > h(z)}, que [,,w = [[,dw.
Indicacion: Si w = u(z,y) da + v(z,y) dy, probar (por definicion y usando el teorema de
Fubini) que ambas integrales valen [*_v(z, h(z))h'(z) + u(z, h(z)) dz

(e) Deducir el Teorema de Green.

Teorema de Cauchy-Goursat y Formulas de Cauchy-Pompeiu

1. Sea T el tridngulo que conecta los puntos z; = 0, zo = 1y 23 = i, orientado en sentido anti-horario.

Encontrar una parametrizacion de v, y calcular (por definicién) que

/T(22+1)dz:O.

2. Sea K C C un compacto con borde orientado de clase €' por pedazos. Probar, usando el Teorema,

de Green, que para toda funcién f : K — C de clase € se tiene

[
8Kf(z)dz-2z//Kazdxdy.
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Diferenciabilidad de funciones holomorfas y Teorema de Mo-
rera

Sea a € R>Y. Calcular la integral impropia

/+°° cos(ax) .
oo (22 41)2

Calcular la integral impropia
+oo
I :/ cos(z?) dz.
0
Para ello, considere la integral de la funciéon f(z) = e=* sobre el borde 9K r del compacto
Kr :={z=rew tal que 0 <r < R, 0 <0 < m/4}.

Indicacion: Puede utilizar que f0+oo e do = @ y que sin(t) > 2t/m para todo t € [0,7/2].

Desigualdad de Cauchy y Teorema de Liouville

. Sea f € 0(C) una funcion entera, y sea u : C 2 R — R la funcién armoénica u := Re(f). Probar

que si u estd acotada superiormente (i.e., existe M € R tal que u(x,y) < M para todo (z,y) € R?),
entonces u es una funcién constante.
Indicacion: Considerar la funcion g(z) := e/ (%),

Sea f : D(0,1) — C una funcién holomorfa, y r €]0,1[. Supongamos que existe zy € D(0,r) tal
que f(zp) = 0. Probar que
rf(0)]

R TEROI)

donde M := supyp o, | f(2)]-
Indicacion: Considerar la férmula de Cauchy en z =0 y en z = 2.

Sea f € €O(C) una funciéon entera y sean a,b € C dos complejos R-linealmente independientes.
Probar que si f(z + ma + nb) = f(z) para todos m,n € Z y todo z € C (i.e., f es doblemente
periddica) entonces f es constante.

Funciones analiticas

. Probar que si f: Q C C 2 R? — C es C-analitica, entonces es R-analitica.

Indicacion: Notar que (z —2z9)" = ((x —xo) +i(y —yo0))™ y usar la formula del binomio de Newton.

Probar que la funcién f(z) = Z es R-analitica, pero no es C-analitica.

Ceros de funciones holomorfas

. Determinar el orden de todos los ceros de la funciéon Ln(z).

. Determinar el orden de todos los ceros de las funciones sin(z), cos(z) y tan(z).

Extension analitica

Sea 2 C C un abierto conexo no-vacio, y sean f,g € £()). Supongamos que existen sucesiones
{Zn}n>0, {Wn}n>0 C Q de elementos diferentes, convergentes en 2, y tales que (f —g)(z,) =0y
(f +29)(wy) = 0 para todo n > 0. Probar que f =g =0 en Q.

Sea f € O(C) una funcién entera tal que f(%) = 0 para todo n € NZ!. Probar que f es identica-
mente nula.



14.

16.

Teorema de la aplicacién abierta

. Sea f € 0(Q) una funcién no-constante. Probar que el conjunto de puntos criticos de f (resp.

regulares) es un conjunto cerrado formado por puntos aislados en § (resp. un abierto denso de 2).

Analizar el comportamiento local de f(z) = sin®(22) en una vecindad del punto critico zg = 0.

Principio del maximo y Lema de Schwarz

. Sea © C C un abierto no-vacio, y sea f € 0*(Q). Probar que si |f| alcanza su minimo en {2,

entonces f es constante.

. Sea D := {z € C tal que |z| < 1} el disco unitario, y sea f : D — D una funcién holomorfa tal que

f£(0) = 0. Probar que |f(z)| < |z| para todo z € D y que |f/(0)| < 1.

Sea H := {z € C tal que Im(z) > 0} el semi-plano de Poincaré. Probar que

11—z
D H, z—> i
f - Z<1+z>

estd bien definida y es un biholomorfismo.

Convergencia de funciones holomorfas, derivaciéon bajo el signo
integral, Funcion I'

. Sea Y_ f, una serie de funciones holomorfas, con f, € €(f2) para todo n. Supongamos que »_ fn

converge uniformemente en todo compacto de 2 a la funcion F' = Z:ﬁ% fn. Probar que F' € ()

™,

y que para todo m € N se tiene que F("™) = Z:ioo

Probar que la funciéon F' : C — C definida por

+o0o 3
F(z)= / e " cos(tz) dt
0

es una funcion entera.
. . . _ 43 _ 43
Indicacidn: Probar que para todo z € D(0, R) se tiene que |e™" cos(tz)| < eft=t",

Para todo n € N, calcular el limite
lim (z+n)T'(2).

zZ——n

Admitiendo el hecho (sin demostracion) que I'(2)['(1 — z) = 7/ sin(nz) para todo z ¢ Z, calcular
el valor de la integral

/()””mdw.
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