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CAPITULO 1

FUNCIONES HOLOMORFAS E INTEGRACION

Luego de recordar las propiedades bésicas de los nimeros complejos, explo-
raremos las nociones de diferenciabilidad e integracién en el sentido complejo.

1.1. Preliminares
De manera formal, los nimeros complejos se definen como el anillo cociente
C:=R[X]/(X>+1) € {[a+bX] con a,b € Ry [X?] = [-1]}.
y donde se adopta la notacién i := [X]. En particular, i> = —1 en C.

jAtencion! — En la practica, los nimeros complejos se consideran como el-
ementos del conjunto

(C:{z:x+z'yconx,y€Ryconi2:—1}.

Hay una correspondencia biyectiva

Im Y

W e . Yo °
z — (Re(z),Im(z2))

C x4y +—(x,y)

IMAGEN 1. El plano complejo.
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Aqui, el nimero real x := Re(z) (resp. y := Im(z)) es la parte real (resp.
parte imaginaria) del nimero complejo z.

Cabe destacar que la estructura de am'll se hereda del conjunto de poli-
nomios R[X]. M4ds precisamente, para z = x + iy y w = s + it dos nimeros
complejos, se define la suma

z+w:=(x+s)+i(y+1t)
y se define la multiplicacién
z-w = (7 +iy)(s +it) = xs + izt +iys + i*yt = (vs — yt) + i(wt + ys).
Observacion 1.1.1. — Sea z = x + iy € C un nimero complejo.
(1) Siz=x+iy #0 (i.e., x # 0 0 y # 0) entonces

1. T . -y
°T (w2+y2> o <fﬂ2+y2)

cumple z - 27! = 271 . 2 = 1. Luego, C es un cuerpo (e.g. it = —i).
(2) Si definimos el conjugado de z mediante Z := x — iy, entonces:
2Z=1>+19? Re(z)= : ;— z, Im(z) = Z;Z
i

(3) El cuerpo C hereda de R? la estructura de espacio vectorial normado.
Méds precisamente, definimos la cantidad

2] == [[(Re(2), Im(2))leuat = V/Re(2)2 + Im(2)2 = /22 + 42,

que es llamada el médulo de z. En particular, tenemos que

zZ2=2z y 2z!'= ﬁ para todo z # 0.
z

(4) Para todos z,w € C tenemos que:
(i) |zw] = |z[[wl, [Re(2)] < |2] y [Im(2)] < |z].
(i) [z 4+ w| < |2+ [w] y [|z] = [w]] < [z — w].

Tradicionalmente, estds dos tltimas desigualdades se conocen como la
desigualdad triangular.

(WEn términos practicos, un conjunto dotado de una suma y multiplicacién, que verifican
las propiedades usuales. Ver MAT214 (Estructuras Algebraicas) para mds detalles.
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Im
z
B |z| sin(@)
A
Re
—
|z| cos(6)

IMAGEN 2. Forma polar de un complejo no-nulo.

Recuerdo 1.1.2 (Forma polar). — El conjunto de complejos no-nulos serd
denotado C* := C\ {0}. Consideremos z € C* fijo. Un argumento de z,
denotado arg(z), es un nimero real 6 € R tal que

Re(z) = |z| cos()

Im(z) = |z|sin(0)

jAtencion! — Debido a la periodicidad de las funciones trigonométricas, el
nimero real arg(z) estd bien definido médulo multiplos enteros de 27 (i.e.,
arg(z) € R/27Z). Por definicién, tenemos que

2 = Re(2) + ilm(2) & |2|(cos(6) + isin()).
Esta escritura es llamada la forma polar del nimero complejo z € C*.
Proposicion 1.1.3 (Identidad de Euler). — Sea 6 € R un nimero real.

Entonces,
¢ = cos(8) + isin(h).

Demostracion. — La funcién real a valores complejos f(0) = cos(6) + i sin(6)
verifica que

1'(0) = —sin(#) + i cos(f) = i(cos(0) + isin(h)) = if(0), es decir, f' =if.
Ademis, cumple la condicién inicial f(0) = 1. Luego, f(6) = €%. O
Lo anterior, motiva la siguiente definicién.

Definicion 1.1.4. — Sea z = x + iy € C. Definimos la exponencial de z

mediante
z

e” 1= e%e™ = e%(cos(y) + isin(y)).
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El siguiente ejercicio resume algunas de las propiedades més titiles de la
exponencial compleja.

Ejercicio 1.1.5. — Sean z,w € C y sea 0 € R.
(1) Probar que e*T% = ¢* - ¥,
(2) Probar la identidad de de Moivre, es decir, que
(cos(#) 4 isin(f))"™ = cos(nb) + isin(nh)
para todo n € N.
€i0 —i6 10 —1i6

(3) Probar que cos(f) = % y que sin(f) = e -°c

1.2. Sucesiones

Recordemos la nocién de convergencia en los niimeros complejos.

Definicion 1.2.1. — Sea {2y }nen una sucesiéon en C. Diremos que {2y, }nen
converge aw € Csi lim |z, —w| =0, y en tal caso escribimos
n—-+o00

lim z, = w.

n—+o00
Observacion tmportante 1.2.2. — Dado que la nocién de mdédulo | - |
proviene de la norma usual || - ||euc de R?, se tiene que

nll)l}_loo Zp =W = nlﬁlm Re(zn) = Re(w) y nEI—&I—loo Im(z,) = Im(w)

La desventaja de la definicién de convergencia es que requiere conocer a
priori el candidato a limite. La forma de remediar lo anterior, es considerar la
siguiente nocién alternativa.

Definicion 1.2.3. — Sea {z, }nen una sucesién en C. Diremos que {zy, }pen
es una sucesién de Cauchy si

Para todo £ > 0, existe cierto N € N tal que |z, — z,| < € para

todos n,m > N.

Una consecuencia importante de la construccién de los ntimeros reales R
usando sucesiones de Cauchy de nimeros racionales es el siguiente resultado
(que admitiremos sin demostracion):

Teorema 1.2.4. — El espacio vectorial normado (R™, | - ||euc1) €s completo,
es decir, toda sucesion de Cauchy converge.

Dado que la nocién de distancia en C proviene de R?, se deduce que:
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Corolario 1.2.5. — El espacio vectorial normado (C,|-|) es completo.

En términos préacticos, el resultado anterior nos dice que basta verificar que
una sucesién de nimeros complejos es de Cauchy para asegurar la convergencia,
sin necesidad de conocer a priori el limite al cual converge.

1.3. Topologia de C
Recordemos algunas nociones bdsicas de espacios métricos.
Definicion 1.8.1. — Sea zy € C y sea r € R”?. Definimos
(1) El disco abierto de radio r centrado en zy por
D(zp,7) :={z € C tal que |z — 2| < r}.
(2) El disco cerrado de radio r centrado en zy por
D(zg,7) := {2z € C tal que |z — 29| < r}.
(3) El circulo de radio r centrado en zy por

F(Z()?’]") = {Z S C tal que ’Z — Z0’ = 7”}.

IMAGEN 3. Discos abiertos y cerrados, y su borde.

Notacion 1.3.2. — Tipicamente, el disco abierto de radio 1 y centro en
zo = 0 es llamado el disco unitario. Explicitamente, se define

D :={z € C tal que |z| < 1}.
Ademads de lo anterior, necesitaremos las siguientes nociones de topologia.

Definicion 1.3.3. — Sea ) C C un subconjunto, y sea z € C. Decimos que:

(1) z es un punto interior de ( si existe r > 0 tal que D(zg,r) C Q.
Denotamos por int(2) o por Q° al conjunto de puntos interiores de
Q, i.e., al conjunto {z € C tal que z es un punto interior de }.
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IMAGEN 4. z € int(§2), pero w ¢ int(2)

(2) Q es abierto si int(Q) = €.

IMAGEN 5. Conjunto abierto

(3) 2 es cerrado si su complemento Q¢ =Ke \ Q es abierto.

IMAGEN 6. Conjunto cerrado.

(4) z es un punto limite o punto de acumulacién de Q si existe

{zn}nen C 2 sucesion tal que z, # z para todo n y tal que liIE Zn = Z.
n—-+0o0
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IMAGEN 7. Un punto de acumulacién que no pertenece a €.

Denotamos por
Q) :={z € C tal que z es punto de acumulacién de Q}

al conjunto de puntos de acumulacién de €2. Es un hecho clédsico de
topologl’ que € es cerrado si y sélo si ' C Q.
(5) La clausura o adherencia de  es el conjunto Q := QU /.

0 Q
IMAGEN 8. La adherencia de un conjunto.

(6) La frontera o borde de 2 es el conjunto 9 := Q \ int(Q) = QN Qe.

Q o0

IMAGEN 9. El borde de un conjunto.

()Es un buen ejercicio.
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(7) Q es acotado si existe M € R>? tal que 2 C D(0, M).

IMAGEN 10. Un conjunto acotado.

En tal caso, definimos el diametro de €2 por

diam(Q) := sup |z —w|.
Z,we

(8) 2 es compacto si es cerrado y acotado.

Dado que (C,| - |) es isométrico a (R?, || - [|eucl), Se tiene la siguiente car-
acterizacion de compactidad en términos de sucesiones (que asumiremos sin
demostracion).

Teorema 1.3.4 (Bolzano-Weierstrass). — Un subconjunto Q2 C C es com-
pacto si y solo si toda sucesion {zp tnen C Q posee una subsucesion convergente
a un punto en ).

Recordemos ademas la siguiente nocién fundamental en topologia.

Definicion 1.3.5. — Sea 2 C C. Un cubrimiento abierto de 2 es una
familia {U;};cr de abiertos de C tales que
QcC U U;.
el
En el caso que el conjunto de indices I sea finito, decimos que {U;};cr es un
cubrimiento finito de ().

Con la definicién anterior en mente, se tiene la siguiente caracterizacion
topolégica de compacidad (que asumiremos sin demostracion).

Teorema 1.3.6 (Heine-Borel). — Un subconjunto Q@ C C es compacto si y
solo si todo cubrimiento abierto de 0 admite un subcubrimiento finito.

El siguiente resultado serd de utilidad mé&s adelante.
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Proposicion 1.3.7. — Consideremos una coleccion

de conguntos compactos no-vacios de C tales que lim,_, i diam(K,) = 0.
Entonces, existe un inico w € C tal que w € K, para todo n > 1.

Demostracion. — Elegimos un elemento z, € K, para cada n € N. Notar
que limy,_, o diam(K,,) = 0 implica que {z,}nen es de Cauchy. Como C es
completo, existe w € C tal que lim,,_, 1 2, = w. Veamos que dicho w verifica
lo deseado:

Dado que K,, es compacto ¥ {zm}m>n C K, es una sucesiéon convergente,
w € K, para todo n. Finalmente, si elegimos otra sucesiéon {z/,},>1 con
z) € Ky y tal que lim,, 4 2, = w' # w, se tendria que |w — w'| > 0. Esto

dltimo es una contradiccién con el hecho que diam(k,) jmarayi} O
Para finalizar, recordemos la importante propiedad topolégica siguiente.

Definicion 1.8.8. — Sea 2 C C un conjunto abierto (resp. conjunto cer-
rado). Decimos que 2 es conexo si no es posible hallar dos conjuntos abiertos
(resp. conjuntos cerrados) no-vacios y disjuntos 21 y Qg tales que

Q=0 UQs.
Aqui, 1 U Qs denota la unién disjunta de Q1 y o.

Terminologia 1.3.9. — En muchos textos, es comiin decir que una regién
de C es un abierto conexo €2 C C no-vacio.

Una caracterizaciéon importante de los conjuntos conexos del plano complejo
es la siguiente (que asumiremos sin demostracion).

Teorema 1.3.10. — Sea ) C C un conjunto abierto. Entonces, ) es conexo
sty sdlo si todo par de puntos en €1 puede conectarse mediante una curva I’
completamente contenida en 2.

z

IMAGEN 11. Conjunto conexo.
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jAtencion! — Pronto definiremos formalmente lo que entendemos por
“curva”.

1.4. Funciones continuas

La nocién de continuidad para funciones de variable compleja es completa-
mente andloga a aquellas estudiadas para funciones de una o varias variables
reales.

Definicion 1.4.1. — Sea Q0 C C y sea f: Q — C una funcién. Decimos que
f es continua en el punto zy € Q si
Para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que si z € Q y |z — 2| < 0,
entonces |f(z) — f(z0)| < &.

¢ f
T f(z) e
1 * f(20) 4
',: D(ZQ, (5) D(f(ZO)v 5)

IMAGEN 12. Funcién continua.

Esto es equivalente a su vez a que
Para toda sucesion {z,}neny C Q tal que limy, 100 2, = 20, S€
tiene que T 400 f(zn) = £(20).

Decimos que f es continua en {2 si es continua en cada punto zg € €.

El siguiente ejercicio muestra que para que una funcién de variable compleja
sea continua, basta verificar que su parte real e imaginaria sean continuas.

Ejercicio 1.4.2. — Sea f : Q@ — C una funcién, y escribamos z = z + 1y.
Si escribimos f(z) = f(x + iy) = u(z,y) + iv(x,y) e identificamos f con la
funcién real F : Q C R? — R? (z,y) — (u(z,y),v(z,y)), probar que

f es continua en zg = g + iyo <= u, v :  — R son continuas en (xg,yo).

Las siguientes propiedades se prueban exactamente de la misma forma en el
caso de funciones de variable real.
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Proposicion 1.4.3. — Sean f,g : Q@ — C funciones continuas en zg € €.
Entonces:

(1) Para todo X € C, la funcion \f es continua en 2.

(2) La funcion suma f + g es continua en zp.

(3) La funcion producto fg es continua en z.

(4) Si g(z0) # 0, entonces la funcion cociente f/g es continua en z.

En particular, el conjunto de funciones continuas en €2
€°(Q,C) := {f : © — C funcién continua}
es una C—dlgebr.
Ejercicio 1.4.4. — Sea f : 2 — C una funcién continua. Probar que la
funcién
If1: 92— R, z+—|f(2)|

es continua.
Indicacion: Utilizar la desigualdad triangular.

La ventaja de analizar | f| en lugar de f, es que | f| toma valores reales y por
ende tiene sentido hablar de minimos y méximos.
Definicion 1.4.5. — Sea f : Q — C una funcién. Decimos que f alcanza un:
(1) maximo en zy € Q) si
|f(2)| < |f(20)| para todo z € €.
(2) minimo en zp € Q si
|F(20)] < 1£(2)] para todo = € 9.

Un resultado fundamental de andlisis real (que asumiremos sin de-
mostracion) es el siguiente.

Teorema 1.4.6 (Weierstrass). — Sea K C C un conjunto compacto, y sea
[+ K — C una funcion continua. Entonces,
La funcion f : K — C alcanza un mdximo y un minimo en K.

En particular, la funcion |f| es acotada en K.

G Es decir, un C-espacio vectorial que ademads es un anillo conmutativo.
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1.5. Funciones holomorfas

Luego de los preambulos anteriores, estamos en condiciones de comenzar el
estudio de funciones de variable compleja. Comencemos por definir la nocién

de derivabilidad.

Definicion 1.5.1. — Sea f : Q — C una funcién y sea zp € €' un punto
de acumulacién de . Diremos que f es derivable (en sentido complejo) en
zp €  si el limite

lim f(z0+h) = f(20) aef lim f(2) = f(20)
h—0 h 2260 Z =20

existe. En tal caso, denotamos su valor por f/(zy) € C.

Observacion importante 1.5.2. —

(1) Aqui, h € C* e \ {0} v z0 + h € Q. Es importante notar que h se

acerca a 0 € C en cualquier direccién.
(2) Como consecuencia del dlgebra de limites, si f y g son derivables en z
entonces se tiene que:
(i) Para todo A € C, la funcién Af es derivable en zp y ademds

(Af)(z0) = Af'(20)-
(ii) La funcién suma f+g¢ es derivable en zg y ademés (f+g)'(z0) = f'(20)+4'(20)-
(iii) La funcién producto fg es derivable en zp y ademds se cumple la

regla de Leibniz

(f9)'(20) = f(20)g'(20) + ['(20)9(20)-
(iv) Si g(z0) # 0, la funcién cociente f/g es derivable en 2y y ademés
<f>/ () = 9GO (z0) = S (o) (z0)
g) 9(20)? '
(3) Si f es derivable en zy, entonces f es continua en zy. En efecto, se tiene

[M'(Z—Zo) = f'(0)-0=0.

z— 29
(4) Si f derivable en zg y si g es derivable en f(zp) entonces la composicién
(go f) es derivable en zy y ademds se cumple la regla de la cadena

(g0 f)(20) = g'(f(20))f'(20).

Veamos algunos ejemplos importantes.

lim [£(2) — £(20)] = lim

Z—20 Z—20

Ejemplo 1.5.3. —



(1)

(2)

(6)
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Sea A € C, y sea f(z) = A funcién constante. Entonces, para todo
zp € C se tiene que

tim L0 T = FG0) ger g AZA_
h—0 h h—0 h

En otras palabras, f’(z9) = 0 para todo zy € C.
Sea f(z) = z y sea zg € C. Entonces, se tiene que

lim f(z0+h) — f(20) _ lim z0+h— 2

=1.
h—0 h h—0 h

En otras palabras, f/(z9) = 1 para todo z € C.

El Ejemplo (2) junto con la Observacién [1.5.2] (2.ili) implican que
f(z) = 2" es derivable para todo n € NZ!. Mads atin, se prueba
mediante induccién que

f'(20) = nzy =" para todo n € N=! y para todo 2 € C.

Aqui, definimos 0° := 1 por conveniencia.
El Ejemplo (3) junto con la Observacién [1.5.2] (2.i) y (2.ii) implican que
todo polinomio

p(2) =ap+ a1z + -+ a2 € C7]

es derivable para todo zp € C. Aqui, C[z] denota el anillo de polinomios
con coeficientes en C en la variable z.
Consideremos la funcién racional

p(z)  ap+aiz+--- 4 a2

/(z) = q(z)  bo+biz+ -+ by C),

donde C(z) denota el cuerpo de funciones racionales. Si consideramos

el abierto de C dado por
U, := {2z € C tal que ¢(z) # 0},
entonces el Ejemplo (4) y la Observacion [1.5.2] (2.iv) implican que f es
derivable en U, C C.
Sea f(z) =Z y sea zp € C. Entonces,
lim f(z0+h) = f(z0) & im Ath—% h =% lim
h—0 h h—0 h h—0

| >
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h=s+it— 0e€C

IMAGEN 13. h € C tiende a 0 € C.

Si el nimero complejo h = s + it € C verifica:

h it
(i) s =0, entonces lim — = lim S
h—0h  h—0it
.. . h . s
(ii) t =0, entonces lim — = lim — = 1.
h—0h h—0s

Luego, f(z) = Z no es derivable en ningtin punto del plano complejo C.
Es importante destacar que, por otra parte, la funcién real asociada

F(z,y) = (z,—y)
es diferenciable en R2.

(7) Sea f(z) = |2|> = 2z y sea zp € C. Entonces, tenemos que

lim f(zo+ 1) = f(z0) 4 im (20 + 1)(z0 + h) — 0% =lim (Z+ h + zgﬁ )
h—0 h h—0 h h—0 h

Luego, f'(zo) existe si y sélo si zg = 0. Mds atin, tenemos que f'(0) = 0.

Por lejos, la definicién més importante del Anélisis Complejo es la siguiente.

Definicion 1.5.4 (Funcién holomorfa). — Sea © C C un abierto no-vacio.
Una funcién f : 0 — C se dird holomorfa en el punto zy € € si

Existe r > 0 tal que D(zp,r) C Q y tal que f es derivable en todo

punto del disco abierto D(zp, ).
En particular, diremos que f es holomorfa en () si es holomorfa en todo
punto 2o € ). Mds generalmente, si A C C es un conjunto no necesariamente
abierto, entonces decimos que f es holomorfa en A si existe un abierto € tal
que A C Q C Dom(f) y tal que f es holomorfa en €.

La siguiente notacién estard presente en todo el resto del texto.
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Notacion 1.5.5. — Sea ) C C un subconjunto. Denotamos por
0(Q) :={f:Q — C funcién holomorfa en Q}

al C-dlgebra de funciones holomorfas en €2. Mds atn, una funcién f : C — C
holomorfa en todo el plano complejo C (es decir, f € 0(C)) es llamada una
funcién entera.

Ejemplo 1.5.6. —

(1) La funcién f(z) = |2|? es derivable en zy = 0, pero no es holomorfa en
20 = 0.
(2) Todo polinomio p(z) € C[z] es una funcién entera.

(3) La funcién racional f(z) = p(z)/q(z) € C(z) es holomorfa en el abierto
def

Q:=U,; = {z € C tal que ¢(z) # 0} C C.

1.6. Series de potencias

En esta seccion, discutiremos sobre una clase importante de funciones holo-
morfas. Comencemos por recordar un poco de notacién y terminologia.

Recuerdo 1.6.1. — Si {up}n>n, €s una sucesion en el cuerpo k =R o C, de

término general u,,, entonces denotamos por » uy, (o simplemente > uy,)

n>no
a la sucesion {sy }tn>n, de sumas parciales

Sy 1= Upy + Upg+1 + - - + uy, para todo n > ng.

Decimos que la serie )
En tal caso, escribimos

uy es convergente si S = lim, 40 S, existe.

+oo
S:Zun

n=ng
y decimos que S € C es la suma de la serie ) |
de una serie convergente »  u, de suma S es

+oo
def
pn =8 — s, = E Up
p=n-+1

n>ng

n>ng Un- El resto de orden n

En muchos casos, trabajaremos con serias que convergen mas fuertemente.
La siguiente definicién permite precisar esto.
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Definicion 1.6.2. — Sea k =R o C y 2 C k no-vacio. Consideremos una
sucesion {f, : @ = k, © — fn(2)}n>n, de funciones a valores en k y definamos
para cada funcién f : Q) — k la norma del supremo

[fllq := sup | f(z)]
€

Entonces, decimos que la serie de funciones ) fi, :
(1) Converge uniformemente en (2 si la serie > f,(x) converge para
todo x € Q (i.e., converge puntualmente en 2) y los restos verifican

Aol =o.

(2) Converge normalmente en ( si la serie real Y || fn|lo converge.

Observacion 1.6.3. — Se tienen las siguientes relaciones entre las diferentes
nociones de convergencia.

(1) La convergencia normal implica la convergencia uniforme.
(2) La convergencia normal implica la convergencia absoluta uniforme
(i.e., > |fn| converge uniforme), pero no coinciden:

Ejercicio 1.6.4. — Analizar la convergencia normal y (absoluta) uniforme
de Y fn donde f,(z) =0siz #ny fu(ln)=1/n.

Un resultado cldsico de andlisis real, que asumiremos sin demostracién, es
el siguiente criterio de convergencia.

Proposicion 1.6.5 (M-test de Weiertrass). — Seak =R o C yQ C k
no-vacio, y sea {fn : Q@ = k, x — fp(z)}n>n, una sucesion de funciones a
valores en k. Supongamos que

|fn(z)| < M, para todo x € Q y la serie Y, M, converge en R.

Entonces Y f, converge absoluto uniforme en ).

Estamos en condiciones de dar la definicién principal de esta seccidn.

Definicion 1.6.6. — Una serie de potencias compleja es una serie de fun-
ciones de la forma

Z anz"

n>0

donde a,, € Cy z € C es una variable compleja. El dominio de convergencia
de la serie de potencias esta dado por

2 ={z € C tal que Z apz" converge}

Si z € 2, escribimos f(z) = . a,2" el valor de la suma en z.
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Teorema 1.6.7. — Sea ano anz™ una serie de potencias compleja, y sea
R e R=0U {+o0} dado por

R := sup{r > 0 tal que la sucesion {|a,|r"},>0 es acotada}.
Entonces, el dominio de convergencia & verifica
D(0,R) € 2 C D(0,R),

y la serie Y a, 2™ converge normalmente en todo disco cerrado D(0,7) C D(0, R).
Ademds, el radio de convergencia R estd dado por

1
R = liminf e RU {4+ férmula de Hadamard
iminf 7 SRU {0} )
Finalmente, si a, # 0 para todo n y £ := lim, o |ant1|/|an| eziste en

R=0U {+00} entonces R = 1/{ (criterio de d’Alembert).

Demostracion. — Consideremos
A= {r >0 tal que {|a,|r"},>0 es acotada} C R=°

y sea R :=sup A. Luego, si |z| > R entonces |z| ¢ A y por ende {|an||z|" }n>0
es no acotada, por lo que > a,z" diverge. Asi, 2 C D(0, R).

Sea r € RZ0 tal que » < R = sup A, entonces existe p € RZ0 tal que p € A
y r < p < R. Por definicién de A, existe C' > 0 tal que |a,|p" < C para todo
n € N, y luego para z € D(0,r) tenemos

n n
an?"] = lano” (“) <c ()
P P

con r/p < 1. Luego, por desigualdad triangular

S| < S lane'l < 3 laa oy <03 (2)

Como esta tltima serie es convergente, > a,z" converge normalmente en
D(0,7) para todo r < R. Asi, D(0,R) C 2.
Para probar la férmula de Hadamard, notamos que si r > liminf 1/ {/|ay,|

entonces hay infinitos indices n tales qu

1
<o
n
V |an|
M Recordar que si {Zn}nen € R es una sucesién de numeros reales, el limite inferior

liminf z,, es el menor de los puntos de acumulacién, i.e., liminf z,, := lim [ inf x,, |.
n—oo \ m>n
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para cierto 0 < 1o < r. Entonces |a,|r{ > 1, y asf la subsucesién
n
n r
lap|r™ > | — ) —
o
no es acotada. Luego, por definicién de radio de convergencia, se tiene R < r.
Reciprocamente, si r < liminf 1/ {/|a,|, entonces

1
>r
v/ |an|

para n > ng suficientemente grande, luego |a,|r™ < 1 para todo n > ng y

por tanto |a,|r™ es acotada. Luego, por definicién de radio de convergencia,
tenemos que R > r y asi R = liminf1/3{/|a,|. Finalmente, el criterio de
d’Alambert se deduce a partir del hecho que
a
lim [@n+1] = ( implica que lim {/|a,| =¥,
n—-+0o

n—-+0o |an‘

lo cual se deja como ejercicio. O
jAtencion! — En la férmula de Hadamard, consideramos 1/0 := +o0.

Ejemplo 1.6.8. —

(1) La serie geométrica ) -, z" tiene radio de convergencia R = 1y
dominio de convergencia 2 = D(0, 1).

(2) La serie
zn
P

n>1

tiene radio de convergencia R = +o0o y ¥ = C.
(3) La serie > -, n"2" tiene radio de convergencia R =0y Z = {0}.
(4) Dado que para todo o € R se tiene que

lim W =1,
n—+00
las series Y anz" y > n%a,z" tienen el mismo radio de convergencia.
Sin embargo, reemplazar a,, por n“a, puede afectar la convergencia en

el borde 0D(0, R):
Por ejemplo, para la serie anl %z" se tiene que 2 = D(0, 1), mien-
tras que D, L2 diverge en 2 =1 € 9D(0,1).

Mads precisamente, el siguiente resultado de Abel permitird probar que la
serie dada por Y, -1 12" converge en 2 = D(0,1) \ {0}.
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Proposicion 1.6.9 (Lema de Abel). —

Sea Zn>n0 UV una serie compleja. Supongamos que u, € RZY para todo
n>ng Y que {un}nzno es una sucesion decreciente que converge a 0. Ademds,
supongamos que las sumas parciales

Sp = Uny T Ung4+1 + -+ Upn
cumplen |s,| < M para todo n > ng, para cierta constante M € R=0. En-

tonces, la serie Y unvy, es convergente.

Demostracion. — Veamos que

p
g UpUn
n=no p>ng

es una sucesién de Cauchy, y por lo tanto es convergente. En efecto, para todos
q > p > ng escribimos
UpUp + -+ + UgUg = Up(Sp — Sp—1) + Up+1(Sp+1 — Sp) + -+ + Ug(Sq — 5¢-1)

= —upsp—1 + Sp (Up — Upt1) + -+ + 51 (Ug—1 — ug) +gsq.

S—r S——r
>0 >0
Dado que [s,| < M, entonces
|upvp + -+ ugug| < Mup + M(up — tpy1) + -+ + M(ug—1 — ug) + Mug
= 2Mu, P25 0,

de donde se concluye la convergencia. O

Ejemplo 1.6.10. — Sea z = ¢ con 6 € R y tal que z # 1. Consideremos la
serie Y, <1 12" donde up, :=1/n 0y v, := 2" = €™ Dado que
- ) emt _ 1
v+ o, = e <e“9—1)

tenemos que
2

7 1]

Asi, el Lema de Abel implica la convergencia de %z" si|z|=1yz#1.

o1+ -+ op| < M =

Observacion 1.6.11. — Podemos sumar y multiplicar series:
Sean Y anz"™ y > byz™ series de potencias con radios de convergencia R’y
R’ respectivamente. Entonces, podemos considerar:
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La suma Y a,z" 4> bp2" := Y (a, + b,)2", que ciertamente converge

en D(0, R') N D(0, R") y luego, su radio de convergencia R* verifica
RY > min{R', R"}

Msds atin, Rt = min{R’, R"} si R’ # R pues en tal caso la serie diverge

para R’ < |z| < R".

Ejercicio 1.6.12. — Dar un ejemplo donde R™ > min{R', R"}.

El producto (3 a,2z")(3_b,2"). Para ello, recordemos que si } o up
y Zq>0 vg son series absolutamente convergentes, entonces

(E “p)(E Uq)ZE W
n>0
donde

n
Wy, = E UpUq = g UpUp—p = UQUn + UIVp—1 + -+ + UpVg
ptg=n p=0
En el caso particular de series de potencias, considerando u,, := a,2" y
v, = bp2™, la férmula anterior nos da el producto de Cauchy

(Z anz")(z bpz") = Z 2"

=Y apbg= Zn:apbn_p Vn >0
p=0

pt+q=n

donde

La serie producto converge en D(0, R')N D(0, R") pues cada factor con-
verge absolutamente en dicho conjunto. Asi, su radio de convergencia
R* verifica

R* > min{R,R"}

Ejercicio 1.6.13. — Considere las series ), g an2" = 14,5, 2n—1yn
Y Dm0 0n2" = 1-37, 5, 2" Pruebe que es posible que R* > min{R', R"}
incluso cuando R’ # R".

El siguiente importante resultado nos dard muchos ejemplos de funciones

holomorfas. Mejor atin, més adelante veremos que toda funcién holomorfa es

de esta forma.
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Teorema 1.6.14. — Sea f(z) = Y ,5¢an2" una serie de potencias con ra-
dio de convergencia R > 0. Entonces, la derivada f'(z) existe para todo

z € D(0,R) (i.e. fe O(D(0,R))). Mds aun,

f(z) = Znanz”_ ,
n=1
y en particular
+oo
FP(z) = Zn(n —1)---(n—p+ 1)ay,z""P para todo p > 1.
n=p

Ademds, estas series de potencias tienen el mismo radio de convergencia R > 0.

Demostracion. — El hecho que las series derivadas tengan el mismo radio de

convergencia viene del hecho que lim,, 4+ {/n(n —1)---(n —p+ 1) = 1 para
todo p € N, y de la férmula de Hadamard. Por otra parte,

" /n
24+ h)" = 2" +nh" 4+ <>hpz”p,
- > (:

p=2
gracias a la férmula del binomio de Newton, con

G5 ) <ren(;5)
Asi,

(Z + h;: — 2" _ nzn—l

< n(n=1)|hl Z (Z) [AIP72 1" 7P = n(n=1)|h|(|h|+]2])" "

Sea z € D(0,R) y h € C* tal que z + h € D(0, R). El célculo anterior nos da

z+h
it — Y napz"! <\h|2 (n — 1)|an|(|2] + |R))"~
n>1
Considerar § > 0 tal que |h| < 6 < R — |z|, i.e., |z| + |h| < r:=|z]| + 0 < R,
luego el hecho que r < R implica que
Zn(n — Dlan|(|2] + |R)"2 < M := Zn(n — Dan|r"? < +oo.
n>2 n>2

Finalmente, concluimos al considerar h — 0 que

, f(z—i—h 1
1 tod D(0,R
lim g na,z" para todo z € D(0, R),

de donde obtenemos la férmula deseada. O
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Observacion 1.6.15. — Reciprocamente, dada una serie de potencias
f(z) = > ,50anz™ con radio de convergencia R > 0, entonces f posee una
primitiva compleja en el disco abierto D(0, R) dada por

Fz) =3 ogamit =) m

n>0 n>1

de tal suerte que F'(z) = f(z). Més atin

(1) El radio de convergencia de F' es R > 0 también.
(2) Cualquier otra primitiva de f es de la forma F' + C para cierta C' € C
constante.

Cultura general 1.6.16. —

En general, no es ficil determinar el comportamiento de una serie de po-
tencias en puntos en el borde zy € dD(0,R) = I'(0, R). La serie puede no
ser continua en 2y o incluso no ser acotada. Sin embargo, se tiene el siguiente
resultado parcial.

Teorema 1.6.17 (Abel). — Sea f(z) = _,~¢anz" una serie de potencias
con radio de convergencia R > 0 finito, y sea z9 € I'(0, R) tal que f(2p)
converge. Entonces, si S = S5, € D(0,R) U {2} es un sector circular
cerrado de la forma
7r
Sao8m 1= {z € C tal que |z — 20| <6 y |£(z — 20, 20)| < 5 (5}
entonces ZILHQO f(z) = f(z0)-
z€SND(0,R)

En otras palabras, podemos asegurar continuidad en zy € T'(0, R) N & siem-

pre y cuando no nos acercamos “tangencialmente” a zy.

1.7. Funciones complejas elementales

Recordemos algunas funciones notables que pueden definirse mediante series
de potencias. Comencemos por la funcién exponencial compleja, que puede
definirse a partir de la exponencial real y las funciones trigonométricas reales
(suponiendo que hayan sido definidas con rigurosidad anteriormente, c.f. .
También es posible (y conveniente) hacerlo al revés.
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Definicion 1.7.1. — Para todo z € C definimos la funcién exponencial
mediante la serie de potencias
e® =exp(z) := —
n!
n=0

cuyo radio de convergencia es +0o0. En particular, la exponencial e* € 0(C)
es una funcién entera.

La propiedad més importante de e* es la siguiente.

Proposicion 1.7.2 (Propiedad fundamental). — La funcion exponencial
exp define un morfismo entre el grupo aditivo (C,+) y el grupo multiplicativo
(C*, x). En otras palabras, para todos z,w € C se tiene que

ez+w — ez ew
Demostracion. — Tenemos que e*e” = (D> up,) (D vg) con uy := %}; Y Ug = “’q—f.
Asi, la serie producto estd dada por el producto de Cauchy > w,, con
n n
2P WP 1 n _ z4w)"
wn:Z.'(n_ﬁnvZ< )2%” -
=1 p)! b \p !
y luego e* - e¥ = e*t%. En particular, * - e = ¢ = y asf e* € C*. O

jAtencion! — Mds adelante veremos que e® es sobreyectiva.
A partir de la exponencial podemos definir las siguientes funciones clésicas.

Definicion 1.7.3. — Para z € C, definimos

(1) La funcién coseno hiperbdlico mediante
€%+ e ? def —+o0 Z2n
2 o (2n)!

cosh(z) :=

(2) La funcién seno hiperbdélico mediante

_ +o0o 241
€” — e % gef z
sinh(z) == —_
|
2 = (2n+ 1)!

(3) La funcién coseno mediante

eiz +6—iz I 2n
cos(z) == — = cosh(iz) = Z(—l)"(2 )!
n)!

n=0
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(4) La funcién seno mediante

€iF — e~ ginh(iz) <X Z2ntl
i = = = —1 n_~-
sin(2) 2 i n;)( ) an )

Ejemplo itmportante 1.7.4. —

(1) Todas estas series tienen radio de convergencia R = +o0, y luego son
funciones enteras.

(2) Dado que todas las series estdan definidas mediante coeficientes a,, € R,
ellas toman valores reales al restringirlas al eje real de C. Mds aiin, ellas

cumplen f(z) = f(Z) para todo z € C.
(3) La propiedad fundamental de exp implica todas las identidades
trigonométricas usuales. Por ejemplo,

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) para todos a,b € C

(4) Usando las definiciones anteriores, se puede extender la identidad de
Euler a todo el plano complejo. Mds precisamente

Ejercicio 1.7.5. — Probar que
¢* = cos(z) +isin(z) para todo z € C
(5) En particular, si z = z + iy € C tenemos que
e* = e%e" = e%(cos(y) + isin(y))
Luego, la identidad 1 = e®e~% implica
1 = (cos(y) + isin(y))(cos(y) — isin(y)) = cos®(y) + sin?(y).

Asi, cos?(y) + sin?(y) = 1 para todo y € R.

Ejercicio 1.7.6. — Probar que cos?(z) + sin?(z) = 1 para todo z € C.

Como acabamos de ilustrar en los ejemplos anteriores, las propiedades
de la exponencial compleja permiten probar propiedades de las funciones
trigonométricas reales. En particular, el siguiente resultado nos permite
definir rigurosamente 7 € R.

Teorema 1.7.7. —

(1) La funcion exponencial real induce un isomorfismo de grupos
(R, 4+) = (R”?, %), 2 — €*

(2) La funcion cos : R — R se anula en un real positivo minimal que serd
denotado /2.
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(3) La funcion exponencial compleja es periddica de periodo 2mi e induce
morfismos de grupos sobreyectivos

(R,+) = (S', x), y— ¥
(C,4+) = (C*, x), z+— '

donde e = 1 (resp. € = 1) si y solo siy € 2nZ (resp. 2miZ). Aqui,
St :={z € C tal que |z| = 1} O es el circulo unitario en C.

Demostracion. — Para (1) basta probar que exp es una biyeccién continua y
creciente entre R y R0, Notar que e* = 1+z + Y, o, %7: > 1+ x > 0 para
x > 0, luego limy 4o €* = +00. Por otro lado, e* = 176_”” implica que e* > 0
para x < 0 y que lim,,_~ €* = 0. Finalmente, el hecho que (&%)’ ez >0
implica que e” es estrictamente creciente en R.

Para (2), supongamos por contradiccién que cos no se anula en [0, +o0l.
Como cos(0) £ 1, el Teorema del Valor Intermedio implica que cos(z) > 0
en [0,+oc[. Dado que (sin(z))’ &f cos(z), tendriamos que sin(z) seria
estrictamente creciente y positiva en |0,+oc[. Por otro lado, dado que
(cos(x))’ &ef —sin(x), el Teorema del Valor Medio nos daria que para todo
x > 1, existe ¢ € [1, z] tal que

cos(w) = cos(l) = —sin(c) < —sin(1)
z—1
ie., cos(x) < cos(l) — (x — 1)sin(1) para todo = > 1, y luego cos(x) < 0 si
x> 0, lo que es una contradiccién. Asi, como [0, +oo[Ncos™H({0}) # 0 es
cerrado no-vacio, existe un tinico zo := 5 € R”? minimal tal que cos(r/2) = 0.

Para probar (3), notamos que cos(xz) > 0 para x € [0,7/2[. Ademas, la
relacién cos?(x) + sin?(z) = 1 implica que sin(7/2) = 41. Por otra parte,
dado que cos(z) = (sin(z))’ tenemos que y — sin(y) es una biyeccién creciente
entre el intervalo [0,7/2] y [0,1] (pues sin(0) &f 0), vy luego sin(w/2) = 1.
Entonces, la funcién [0,7/2] 3 y — e parametriza biyectivamente el cuarto
de circunferencia

\/Cosz(y) +sin?(y) = [2| =1, Re(z) >0, Im(z)>0.
La identidad de Euler y la propiedad fundamental de exp implican que

LA LA i
e2' =1, e(+3)i = e, ¥ =1,

de donde concluimos que R — S',y — e es sobreyectiva, y que ¥ = 1 siy
solo si y € 2nZ.
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Finalmente, el iltimo resultado sobre C — C*, z — e* se deduce del hecho
que todo complejo z # 0 admite una forma polar z = pu, donde p = |z| € R>?
y donde u = z/|z| € S O
FEjercicio 1.7.8. — Probar que

(1) Las funciones tangente y secante, definidas respectivamente como

i 1
tan(z) := s1n(z)’ s =
cos(z)
son holomorfas en Q@ = C\ (7/2 4+ 7Z).

(2) Las funciones cotangente y cosecante, definidas respectivamente
como

cot(z) = (s:,?j((g’ cse(z) := !
son holomorfas en Q = C \ 7Z.
(3) La funcién tangente hiperbdlica
sinh(z)
cosh(z)
es holomorfa en Q = C\ (in/2 + inZ).
(4) La funcién cotangente hiperbdlica
cosh(z)
sinh(z)

tanh(z) :=

coth(z) :=

es holomorfa en 2 = C \ inZ.

(5) Probar que las funciones cos(z) y sin(z) no son acotadas en C.

Recuerdo 1.7.9. — Terminemos esta seccién recordando que:
(1) La funcién logaritmo natural (real) es por definicién un isomorfismo

de grupos In : (R>?, x) — (R, +) dado por la inversa de la exponencial.
En particular, para todos z,y € R>? se tiene que
In(zy) = In(x) + In(y).
(2) Si z = pe? € C*, con p = |z| > 0, entonces § = arg(z) € R/277Z. Asf,
para z =z + iy € C la relacién e* = e*(cos(y) + ¢sin(y)) implica que:
eRe(z)

€] = ¢ =

y arg(e®) =y =Im(z) mod 27Z.
El siguiente acotamiento es bastante titil en la préctica.
Ejercicio 1.7.10. — Probar que para todo z € C se tiene que

le*| < €l*l, y ademés |e*| = ™),
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1.8. Logaritmo complejo

Notemos que si w € C* < C \ {0}, la ecuacién e* = w implica

|lw| = exp(Re(z)) vy arg(w)=Im(z) mod 27Z
Asi, dado w € C*, podemos resolver e* = w al considerar:
Re(z) =In|w| e Im(z)=arg(w) mod 27Z,

ie, z=In|w|+iarg(w) mod 2miZ.

Para evitar esta ambigiiedad de elegir un argumento arg(w) procedemos de
la siguiente manera:

Construccion 1.8.1. — Sea 0y € R fijo y consideremos el abierto
Qg, := {z € C" tal que arg(z) # 0y +m mod 27Z},
ie., Qg = C\ (R=%*) dado que ™ = —1.

(Rf“) . i

IMAGEN 14. La regién Qy,.

Para z € Qg, definimos la rama del argumento argy (z) como el tnico
angulo 0 €]6y — 7,0y + 7| tal que arg(z) = 6 mod 27Z.
De manera similar, definimos la rama del logaritmo complejo logy por

logy, (2) := In |z| + i argy, (2), para todo z € (y,.

jAtencion! — Las funciones argy  y logs no se pueden extender de manera
continua a C*. En efecto, en un punto de R>%% los limites de argg, vy logy,
en cada lado de la semi-recta defieren en 27 (respectivamente 27i).
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Definicion 1.8.2. — La rama principal del argumento esta dada por
Arg(z) = argy(z) para todo z € C*\ R<°.
Del mismo modo, la rama principal del logaritmo estd dada por:
Ln(z) := In|z| + iArg(2) para todo z € C*\ R<Y.
Aqui, Arg(z) €] — m, [

C* \ R<0

IMAGEN 15. Los ntimeros complejos sin el semi-eje real negativo.

Ejemplo 1.8.3. — Con la notacién anterior, Arg(i) = § y luego Ln(i) = i7.
Veamos que todas las ramas del logaritmo complejo son holomorfas:
Proposicion 1.8.4. — Para todo 8y € R, la funcion logy, verifica
expology = Id en (g,.

z/Mds ain, para todo z € S, se tiene que
10g90 (‘5) - 10g90 (Z) 1

1 BT _1
( Ogeo) (2) 61_{2 [ >
§€Q,

Demostracion. — La identidad expology, = Id se obtiene por construccién
de la funcién logy,. Para calcular su derivada, definamos w := logy (2) vy
n = logg, (§). Si £ — z, entonces  — w por continuidad de logy,, asi

logg, (§) —logg,(2) aer n—w (€7 —e” 4_} 111

E—z Cel—ev  \ n—w exp/(w) ev 2

de donde obtenemos el resultado. O
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Ejemplo itmportante 1.8.5. —
Sea f(z) := Ln(1 + 2), definida en Q = C\] — oo, —1], entonces

1
f(z) = [ para todo z € (.
En particular
1
f@) =g =tz t =P ()"
en D(0,1). Como Ln(1) &10, tenemos que
L2 .3 LA n
= Ln(1 =, 4 (v
f(z)=Ln(l+4+2)==2 st -7t + (1) —+

en D(0,1). Por otro lado, sabemos que Y 12" converge en D(0,1) \ {1} y
luego f(z) = (32 (—2)") — 1 converge en D(0,1) \ {1}. Por ejemplo,

n

1 1 1 1
Ln2)=n(2)=1— -+ - —=—+... N
n(2) = In(2) sty g T DT
Observacion 1.8.6. — Como consecuencia, el logaritmo complejo nos per-

mite definir la funcién z® para cualquier o« € C, teniendo en cuenta que se
debe elegir una rama:

a

2% 1= exp(alogy (2)) para todo z € €,

En particular, calculamos
d
dz

Es importante destacar que el valor de z% depende de la rama escogida.

1

(2%) o (eXp)/(alogeo(z))% = oz para todo z € Qp,

Ejercicio 1.8.7. — Probar que:
(1) i = e~™/2 si escogemos la rama principal Ln del logaritmo.
(2) i* = e=%7/2 si escogemos la rama log,,..
Lema 1.8.8 (Férmula de Newton). — La rama principal
(14 2)% :=exp(aln(l + z)),
definida en C\| — oo, —1] estd dada por la serie de potencias

(a—1)22+_”+oz(oz—l)'--(oz—n-i—l)

a « n
14+2)*=1+az+ 5 o 2"+

en el disco abierto D(0,1).
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Demostracion. — Sea

f(2) ::1+ocz—|—a(a2_1)z2+'--+a(a_l)"ﬁ'(a_n+l)z”+...

Luego, los coeficientes a,, de la serie de potencias anterior verifican que

anyl  a—m

Qp, Con+1

y luego R = 1. Por otro lado, tenemos que f'(z) = Y, <, na,z" ! con

ala—1)-(a—n+2)
(n—1)!

Es decir, la derivada f’(2) = af(2) — zf'(2) verifica la ecuacién diferencial

(1+2)f(2) = af(2).
)/ (1 + 2)* verifica
(

— —1 cuando n — +o00,

na, = (a—n—}-l)dgaan_l —(n—1)ap—1.

Luego, la funcién g(z) = f(z

/ a—1
Jd(z) = S+ )(1 +'};)2 a(l +7) =0 para todo z € D(0,1).
Asi, conclufmos que g(z) = g(0) £ 1 para todo z € D(0,1), i.e., f(z) = (1+2)°
para todo z € D(0,1). O

Aplicacién. Las series de potencias de (1 + 22)~! y (1 — 22)7'/2 nos dan, al
integrar, las series de potencias:
J - H2n+1

(1) Arctan(z) = z—g—l—g—- (=17

tod D(0, 1)\ {3}
2n—|—1+ para todo z € D(0,1)\{%:}

. B 1-3-5---(2n—1) 22nt! —
(2) Arcsin(z) = Z+Z 2 1.6 2n  ontl para todo z € D(0,1).

Ejercicio 1.8.9. — Probar que para todo z € D(0,1) \ {4}
1 141
Arctan(z) = ?Ln ( * ZZ)
i

1—1z

1.9. Diferenciabilidad y Ecuaciones de Cauchy-Riemann
Sean V' y W espacios vectoriales de dimensién finita sobre kK =R o C.

Definicion 1.9.1. — Sea 2 C V abierto no-vacio y f:  — W una funcién.
Decimos que f es k-diferenciable en = € ) si existe ¢ € Homy(V, W) apli-
cacion k-lineal y existe € : U — W funcién definida en una vecindad U C V
de 0 € V tales que

f(x+h) = f(z)+L(h) + ||h|le(h), paratodo h e U
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con limy,_,oe(h) =0 en W.

En caso de existir, la aplicacién lineal £ es 4inica y es llamada la diferencial
de f en x, denotada por df,, := £. Por convencién, una funcién R-diferenciable
se dird diferenciable simplemente.

Notacion 1.9.2 (Landau). — Sea h — n(h) una funcién arbitraria entre
espacios vectoriales normados, entonces:

(1) n(h) = O(|h|™) <L Bxiste C > 0 tal que |p(h)| < C||h|™.

(2) n(R) = o(||A|™) <= Existe ¢ tal que limy o £(h) = 0 [ln(h)]| < e(h)||A[™
Asi, si f 1 Q — W es k-diferenciable en x € € entonces

f@+h) = f(z)+ dfs(h) + o(||R]]).
Notacion 1.9.3. — Si f : Q@ — W es k-diferenciable para todo x € £,
escribimos
df : Q@ — Homyg(V, W),z — df,

la diferencial de f.
Observacion importante 1.9.4. — SiV =2 k™ y (e1,...,ey) es una base de
V', entonces podemos escribir h = Z?Zl hje; € V y luego ¢ € Homy(V, W)
verifica £ =}, hjvj con vj := £(e;) € W. En particular, se tiene

n a n
dfa(h) =) hjajj(x), Vh=>hje,
=1 i=1

donde of

8—%(:1:) =df(ej) €W
es la derivada parcial de f en la direccién e;.
Ejemplo importante 1.9.5. — Si f : V — W es una aplicacién lineal,
entonces df, = f para todo x € V| i.e., df = f es una funcién constante (!).
En particular, las funciones coordenadas (respecto a la base (eq,...,e,))

n
xj:V =k, g ajej v a;
j=1

verifican dz; = x; y luego dzj(h) = h;.
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Asi, para toda ¢ € Homy(V, W), la identidad é(h) = 2721 h;t(ej) equivale
a la siguiente igualdad entre aplicaciones lineale

K—dej (€5),

donde (dz1,...,dx,) es una base del espacio dual Homy(V, k) = V*. Luego

Veamos el caso de funciones de variable compleja:

Sea Q C C abierto no-vacio y f : @ — C, z — f(z) una funcién. Si
consideramos la identificacién C = R?, z = = + iy — (x,y) y si f es R-

afd + 3—fdy

jAtencion! — En C es mds natural considerar las coordenadas (z = x+iy, z = z—iy),

diferenciable, entonces:

df =

en lugar de las variables coordenadas reales (z,y). En particular,

dz = dx + idy dz = §(dz + dz)
—

dz = dzx —idy dy = —%(dz — dz)
Asi, (dz,dy) y (dz,dz) son dos bases de Homg(C, C) y luego
df = fd + gdy
dy

se reescribe como

_L(of_.of L(of  ,of
df = (89: 8y>dz+2<(9 +1 ay)dz.

Definicion 1.9.6. — Escribamos z =z +iy € Q CCysea f: Q2 — C una
funcién R-diferenciable en 2. Definimos

of _ (af_af> of _ (f+ f>
9z 2\9z ‘oy) Y oz 2\ax oy

llamadas derivadas de Wirtinger. Asi,

df = fdz—i— a—fd*

®)En términos de dlgebra multi-lineal, la igualdad se traduce en un isomorfismo de k-espacios
vectoriales Homy (V, W) 2 V* @ W.



1.9. DIFERENCIABILIDAD Y ECUACIONES DE CAUCHY-RIEMANN 39

Ademads, los operadores diferenciales % y % son C-lineales y son conocidos
como derivada holomorfa y derivada anti-holomorfa, respectivamente.

Ejercicio 1.9.7. — Probar que los operadores % y % son conjugados, es
decir,

ofy_of . (of\_of
0z) 0z 7 \oz) o=
Ahora podemos enunciar el resultado principal de esta seccién.

Teorema 1.9.8. — Sea Q) C C un abierto no-vacio y f : Q@ — C una funcion.
Entonces, son equivalentes:
(1) f es holomorfa en 2 (i.e., f € O(R)).
(2) f es R-diferenciable en Q y df, : C — C es C-lineal para todo z € Q.
(3) f es R-diferenciable en Q y se verifica la ecuacion de Cauchy Rie-

mann o7
— =0 en .
0z
L . y of ,
Mds aun, si cualquiera de estas condiciones se cumple, entonces 5 f.
z
Demostracion. — Primero veamos que (1) implica (2). Si f/(z) existe en todo

z € (), entonces existe una funcién € : U — C definida en una vecindad U de
0 € C tal que

}lli_% e(h)=0 vy UChs hli — /) = f'(2) + &(h) para todo h € U,
es decir, f(z+ h) = f(z) + f'(2)h + he(h), entonces df,(h) = f'(z)h y luego

observamos que df, es C-lineal.

Para ver que (2) implica (3) notamos que

of of

df = Godz+ S-d3
implica que df,(h) = g—’;h + %E, y luego
oy .Of Of -
df.(ih) = Z@zh - z%h.

Asi, df, es C-lineal si y solo si df,(ih) = idf.(h) para todo h, y esto tltimo
equivale a la ecuacién de Cauchy-Riemann:
of

8?0'



40 CAPITULO 1. FUNCIONES HOLOMORFAS E INTEGRACION

Finalmente, para probar que (3) implica (1), notamos que en este caso
df.(h) = %h y luego (por definicién) tenemos que

P4 ) = 1)+ L+ o),
y luego f'(2) = %(z) existe para todo z € . O

Observacion importante 1.9.9. — Sea {2 C C abierto no-vacioy f: 2 — C
funcién R-diferenciable en 2. Si escribimos z = z 4 iy, y escribimos

f(z +iy) = u(z,y) +iv(x,y)

con u,v :  C R?2 — R, entonces
Of qef 1 @4_@@_’_2' %4_2@ _1 %—@—{—i @4_@
0z 2\0x O oy Oy - 2\0x Oy dy Ox

Asi, la ecuacién de Cauchy-Riemann (compleja) % = 0 se traduce en las
ecuaciones de Cauchy-Riemann (reales):

ou v ou ov

or oy © oy  ox
Ejemplo 1.9.10. —

(1) Si f(z) = z entonces % = 0, luego f € O(C) es entera. Alternativa-
mente, si escribimos f(z+1iy) = x+1iy entonces u(x,y) = x, v(z,y) = y.

Asi, verificamos que

u_ v o
or oy oy Oz
(2) Si f(z) = %z, entonces % =17 0 para todo z € C. Alternativamente, si
escribimos f(x + 1y) = & — iy entonces u(x,y) = z, v(x,y) = —y. Asi,
ou ov  Ou ov
oAl —=0=——.
Ox 7 oy’ Oy Oox

(3) Si f(2) = |2|? = 2z, entonces %(2) = z solo se anula en zp = 0. Alter-
nativamente, si escribimos f(z+iy) = 224y entonces u(z, y) = z2+y?,

v(z,y) = 0. Asi,
ou ov ou ov

Ejercicio 1.9.11. — Sea f(x + iy) = ax® + bx’y + cxy? + dy® polinomio
homogéneo de grado 3, donde a, b, ¢,d € C. Determinar cudndo f es holomorfa.



1.10. OPERADOR LAPLACIANO Y FUNCIONES ARMONICAS 41

Indicacion: Es mejor escribir

1.10. Operador Laplaciano y funciones armdénicas

El operador Laplaciano es muy importante en matemdticas y en fisica. En
R"™ estd dado por
0? 0? 0?
ox? O3 ox2

operando sobre funciones de clase €2.

Sea Q C C = R? abierto no-vacio, y sea f : Q@ — C funcién compleja
tal que f(z +iy) = u(x,y) + v(z,y). Si f € O(N) es holomorfa y ademds
u,v € 6> (Q)@, entonces las ecuaciones de Cauchy-Riemann (y el Teorema de
Schwarz sobre la conmutatividad de las derivadas de segundo orden) implican:

0u  0%u 0 [0Jv 0 ov
) ou= G+ G = s () o (w) O

v v 0 ou 0 (Ou
2 A = = _—— _—— —
(2) Av 92 oy> Oz < 8y> * Ay <8x> 0

Definicion 1.10.1. — Sea  C R™ abierto no vacio, y u € €%(Q,R). Deci-
mos que u es armdnica en €2 si Au =0 en .

Observacion 1.10.2. — Una prueba alternativa de (1) y (2) se obtiene al
notar que

o .0 O .0 \des, 0 O o 0
A2 ;2 S S -/
(am Zay) ° <6x +Z8y> 9z 0z "0z ° 0z

Luego, la ecuacién de Cauchy-Riemann %]; = 0 implica
0=Af=Au+1iAv
Asi, Au = Av = 0.

Proposicion 1.10.3. — Sea Q C C abierto no.vacio y f € O(Q) holomorfa
tal que u = Re(f) y v = Im(f) son de clase €? en Q. Entonces, u y v son
armonicas en Q y se relacionan mediante las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

©Veremos mas adelante que esta condicién siempre se cumple.
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Reciprocamente, si u,v : 8 C R? — R son funciones de clase €> en Q0 verifi-
cando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, entonces u y v son armdnicas en §)
y f:=u+iv es holomorfa en Q C C.

En tal caso, decimos que las funciones u y v son armonicas conjugadas.

Veremos pronto que f € €/(2) implica que u,v € €°(Q).
Ejemplo 1.10.4. — Sea Q C C abierto no-vacio.

(1) Si f € 0(), entonces g(z) := f(z) (i.e. g = f) es arménica en €. En
efecto,

of _ _(0F\ _0f a0y
3z_0¢j0_<&>_8z_82

0 (0g
Ag=42 ~0.
g z%(m) 0

(2) Si f,g € O(Q) entonces h := f + g es armoénica en ().

Luego,

Ejercicio 1.10.5. — Sea u : Q C R? — R funcién arménica en §2. Probar
que f(x +iy) := 2%(z,y) es holomorfa en Q.

z

Corolario 1.10.6. — Sea f € 0*(Q) (i.e., f € O(Q) holomorfa y f(z) #0
para todo z € Q). Entonces, la funcion In|f| : Q@ — R, z — In|f(2)| es
armonica en 2.

Demostracion. — Sea zp € 0y sea 6 > 0 tal que f(D(z0,0)) C D(f(20),€)
con 0 < e < |f(20)], i.e., se tiene la situacién de la figura.

' ff?,a)' "

.
-
()

—f(20)

IMAGEN 16. La funcién f toma valores no-nulos.
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Entonces, D(f(z0),¢) es disjunto de la semi-recta pasando por 0 y — f(zp),
y luego podemos definir una rama logy, en D(f(20),¢). Asi,

def .
logg, (2) = In | f(2)] + targy, (f(2))
es holomorfa en D(zg,d). Por la Proposicién anterior, tenemos que la parte
real In|f(z)| = Re(logy, (f(2))) es arménica en D(zo, 6). O

Cultura general 1.10.7. — Histéricamente (entre los siglos XVI y XVII) se
tiene otra caracterizacién de las funciones holomorfas en términos de preservar
angulos, algo importante en cartografia. Si 2, C R? abiertos y f: Q —
es una funcién diferenciable, entonces decimos que f es una transformacion
conforme si conserva dngulos.

Es un hecho clasico que f € €(Q2) si y solo si f es conforme y preserva
la orientacién (i.e., det(df,) > 0 en Q). Esto tltimo es consecuencia de las
ecuaciones de Cauchy-Riemann reales.

1.11. Integracién de 1-formas y Teorema de Green
Recordemos las nociones necesarias para calcular integrales de linea.

Definicion 1.11.1. — Sea 2 C R"™ abierto conexo no-vacio. Una 1-forma
diferencial continua a valores complejos en €2 es una funcién continua

w: Q@ — Homg(R",C)
x +— {w(z) : R" — C lineal}

Si (z1,...,%,) son coordenadas en R", entonces (dzi,...,dx,) es la base
canénica de Hompg(R"™,C) como C-espacio vectorial. Asi, considerando co-
ordenadas respecto a dicha base, toda 1-forma diferencial se escribe como

w(T1,. .., Ty) = ij(xl, ooy Tp)dx;
j=1

donde f; : 2 — C son funciones continuas.

Ejemplo importante 1.11.2. — Sea f : ) C R"™ — C funcién de clase €7,
con p > 1. Entonces, su diferencial

es una 1-forma diferencial en €.
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Definicion 1.11.3. — Sea 2 C R™ abierto conexo no-vacio. Un camino de
clase €P por pedazos en () es una funcién continua

v la, b = Q, t—(t)
tal que existe una sub-divisién finita
a:=Tg< T <TN_1<TN=:b

con V|, r,,,] de clase €7. Decimos que los v(7;) son las puntas de 7.

SR Q

IMAGEN 17. Una curva de clase €7 por pedazos.

Observacion 1.11.4. —

Sea 7 : [a,b] — £ un camino de clase €? por pedazos, p > 1.

(1) El camino con orientacién decreciente, denotado usualmente por —v,
estd definido como (—v)(t) := y(—t) para —b < t < —a. En otras
palabras, se recorre la curva I' := 7([a, b]) en sentido opuesto al original.

(2) Definimos el largo o longitud de v mediante

/ MO / NG E——

donde y(t) = (11(t), ..., () € R™.
(3) Con la notacién anterior, si x; := 7;(t) entonces dx; = ~.(t)dt si v es
diferenciable en t € [a, b].

Definicion 1.11.5. — Sea © C R™ abierto no vacio, 7 : [a, b] — §2 un camino
de clase 6P por pedazos (p > 1) y

W= ij(acl, oy Tp)dx
j=1
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una 1-forma diferencial en €2. Definimos la integral de linea de w a lo largo
de ~v de la manera siguiente:

n b n
[o= [ st mnde; 757 fea@), @)
vy 7 =1 a =1

Definicion 1.11.6. —

(1) Sean 71 : [a1,b1] — Q y 72 : [ag,b2] — Q caminos de clase €? por
pedazos. Decimos que y; y 2 son equivalentes, y escribimos 1 ~ o
si existe ¥ : [a1,b1] = [ag,bs] difeomorfismo (i.e., 1 biyectiva, de
clase P, con derivadas por la izquierda y derecha distintas de cero)
estrictamente creciente tal que y; = y2 0 9.

(2) Una curva orientada de clase P por pedazos es una clase de equiv-
alencia de caminos de clase P por pedazos. En particular, si 3 ~ 7o
entonces se tiene que I' = 71 ([a1, b1]) = 72([ag, b2]).

Observacion 1.11.7. —
(1) Por definicién, [ w=— [ w.
(2) El valor de la integral de linea fv w no depende de la parametrizacién
de 7. Mids generalmente, si ¢ : [a/,b/] — [a,b] es un difeomorfismo
definiendo una nueva parametrizacién (haciendo t = ¢)(s)), tenemos:

a) Si ¢ preserva la orientacién (i.e., ¢ creciente y ¢(a’) = a,
(') = b), entonces

fue= 1
yop v

b) Si ¢ revierte la orientacion (i.e., ¥ decreciente y 9(a’) = b,
(V') = a), entonces

[ o= -
Yoy Y

Luego, si 71 ~ 72 entonces (a) nos da f% w = fw w. Del mismo modo,
la longitud ¢(y) = ¢(—7) solo depende de la curva I' = ~v([a,b]) C Q
definida por 7.

Ejemplo importante 1.11.8. — En  C R? = C, si usamos la base (dz, dz)
de Homg(C,C) (en lugar de (dz,dy)) entonces toda l-forma diferencial se
escribe de la forma

w= f(2,2)dz + g(z,%)dz,



46 CAPITULO 1. FUNCIONES HOLOMORFAS E INTEGRACION

donde f,g : © — C son continuas. Luego, si 7 : [a,b] — € es un camino de
clase €P por pedazos, entonces

b _
/w@/(ﬂ%mwmyw+mwmwmvat

t

Ejemplo 1.11.9. — Sea v : [0,27] — C, t +— re®® circunferencia de radio

r > 0 centrada en el origen y orientada en sentido antihorario.

IMAGEN 18. Circunferencia orientada en sentido antihorario.

Sean € Z y w= z"dz, entonces:

Joo= = [ e
w= [ "= (re™)"—(re')dt
. . 0 dt

27 ) )
= / rem . iretdt
0

2
_ irn-i—l/ ﬂeit(nﬂ)dt
0

0 sin#—1
Q2T dt=2mi sin=—1
Proposicion 1.11.10. — Sea w una 1-forma diferencial continua y a valores

complejos en Q y sea v : [a,b] — Q un camino de clase €' por pedazos.
Entonces:

(1) Si f: QCR™ — C es de clase €' en §, entonces

‘/ﬂ—fww»—ﬂw@>

Y
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En particular, f7 df =0 si~y es una curva cerrada (i.e. y(a) = y(b)).
(2) Siw=>7", fjdx;, entonces

/7 w‘ < 0(7) sup w(v(®)]

t€(a,b]
donde |lwl| == /327 | f;]*.
(3) Se tiene que
N—-1 n
/w_il_{%ZZfz )(Vi(Ti41) — 7il75))
7=0 i=1
donde la subdivision a = 19 < 1 < --- < 75 = b recorre el conjunto de

todas la posibles subdivisiones de [a, b] tales que maxj—q . N—1(Tj+1—7;) < €
y donde los & € [T, Tj+1] son puntos arbitrarios.

Demostracion. — El punto (1) se deduce de la regla de la cadena
/ — of /
(fo)(t) =2 B, (18- (1)) (2)
i=1 "

de la definicién de fv df y del Teorema Fundamental del Calculo.
El punto (2) es consecuencia de la definicién de fvw y la desigualdad de
Cauchy-Schwarz:

D i@y OGO < o) - 1 @)I-
j=1

Finalmente, notemos que

/TJ+1 Zfz % t)dt — Zfz ) (i T]—H) %(Tj))

Tj+1 ,
<ty [ I @)l
T

J

donde
Mj= sup [lwoy(t)—woy (&)l
telm) i+l
Como max;j—o,.. n—1 M; — 0 cuando € — 0 por continuidad uniforme de wo-y
en el compacto [a, b] (Teorema de Heine-Cantor), deducimos (3). O

Para enunciar el Teorema de Green debemos considerar compactos y sus
bordes, y preocuparnos por la orientacién de estos tltimos.
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Definicion 1.11.11. — Sea K C R? un compacto no-vacio y p > 1.
Decimos que K tiene borde de clase %P por pedazos si para todo
290 € OK, existen coordenadas (u,v) centradas en zp y un rectdngulo
R={-e<u<e} x{-0 <wv <} suficientemente pequenio tal que

KNR={(u,v) € R:v>h(u)}
donde h es de clase €P por pedazos en | — €, €[ con h(0) =0 y sup|h| < 4.

IMAGEN 19. Compacto con borde de clase €P por pedazos.

Observaciones. Sea K C R? compacto con borde de clase €” por pedazos.

(1) Si K compacto, entonces 0K es compacto y luego 0K puede ser cubierto
por finitos recténgulos R = R, con 2y € K.

(2) Dado que 0K N R, = Gr(h) déf{(u,v) € R,, : v="h(u)} es el grafo de
h, tenemos que JK se puede parametrizar usando finitos caminos de la
forma v : [—€, €] = 0K, u v (u, h(u)).

Ejercicio 1.11.12. — Un agujero de un compacto KX C R? es una compo-
nente conexa acotada de R?\ K. Probar que si K tiene borde de clase €” por
pedazos entonces K posee a lo mds un nimero finito de agujeros.

Indicacion: Cada agujero estd bordeado por los caminos u +— (u, h(u)).

Definicion 1.11.13. — Sea K C R? un compacto con borde de clase € por
pedazos. Decimos que 0K estd orientada (canénocamente) si cada uno de
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los ejes coordenados (zo; (e1(z0),e2(20))) definiendo las coordenadas (u,v) en
R, estén orientados positivamente respecto a la base canénica € de R?, i.e.,

dete (e1(20), e2(20)) > 0.

Concretamente, orientamos 0K al considerar uno de los caminos u — (u, h(u))
(que describen localmente a K) en la direccién de u creciente, i.e., si nos
imaginamos caminando a lo largo del borde 0K entonces el interior int(K)
debe estar a nuestra izquierda.

Ejemplo 1.11.14. — El borde del siguiente compacto estd orientado
canonicamente:

IMAGEN 20. Un conjunto compacto orientado canénicamente.

El tdltimo ingrediente que necesitamos son las 2-formas diferenciales.

Definicion 1.11.15. — Sea V = R? y sean o, : V — R dos formas lin-
eales, definimos el producto exterior a A 8 como la forma bilineal alternada
V x V — R dada por

(@A B)(E;n) = a(§)B(n) — a(n)B(§), para todos &1 € V.

Luego, tenemos que a A « ial) vy BA« L _an B.
Sea 2 C R™ abierto no-vacio y definamos

p veces

AP(R™) :=={¢ : R" x--- x R"™ — R p-lineal alternada}
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Una p-forma diferencial continua y a valores reales en ) es una funcién
continua w : Q — AP(R"), z — w(x).

Ejemplo importante 1.11.16. — Sean (x,%) coordenadas en R?. Entonces
def

(dz,dy) es la base canénica (dual) de A'(R?)= (R?)*. Luego,
deANder=dyANdy=0 y dxAdy=—dyAdzx
son los unicos productos exteriores relevantes. Explicitamente, si & = (a,b),
n = (c,d) € R? entonces
def

(dz A dy)(€,m) = ad — be = dete (€,7)

Asi, tal como dety permite calcular el drea (con signo) de un paralelogramo
en R?, podemos pensar dx A dy como una expresién de la medida de drea (de
Lebesgue) dxdy en R

La siguiente observacién resume la informacién relevante para nosotros en
el caso de V =R? = C.

Observacion 1.11.17. — Sea Q C R? abierto no-vacio. Entonces, si

§ = (51752)7 n= (771;772) S RQZ

(1) Una 1-forma diferencial en Q estd dada por w = fdx + gdy, y si
z = (x,y) € Q, entonces

(w(2))(&) = f(z,y)€1 + g(z,y)&

(2) Una 2-forma diferencial en Q estd dada por a = hdx A dy, y si
z = (z,y) € Q entonces

((2))(&,n) = h(z,y)(E1m2 — m&2)

Definicion 1.11.18. — Sea ) C R” abierto no-vacio, y sea w = Z;”:l fidx;
una 1-forma diferencial de clase € en Q (a valores reales o complejos). Defin-
imos su diferencial exterior mediante

dw:=>"dfj Ndz;, dondedfj = gf da;
j=1 """

j=1
En particular, si n = 2 y w = u(x, y)dx + v(z, y)dy entonces
ov Ou

dw=duNdx+dvNdy= (88) dx N dy.
Oy
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Con todo lo anterior en mente, podemos enunciar el Teorema de Green.
Este resultado fue enunciado por Green en 1828, aunque ya era conocido por
Euler en el siglo XVIII, y fue probado por Riemann en su tesis doctoral en
1851. Se trata de un caso particular del Teorema de Stokes sobre integraciéon
en variedades compactas orientables (con borde).

Teorema 1.11.19 (Teorema de Green). — Sea K C R? un compacto
no-vacio, con borde OK de clase €' por pedazos y orientado candnicamente.
Entonces, para toda 1-forma diferencial w = P(x,y)dx + Q(x,y)dy de clase
€ en una vecindad de K se tiene que

/ w:/dw,
oK K

/BK P(z,y)dz + Q(z,y)dy = g <8x - 3y> dzdy.

i.€.,

1.12. Teoremas de Cauchy y Goursat

El Teorema de Cauchy es un resultado central en Anélisis Complejo, y fue
enunciado por Cauchy en 1825 y probado por Riemann en 1851 para funciones
holomorfas de clase €!. Finalmente, Goursat prueba en 1884 la versién general,
donde no asume la condicién de ser de clase €.

Teorema 1.12.1. — (Teorema de Cauchy) Sea Q@ C C un abierto y
K C C un compacto no vacio con borde de clase €' por pedazos y ori-

entado candnicamente tal que K C ). Entonces, para toda funcién holomorfa
f € 0(Q) tal que f es de clase €' en Q se tiene que

f(z)dz=0
0K

Demostracion. — (Riemann) Consideremos la 1-forma diferencial w = f(z)dz
de clase €. Luego,

dw = df A dz = 9 .+ 9 42\ —
0z 0z

pues dzAdz =0y % = 0 (Cauchy-Riemann). Asi, el Teorema de Greem

/ w—/dw—O
oK K

implica que
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Para eliminar la hipétesis f € 41(£2) comenzamos por analizar el caso en
que K es un tridngulo, y por ende un compacto de clase ¥°° por pedazos.

Lema 1.12.2. — Sea Q) C C un abierto y T C Q un tridngulo. Entonces,
/ f(z)dz=0 Ve o)
oT

Demostracion. — Sea I := [, f(z)dz € C. Dividamos T en 4 triangulos
T1,...,T4 con vértices en los puntos medios de los lados de T'.

IMAGEN 21. Sub-divisién en tridngulos.

Entonces [ = Zi:l faTk f(2)dz y luego existe k € {1,...,4} tal que

I
f(z)dz| > u
oT}, 4
Inductivamente, construimos tridngulos Tyy 2 77 D Ty O --- con T) = T,
T| = Tk, etc., con
di T I
diam(7T}) = diam(T) y / f(z)dz| > ]
on ot 4

Luego, por la proposicién 1.3.7 (c.f. §1.3) existe un tnico zy € C tal que
zo € Ty, para todo n € N, i.e. U,>q7}, = {20}. Dado que f es holomorfa en
20, tenemos que

f(z) = f(20) + (2 = 20)f"(20) + (2 — 20)e(2)

y lim,_,,, €(z) = 0. Por otro lado, si

9(2) 1= flz0)2 + 5 (2 = 20" (20)
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entonces ¢ es holomorfa y dg & (f(20) + (2 = 20) f'(20))dz y luego [57, dg = 0.
Asi, !

f(Z)dZ = / (Z — 20)6(Z)d2 < E(BTT/J sup ’Z — Zo| . ‘6(2)|
oty oT, oty
< 3(diam(T}))? sup |e(:)|
aT,
Por tanto
|[I| <4 (z)dz| < 3(diam(T))2 sup |e(2)| Cmaraly!

aTY!, ory,

O

Teorema 1.12.3. — (Teorema de Goursat). Sea Q@ C C un abierto y
K C C un compacto no vacio con borde de clase €' por pedazos y orien-
tado canonicamente tal que K C Q. FEntonces para toda funcion holomorfa

f e o) se tiene que
/ f(z)dz=0
oK

Demostracion. — Sea ¢ = dist(K,C\Q) > 0. Parametrizamos 0K usando
finitos caminos de clase €' por pedazos y por cada uno de dichos caminos
v : [a,b] — Q consideramos subdivision a = 79 < 71 < -+ < 75y = b tal
que |y(7j4+1) —(75)| < € < 6/2. Entones, cada segmento [y(7;),7(7j+1)] esta
contenido en €). Para 0 < ¢ < 1, la unién de dichos segmentos forman el borde
de un compacto K, con borde poligonal.

IMAGEN 22. Triangulacién de un compacto.
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Dicho compacto es triangulable, i.e., K. = J; T;, y luego por el lema de
Goursat

dz = dz =0
BKef(Z) z ZZ: 8Tif(2) z

Finalmente, por la proposicién 1.11.10 (c.f. §1.11)

0 = lim (z)dz = f(2)dz,
0 Jok, oK
de donde se obtiene el resultado. O

1.13. Férmula de Cauchy y Féormula de Pompeiu
Durante esta seccién, 2 C C serd un conjunto abierto no vacio.

Teorema 1.13.1. — (Formula de Cauchy). Sea f € O(Q) y sea K C Q un
compacto no vacio de borde de clase €' por pedazos y orientado canénicamente.
Entonces, para todo punto z € int(K) se tiene

fo)=5 [ T

= - dw
21 Jog w — 2

En particular, f estd determinada por sus valores en OK.

Demostracion. — Sea p > 0 tal que D(z, p) C int(K), y sea K, := K\D(z, p).

IMAGEN 23. El nuevo compacto K,

Luego, 0K, = 0K UT'"(z,p). Sea g(w) = f(w)/(w — z) funcién holomorfa
en Q\{z}. Como K, C Q\{z}, el Teorema de Cauchy nos da

_ S [ ),
0—/8Kpg(w)dw— d /F(z,p) d

oK W—Z w—z
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Para calcular la ultima integral de linea, parametrizamos I'(z,p) usando
y(t) = z + pe't, con t € [0, 27], luego

27 it ) 2 )
/ de def f(Lfe)ipe”dt =1 f(z+petydt =: I,
T'(z,p) w—==z 0 pe’ 0
Finalmente, por la continuidad de f
2w 2m 2m
i f(z+ pe)dt — 2mif(2) ’ f(z + pe)dt — f(z )dt‘
0 0

<[ 1+ ety — F()\dt

—0
50

de donde lim, o I, = 2mif(z). O

Cultura general 1.13.2. — La férmula de Pompeiu (1905) es una general-
izacién de la férmula de Cauchy para funciones no necesariamente holomorfas:
Sea K C C compacto con borde orientado de clase €' por pedazos, y denota-
mos por d\(z) := dzdy la medida de Lebesgue en C = R?, entonces

(1) Para toda funcién f : K — C de clase € se tiene

- f(z)dz = 21’/ =

(2) Si z € int(K), entonces

f(z):%m' de—z fj —28w (w)

La prueba usa el Teorema de Green y el Teorema de Convergencia Dominada.

Ejemplo 1.13.3. —

(1) Sea K = D(0,2) y I' = 9K circulo de radio 2 centrado en el origen, y
sea f(z) = z/(9 — 2?) funcién holomorfa en una vecindad abierta de K.
Luego, la férmula de Cauchy aplicada a zp = —i € int(K) nos da:

J 2 = g =i () = §

(2) (c.f. distribucién de Cauchy). Sea a € R>Y y consideremos la integral
+o00 ar +o0
oy = [ g [ emlen),
oo T4 +1 oo TEH1

por paridad. Sea f(z) = €% /(22+1) funcién holomorfa en Q = C\{=i},
y sea I' = 0K donde K es el semicirculo:
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IMAGEN 24. El disco cerrado de radio 2 centrado en zg = 0.

IMAGEN 25. Semi-circulo de radio R > 1.

Notemos que f no es holomorfa en K, sin embargo podemos escribir
f(z) = g(2)/(z —1i) con g(z) = €% /(2 +1) holomorfa en K. La férmula
de Cauchy aplicada a zp =i € int(K) nos da:

—a

- f(z)dz = /8K j(j)l dz = 2mig(i) = 27rie2i =me ¢

Por otro lado,
(2)dz = / F(2)dz + / F(2)dz = I + I
0K " V2
a) Para I, y(t) =t con t € [-R, R] y luego

R iat
L / C—dt "5 I(a)
R+

b) Para Iy, y2(t) = Re® con t € [0, 7], y luego:

gt [T 6iaRe” " T
L= ———— - iRe"dt = h(t)dt
2 /0 R 1 /0 ®)
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con
R ; it R . R
ht)] = ——— - e < —alsin(t) -
IO = Tgzgmr 17 1€ | = e =R -1
Luego
TR R—+00
Ll S o= — 0
Asi. ‘
+o00 etax
I(a) = / ———dr =me “
oo X241

Por paridad, obtenemos

/+OO Cos(ax) dr = Ee_“ Va € R
0 X +1 2

1.14. Diferenciabilidad de funciones holomorfas y Teorema de Mor-
era

Una de las aplicaciones méds notables y espectaculares de la férmula de
Cauchy es el siguiente resultado:

Teorema 1.14.1. — Sea Q2 C C abierto y K C Q compacto no vacio con borde
0K de clase €' por pedazos. Entonces, toda funcion holomorfa f € €(Q) es
de clase € en Q. Mds ain, para todo punto interior zy € int(K)

(1) Para todon € N
of (n) n! / f(2)
ZJ — f(n - R oV
oz" (20) = f(20) 2 Jor (2 — z0)"H! :
(2) Para todo n € N y todo m € N=1
an+mf an—i—mf
Dz ) = Ggmpn (0) =0
En particular, una funcion holomorfa f € O() posee derivadas com-
plejas £ de orden arbitrario y ademds f(™ € 0(Q) para todo n > 1.

Demostracion. — Dividiendo el borde K en N caminos v; de clase ¢, ten-
emos que:

- 2mi oK W — aj; r)/j(t)_z 7

N bj )
f(Z) _ 1 (wldw dZEfZ % f(/)/](t)) ’)//(t)dt
j=1
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Como f € 0(Q), f es continua en Q y la dltima integral puede considerarse
una funcién en la variable z. Dado que la funcién w — = es de clase € e
O\{z}, el resultado se obtiene por induccién usando las formulas

om 1 (z0) = n! gntm 1 COsim>0
9zm \w—2) 0 — (w — zg)mH! Y'oamerr \w—z) ™

O]

Ejemplo 1.14.2. —
(1) La integral

Sln
/ dz
9D(0,4) (z—m)4

Se calcula considerando f(z) = sin(z) y luego f®)(z) = — cos(z) y luego
27 27 s
— G (r) = 222 = —
I= i (m) = 5 cos(m) =

(2) Consideremos

1 f(2)
I:/ ——dz :/ ———dz
oDG,2) (22 +4)? oD(i,2) (2 — 20)?
con f(z) = 1/(z + 2i)? holomorfa en D(i,2). Entonces

oy 2 2mi (=2 o«
f(Z)__m: f( i) = 2mi -

43 .43 16

IMAGEN 26. Circulo de radio 2 centrado en zy = i.

Ejercicio 1.14.3. — Sea a € R™?, calcular

“+o0o
/ cos(ax) s

o (22 + 1)
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El siguiente resultado es el reciproco del lema de Goursat, y serd relevante
mas adelante para probar holomorfia en ciertos contextos.

Teorema 1.14.4. — (Teorema de Morera) Sea Q2 C C abierto no vacio, y sea
f:9Q — C funcion continua. Si suponemos que

f(2)dz=0  para todo tridngulo T C
orT
entonces f es holomorfa en €.

Demostracion. — Sea zp € Q y r > 0 tal que D(zg,r) C Q. Para z € D(zp,7)
definimos
F(z):= flw)dw
[Z07Z]
donde [zp, 2] es el segmento que une zy a z.

IMAGEN 27. Tlustracién del Teorema de Morera.
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Luego, para z € D(zg,7) y h # 0 tal que z+ h € D(zp,r) tenemos que
F h)—F of 1
CEM= P e ([ fwde— [ s
[z0,2+h] [20,7]

h h

( [ (- /{Wl f(w)dw)
( /[ " f(w)dw>
N (/01 flz +th)hdt>

La continuidad de f en 2y implica entonces que

. F(z+h)—-F(z)
) h = /)

y luego F' € 0(Q). En particular, F'(z) = f(z) es holomorfa en Q también. [J

S| =

def

= =

1.15. Desigualdad de Cauchy y Teorema de Liouville

La férmula de Cauchy para las derivadas de funciones holomorfas permite
obtener las siguientes estimaciones a priori, probadas por Cauchy en 1884.

Teorema 1.15.1. — (Desigualdad de Cauchy) Sea 2 C C abierto no vacio,
z€Q, yr >0 tal que D(z,7) C Q. Entonces, para toda f € O(Q) yn >0 se
tiene que
n!
FM ) < — sup |f]
o
0D(z,r)

IMAGEN 28. La desigualdad de Cauchy permite estimar derivadas.
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Demostracion. — La férmula de Cauchy sobre el compacto D(z,7) y utilizando
la parametrizacion y(t) = z + re', ¢ € [0, 27, tenemos
|
PR ST
2mi dD(z,r) (w - Z)
def 1! 2m " efi(nJrl)t o
=5 i f(z+re' )W'rzeZ dt
n! 2 - n!
— @ < o [ G < 57 sup
2mr™ Jo 27r 9D(z.r)

O]

Corolario 1.15.2. — Sea f una funcion entera (i.e., f € O(Q)) tal que existe
A, B € R20 tal que para todo z € C se tiene

[f(2)] < AQ+ =)
i.e. f crece de manera polinomial cuando |z| — +oo. Entonces, f es un

polinomio de grado menor o igual a B.

Demostracion. — Sea | B| € N la parte entera de B y sean := |B| + 1 > B.
Luego, para todo z € C y todo r > 0 se tiene

sup |f|= sup |f(z+ re“)| <A1+ |z + Te“\)B <A1+ 2|+ T)B
oD(z,r) t€(0,2n]

y por la desigualdad de Cauchy
|
@< A2+ 1) T 0
r

Luego, | f(™(z)| = 0 para todo z € C y luego f es un polinomio de grado menor
oigualan—1=|B].
]

El caso B = 0 del corolario anterior fue enunciado por Cauchy en 1844 y
probado en 1847 por Liouville.

Teorema 1.15.3. — (Teorema de Liouville) Sea f € O(Q) funcion entera y
acotada (i.e., existe A € R=Y tal que |f(2)| < A para todo z € C). Entonces f
es constante.

Una consecuencia importante es el famoso

Teorema 1.15.4. — (Teorema Fundamental del Algebra) C es algebraica-
mente cerrado, i.e., todo polinomio P € C[z]| de grado d > 1 posee una raiz en

C.
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Demostracion. — Supongamos por contradiccién que existe
P(2) = agz® + -+ a1z + ag
tal que P(w) # 0 para todo w € C. Entonces f(z) := 1/P(z) es entera y

) —

|aal - [2]*
tiende a cero cuando |z| — +oo. En particular, f es acotada y luego constante
gracias al Teorema de Liouville. De esta forma, P = 1/f es constante, lo que
es una contradiccion.

O

Ejercicio 1.15.5. — Sea f € ¢(C) funcién entera y sea u : C = R? — R
la funcién arménica u := Re(f). Probar que si u estd acotada superiormente
(i.e., existe M € R tal que u(x,y) < M para todo (x,y) € R?) entonces u es
una funcién constante.

Indicacion: Considerar g(z) := exp(f(2)).

1.16. Funciones analiticas

Una funcién real f : R — R es analitica si converge a su serie de Tylor. Esto
implica en particular que es de clase ¥°°. Sin embargo,

e Ve six>0

0 siz <0

fz) =

es de clase € y no es analitica (pues f"(0) = 0 para todo n > 0). En el
caso de C = R hay dos nociones naturales de analiticidad.

Definicion 1.16.1. — Sea 2 C C abierto no vacio y f : Q@ — C funcién.
Decimos que:

(1) f es R-analitica si para todo zyp = (zo,40) € Q C R? existe una
vecindad abierta V' de zg tal que
flay) = > aapl—120)*y— )
(a,B)eN?
para todo z = (z,y) € V, con convergencia normal en V.
(2) f es C-analitica si para todo zgp € Q C C, existe una vecindad abierta
V de zp tal que

F(2) =) an(z—20)"

neN
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para todo z € V, con convergencia normal en V.

Observacion 1.16.2. — (c.f. Tanto en el caso R-analitico como en el
C-analitico tenemos que las series anteriores son derivables término a término.
En particular, sus coeficientes estdn tinicamente determinados por las férmulas
1 9vthf 1d"f
Go,p = alB! §z2dyB H@('ZO)
Ejercicio 1.16.3. —
(1) Probar que si f : Q@ C C = R?2 — C es C-analitica, entonces es R-
analitica.
Indicacion: (z — z9)" = ((x — zo) +i(y — yo))" y usar Newton.
(2) Probar que la funcién f(z) = Z es R-analitica pero no es C analitica.

(xo,90) ¥y an=

El resultado principal de esta seccién relaciona las nociones de holomorfia y
analiticidad.

Teorema 1.16.4. — Sea Q0 C C abierto no vacio y f : Q@ — C funcion.
Entonces, las condiciones siguientes son equivalentes:

(1) f es holomorfa en .
(2) f es C-analitica en Q.

Demostracion. — (2) implica (1) ya fue probado en §1.6 Para ver que (1)
implica (2), sea f € 0(Q) y sean 2z € 2, r > 0 tal que D(zq,7) C .

D(zg,7)

IMAGEN 29. Disco cerrado al interior de €.

Para z € int(D(zo,7)) £ D(z0,7), la férmula de Cauchy implica que

=g [ I

271 5(3077") w—z
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Escribamos
11 1
w—2z w—2 \1—(2—2))/(w— 2)
1 X/ 20
“ora (o)
_ Jio (z — 20)"
- _ n+1
= (w—z)
Entonces
f(z) = 1 F(w) f de
211 9D (z0,7) o (w — Zo)n-‘rl

Luego, si w = zg + re’ entonces

oz | (lemalt) 2 Al
(w — z0)"*1 r r T
Asi, la serie converge normalmente para todo ¢ € [0, 7] y luego
400
flz) = an(z — z0)" con a:/ — = )y,

y luego f es C-analitica en D(zo, ).
O

La demostracién anterior nos muestra que f € €() es analitica en todo
disco cerrado contenido en €2, en particular:

Corolario 1.16.5. — Sea Q C C abierto no vacio y f € O(2). Entonces,
para todo zg € Q) tenemos que

0 £(n) (.,
fo =3 Ty
n=0

donde el radio de convergencia R de esta serie verifica que

R > dist(zp, Q°)

1.17. Ceros de funciones holomorfas

Una consecuencia importante de que toda funcién holomorfa es analitica, es
el siguiente resultado sobre los ceros de dichas funciones.
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Teorema 1.17.1. — Sea Q C C un abierto conexo no vacio y f € O(2) una
funcion holomorfa no identicamente nula (i.e., existe zo € Q tal que f(z0) # 0).
Entonces, el conjunto de ceros

V(f) = f10) d:ef{z € QO tal que f(z) =0} CQ

consiste en puntos aislados (i.e., para todo z € V(f) existe una vecindad

abierta U, C Q tal que V(f)NU, ={z} ).

Antes de probar el resultado anterior, recordemos la siguiente caracterizacion
de conjuntos aislados.

Lema 1.17.2. — Sea Q@ C R™ un abierto no vacio, y sea A C Q un subcon-
junto. Las siguientes propiedades son equivalentes:

(1) ACQ es un cerrado formado por puntos aislados.

(2) A es localmente finito en (), i.e., todo punto x € § posee una vecindad
abierta U, tal que ANU, es un conjunto finito.

(3) Para todo compacto K C Q, la interseccion ANK es un conjunto finito.

(4) El conjunto A es finito o numerable, y si A = {an}nen €s infinito,

entonces
n—-+oo

lan|| + 400

1
dist(an, 0N2)

i.e., los puntos a, se alejan al infinito o bien tienden al borde de 2.

Demostracion. — Para ver que (1) implica (2), notemos que AN U, es vacio o
{z} si U, es suficientemente pequeno. Por otra parte, (2) implica (3) gracias
a la caracterizacion de compacidad mediante subcubrimientos finitos.

Para ver que (3) implica (4), Consideremos para todo m > 0

K, = {x € Q tal que ||z|]| < m y dist(z,00Q) > 1/m}.
0 | 0

Km+1

2/
>/

IMAGEN 30. La familia de compactos K,,.
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Entonces, K, son compactos en € tal que Q = (J,,,~q Km ¥ Kp Cint(Ky,).
Entonces, A N K,, es finito por hipétesis, con A N K, =C {ag,ai,...,an,,}

Luego, AN (Kp\Km-1) = {an,, ,+1,---,0n,, } ¥y por ende si n > n,, entonces
an ¢ K, lo que implica por definicién de K,
1
_ >
lan ]l + dist(ay, 0Q) — "
El hecho de que (4) implica (1) queda como Ejercicio. O
Observacion importante 1.17.3. — Sea Q C R" abierto no vacio. En-

tonces, si €2 es conexo (i.e., no existen 1, )y abiertos no vacios tales que
QCOUNw=0yQ2=0UQ)y X CQ es abierto y cerrado, entonces
X =0 obien X = Q.

Demostracion. — Sea
X := {2 € Q tal que para todo n € N, f(" () = 0} = ﬂ V(™)
n>0

Dado que cada V/( f(”)) es cerrado en (), tenemos que X también lo es.
Ademas, X # Q pues f no es identicamente nula.

Por otro lado, X es abierto en €2 : si zg € (2, entonces la expresion
1
OEDDETARIENICEED
n>0
es vélida en D(zp,7), con r = dist(20, C\Q2) > 0 y luego f|p(.,,) = 0. Como
Q C R™ es conexo y X # ) es abierto y cerrado, concluimos que X = (). Para

concluir, sea zg € V(f) C Q, i.e., f(z0) = 0. Como X = (), existe m > 1 tal
que f (m)(zo) # 0, que podemos asumir minimal. Entonces

f(2) =) an(z = 20)" := (= — 20)"g(2)

n>m

en D(zp,r). Por construccién
f(z)

(z = 20)™
en Q\{zp}, entonces g € 0(Q2). Finalmente, como g(z9) = am &£ (20) /ml #£ 0,
la continuidad de g implica que g no se anula en una vecindad abierta V' C )
de zp. Entonces, f~1(0) NV = {2z}, i.e., 20 € V(f) es un punto aislado.

9(z) =

O]

La demostracion del resultado anterior nos da informacion més precisa:
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Proposicion 1.17.4. — Sea Q C C un abierto conexo no vacio y f € ()
una funcion holomorfa no identicamente nula. Entonces, para todo zg € §2 tal

que (z0) = 0:
(1) Eziste un unico entero m > 1 minimal tal que f™ () # 0, i.e.,

F(z0) = f(z0) =+ = f"V(z) =0
y f0M #0.

(2) f se factoriza como
f(2) = (2 = 20)"g(2)

con g € O(Q) que no se anula en una vecindad abierta de z.
Decimos que f posee un cero de orden m en z.

Ejercicio 1.17.5. — Determinar el orden de todos los ceros de las funciones

(1) sin(z) y cos(z).
(2) Ln(z).

1.18. Extensién analitica
En esta seccién analizaremos la extension de funciones holomorfas.

Teorema 1.18.1. — (Principio de extension analitica). Sea Q C C un abierto
no vacio, y sean f,g € O(). Sea A C Q un subconjunto tal que existe zy € A
punto de acumulacion de A. Entonces, si f = g en A, se tiene que f = g en

la componente conexa que contiene a zg.

.... 20

IMAGEN 31. Principio de extensién analitica.

Demostracion. — Sea €y la componente conexa de ) conteniendo a zy. Si

consideramos h := f — g, entonces h € 0(§) y 2o es un cero no aislado de h,
O

entonces h = 0 en .
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Una forma 1til de reformular lo anterior es la siguiente.

Proposicion 1.18.2. — Sea @ C C es un abierto conexo mo wvacio y

f,9€ O(Q). Si existe {zp}n>0 C Q sucesion de elementos diferentes tales que
n——+00

zn — w € Q ytal que f(z,) = g(zn) para todo n € N, entonces f = g.

En particular, si f = g en R, entonces f = g en C.

Ejemplo 1.18.3. — Las identidades trigonométricas que se verifican en todo
R se extienden analiticamente a todo C. Por ejemplo,
1 2
cos’(z) +sin®(z) =1 vy  cos’(z) = +C;S(Z) VzeC

jAtencion! — No es cierto que | cos(z)|? + |sin(z)|? = 1 para todo z € C (a
pesar de ser cierto en R) pues f(z) = | cos(2)|> + |sin(2)|? no es holomorfal

Corolario 1.18.4. — (Unicidad de la extension analitica). Sea @ C C un
abierto no vacio, y sea f € O(2) holomorfa. Supongamos que f admite una
extension F € ﬁ(ﬁ) a un abierto conexo Q tal que Q C Q. Entonces, F es
unica.

Demostracion. — Sean Fy y Fy dos extensiones analiticas de f a Q. Entonces,
Fy — F5 se anula en €, que no es un subconjunto localmente finito de Q. Luego,

Fi; — F5 =0 en el abierto conexo (2.
O

Ejercicio 1.18.5. — Sea Q C C abierto conexo no vacio, y sean f,g € ().
Supongamos que existen sucesiones {2y }n>0, {Wn }n>0 C 2 de elementos difer-
entes y convergentes en {2 tales que (f —g)(zn) =0y (f+2g)(w,) = 0. Probar
que f =g=0en Q.

1.19. Teorema de la aplicacién abierta

El objetivo de esta seccién es estudiar el comportamiento local de las fun-
ciones holomorfas (tanto en puntos “regulares” como en puntos “criticos”) y
deducir el Teorema de la aplicacién abierta y el Teorema de Inversién global.

Definicion 1.19.1. — Sean 21, 3 C C dos abiertos no vacios, y sea
f Q1 — Q. Decimos que f es un biholomorfismo si f € 0(Q;), f es
biyectiva, y f~! € €(Q2) (i.e., f es una funcién biyectiva, holomorfa y con
inversa holomorfa).
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Teorema 1.19.2. — Sea 2 C C abierto no vacio y f € O(2). Sea zy € Q
tal que f'(z0) # 0. Entonces existe una vecindad abierta V de zy tal que
W = f(V) es un abierto de C y tal que f : V — W es un biholomorfismo.

Demostracion. — Dado que f'(zg) # 0, la R-diferenciabilidad de f en 2z y la
férmula df,,(h) = f'(z0)h implican que df,, es un R-isomorfismo. Luego, el
Teorema de la funcién inversa (en R) implica que existe una vecindad V' de
zo tal que W := f(V') es una vecindad abierta de f(z9) y f:V — W es un
difeomorfismo de clase >, Més atin, para todo z € V, d(f 1)) = (dfz) .

Finalmente, dado que f es holomorfa tenemos que df, es C-lineal, luego
d(f_l)f(z) es C-lineal y por tanto f~! es holomorfa.

O
Observacion importante 1.19.3. — La demostracién anterior prueba més
aun que:
FYFE) = e V2eV ie, (V@)= VweWw
f'(2) ’ S Hw))
Cultura general 1.19.4. — Existen versiones méds precisas del resultado an-
terior:

Teorema 1.19.5. — (Teorema de Bloch-Landau) Sea f holomorfa en D(zg, 1)
con f'(20) # 0. Entonces existe U C D(zp,r) abierto tal que f(U) = D(wq, R)
con R> (1/12)r|f'(20)| y con flu : U = D(z0,7) biholomorfismo.

Este resultado fue enunciado por André Bloch en 1924 (desde un hospital
psiquidtrico al sur de Parfs, donde estaba internado luego de haber matado a
su hermano y sus tios en una comida familiar en 1917...) y probado en 1929
por Edmund Landau.

Definicion 1.19.6. — Sea 2 C C abierto no vacioy f € (). Decimos que
zp € © es un punto critico (respectivamente punto regular) si f'(zp) = 0
(respectivamente f'(zg) # 0).

Ejercicio 1.19.7. — Sea f € €(f) funcién no constante. Probar que el
conjunto de puntos criticos de f (respectivamente regulares) es un conjunto
cerrado formado por puntos aislados en ) (respectivamente es un abierto denso

de Q).

El Teorema de Inversién local nos permitié entender el comportamiento de
f en una vecindad de un punto regular. Para puntos criticos tenemos:
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Teorema 1.19.8. — Sea Q C C abierto no vacio, zo € Q y f € O(2) no con-

stante en una vecindad de zy. Entonces existe m := min{n € NZ1 tal que ) (zq) # 0}
y un biholomorfismo ¢ : V. — W de una vecindad abierta zo € V a una vecin-

dad abierta 0 € W tal que ¢(z0) =0 y tal que

f(2) = f(z0) = (x)™ VYzeV

Demostracion. — Dado que f no es constante en una vecindad de zg, el
conjunto {n € N=! tal que f(™(zy) # 0} es no vacio y luego posee un minimo
m € N=L,

El caso m = 1 se obtiene del Teorema de Inversién local, definiendo en tal

caso (2) = f(2) — f(z0).

Supongamos que m > 2. En este caso, podemos escribir
f(z) = f(20) = (2 = 20)"9(2) <= [f(2) = f(20) + (2 — 20)"g(2)
con g € 0(R)y g(z0) # 0. Como g(z9) # 0, podemos escoger una rama de
logy para definir z — %/z en una vecindad de g(z), y obtener asi h € &(W))
para una vecindad abierta zp € Wy y tal que ¢ = h™ en W. Definamos
©(z) :== (2 — 20)"™h(2), que verifica ¢(zp) Loy

m m m def m def
P(2)™ = (2 — 20)"h(2)" = (2 — 20)"g(2) = f(2) — f(20)
el Teorema de Inversién local implica que ¢ es un biholomorfismo de una
vecindad abierta V' C Wy de 2y en una vecindad abierta de ¢(z9) =0 € W.
O

Ejercicio 1.19.9. — Analizar f(z) = sin®(22) en 29 = 0.

Observacion 1.19.10. — En el Teorema anterior, siempre podemos suponer
que W es un disco: en caso contrario, elegimos un disco D(0,79) C Wy y
reemplazamos W por W, := D(0,7) con r €]0,7¢[, y V por V; := o~ 1(D(0,7)).

Corolario 1.19.11. — Sea Q C C abierto no vacio, zo € Q y f € O() no
constante en una vecindad de zy. Sim := min{n € N tal que f™(z) # 0},
entonces

(1) Para todo w € D(f(z0),7™)\{f(20)} con r €]0,ro[, la ecuacion
f(2) = w posee m soluciones diferentes en V.

(2) Siw = f(z20), la ecuacion f(z) =w admite z = zy como unica solucion
(de multiplicidad m ).
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Demostracion. — Para w € D(f(z0),7™), la ecuacién f(z) = w equivale a
w(z)™ =w — f(z0) en D(0,7™), y luego posee m soluciones:

2 = @ (2R M (w — f(20))Y™) €V, con k € {0,1,...,m—1}

donde (w — f(z))Y™ € D(0,r) es cualquiera de las raices m-ésimas de
w — f(20). En el caso:
(1) Todas las soluciones zy, ..., zm—1 son distintas pues w # f(zg).
(2) Todas las soluciones son iguales a ¢ ~1(0) = 29 pues w # f(20) y ¥ es
un biholomorfismo.

O

Una consecuencia importante del andlisis local de funciones holomorfas y de
la observacién anterior es:

Teorema 1.19.12. — (Teorema de la aplicacion abierta) Sea Q@ C C un
abierto conexo no vacio y f € O(Q) funcion holomorfa no constante. En-
tonces, f es una funcion abierta, i.e., para todo abierto U C €, la imagen
f(U) es un abierto de C.

Demostracion. — Todo punto zy € U (regular o critico) posee una vecindad
abierta V,, C U tal que f(V,,) = D(f(20),7(20)) es un disco abierto de centro
f(20) y radio rg = r(2p) > 0. Entonces
FW0) = | D(f(20),7(20))
zo€U

es un abierto.

O]

Observacion 1.19.13. — Lo anterior es falso para funciones reales (e.g. con-
siderar sin(x)).

La principal aplicacién del Teorema de la aplicaciéon abierta es:

Teorema 1.19.14. — (Teorema de Inversion Global) Sea @ C C un abierto
conexo no vacio y f € O() una funcion holomorfa inyectiva. Entonces:

(1) f(2) es un abierto de C.
(2) f'(2) # 0 para todo z € Q.
(3) f:925 £(Q) es un biholomorfismo.



72 CAPITULO 1. FUNCIONES HOLOMORFAS E INTEGRACION

Demostracion. — Como f es una funcién abierta, f(€2) € C es un disco
abierto. Asi, f: Q — f(£2) es una biyeccién continua abierta (i.e. un homeo-
morfismo). Si se tuviera que f/(zg) = 0 para cierto zy € €0, entonces

m = min{n € NZ! tal que (™ (z) # 0} > 2

y luego f no seria localmente inyectiva en una vecindad de zy. Por tanto,
f'(z0) # 0 para todo zyp € Q y luego el Teorema de inversion local implica que
f~1 es holomorfa.

O

Ejercicio 1.19.15. — Dar un contraejemplo de lo anterior en el caso de
funciones reales.

1.20. Principio del maximo y Lema de Schwarz

El principio del mdximo es otra manifestaciéon espectacular de la “rigidez”
de las funciones holomorfas.

Teorema 1.20.1. — (Principio del mdzimo) Sea @ C C un abierto no vacio
y f € 0(Q). Entonces
(1) Si existe zg € Q2 tal que |f(z0)| = supq |f|, entonces f es constante en
la componente conexa de Q que contiene a zp.
(2) Para todo compacto K C Q) se tiene que

max | f| = max |f|

y ademds:
max Re(f) = max Re(f) y max Im(f) = max Im(f)
Demostracion. — Para (1), supongamos f no constante en la componente

conexa {2y de 2 que contiene a zg y que
def
f(20) = sup | f| = sup | f|
Q Q0

Como f es abierta en g, la imagen f(€y) es una vecindad abierta de
20 vy luego existe 79 € R>Y tal que D(f(20),70) C f(Q0). Entonces, existe
w = f(z) € D(f(20),r0) tal que z € Qy y ademds

< def
w # f(20) y ademds |f(z0)] < |w]=[f(2)|

una contradiccion.
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)

IMAGEN 32. La imagen f(Qp).

Veamos (2). Para u := Re(f) (la parte imaginaria es andloga). Si tuvieramos
que

maxu < maxu
oK K

entonces existe zg € int(K) K \OK tal que u(zp) = maxy u. Consideremos

la componente conexa g de zg en el abierto int(K') y veamos que f es constante
en Qo (por tanto uw también). En caso contrario, f(€y) seria una vecindad
def

abierta f(zp) contenida en {w € C tal que Re(w) < Re(f(20)) = u(z0)} lo
cual es imposible.

o f (20 )\i':

Re(f(20))

IMAGEN 33. Vecindad abierta de f(zp).
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Asi, f es constante en Qg y luego ul|pn, = u(z0) por continuidad de
f = u + iv. Finalmente, dado que
def

0 £ 09 C O(int(K)) £ int(K)\int(K) € K\int(K) oK
tendriamos que maxx u = u(zg) se alcanza también en OK.

O

Ejercicio 1.20.2. — Sea 2 C C un abierto no vacio y sea f € 0*(Q) (i.e.,
f(2) # 0 para todo z € Q). Probar que si | f| alcanza su minimo en {2, entonces
f es constante.

Una aplicacién del Principio del médximo es el “Lema de Schwarz”, que nos
da informacién cuantitativa sobre el médulo de una funcién holomorfa de la
cual conocemos cotas globales y existencia de ciertos ceros.

Teorema 1.20.3. — (Lema de Schwarz) Sea f € O(D(z0,R)) para
R €]0,+00[ y 20 € C. Sisupp, gy 1f| < +00y f(z0) = f'(20) =+ = [V (z) =0,
entonces

(1) Para todo z € D(zp, R)
s n (B0

(2) Si existe z € D(z0, R)\{20} tal que (1) es una igualdad, entonces existe
A€ C con |\ =M y tal que

ﬂ@:A(zgm)m

para todo z € D(zp, R).

Demostracion. — Definamos g(z) = f(z)/(z—20)™. Dado que f posee un cero
de orden n > m en 2, existe h € 0(Q2), h(z) # 0, y tal que f(z) = (z—20)"h(z)
con n > m, entonces existe g holomorfa en D(zg, r) para todor < R. Al aplicar
el principio del maximo a g en D(zg,r) tenemos que
M
max |g| = max < —
D(z0,r) I'(z0,r) rm
Haciendo r — R, tenemos que

gl < X
Sup g S =
D(ZQ,R) Rm
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y luego obtenemos (1). Si hay igualdad en (1), entonces g alcanza su supremo
en un punto de D(zg,r) y luego g(z) = p := A/R™ es constante, de donde
concluimos (2).

O]

Ejercicio 1.20.4. — SeaD = {z € C tal que |z| < 1} y f : D — D holomorfa
tal que f(0) = 0. Probar que |f(2)| < |z| para todo z € Z y que |f'(0)] < 1.

Ejemplo importante 1.20.5. — (Automorfismos del disco unitario D). Para
todo 2 C C abierto no vacio, definimos

Aut(Q) :={f : @ — Q biholomorfismo} = {f:Q — Q holomorfa y biyectiva}

Veamos que si f € Aut(D) entonces:
z—a
=A
/) <1 — az)

Ejercicio 1.20.6. — Verificar que a = f~1(0) y
/

1 al?

Comencemos por convencernos que dichas f son automorfismos de . Si

con|[A|=1ya€Z.

A =1y definimos
z—a

#alz) = 1—-az

para z € D, entonces |1 —az| > 1 —|a| - |z| > 0 pues a € D y ademés:
1—lal?)(1—|z|?
1 —|pa(2)* = ( ||(11|—)(az|2 12%) (ejercicio)

Entonces ¢q(D) C D. Ademds, para w € D tenemos que w = ¢,(2) si y solo

siw(l —az) = z—asiysolosiw+a=z(1+aw), lo que por definicién es
equivalente a que z = ¢_,(w). Asi, p; 1 = ¢_, vy luego o, € Aut(D).

Ejercicio 1.20.7. — Probar que Aut(D) actida transitivamente en D, i.e.,
para todos a,b € D, existe f € Aut(D) tal que f(a) =b.
Indicacion: Considerar f = ¢_p 0 @g.

En el caso general en que |\ = 1, i.e., A = ¢ para # € R. Por ejemplo,
ha(z) = Az = €2 es la rotacién en dngulo @ y luego hy € Aut(DD). Asi,

f(2) = hxopa(z) = A ( ) € Aut(D)

zZ—a

1—az
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Reciprocamente, si f € Aut(DD) y escribimos a := f~1(0) € D, entonces

g=fops' =fop_q€Aut(D)
y 9(0) = f(a) = 0. Por el Lema de Schwarz, |g(z)| < |z| para todo z € D.
Reemplazando g por g~ € Aut(D) obtenemos |g~1(2)| < |z| para todo z € D
y por tanto

2| = 197 (g(2))| < lg(2)| = |g(2)| = |2| Vze€D
y luego el Lema de Schwarz implica
9(2) = ha(z) = Az
para algin A € C con |\| = 1. Finalmente
f=gopa=hrop,
v luego f es de la forma deseada.

Corolario 1.20.8. — Sea f : D — D una funcion holomorfa arbitraria. En-
tonces, se verifica la desigualdad
f'(2)] 1
7 S 2
1= f(z)]? ~ 1=z
para todo z € D. La igualdad se alcanza si y solo si f € Aut(D).

Demostracion. — Si, tal como en el ejemplo anterior, consideramos
z—a , 1—|a|?
zZ) = — )= —
(Pa( ) 1—az <70a( ) (1 _ 62)2

y luego ¢! (0) =1 — |a]?* y ¢, (a) = 1/(1 — |al?). Si fijamos 29 € D y consider-
amos g := Q) © f 0 ¢, que cumple g(0) = 0 por construccién y ademds
g : D — D, por el Lema de Schwarz, |g(z)| < |z| para todo z € Dy |¢'(0)] < 1.

Dado que
9'(0) = @2y (f(20)) - f'(20) - ¥, (0) = 1—|J}(20)|2 - f'(20)(1 = |20]%)

y luego |¢'(0)] < 1 equivale a la desigualdad deseada. Si la igualdad |g(0)| = 1,
que equivale a

lim M =1
z—0] =z
se verifica, entonces g(z)/z = A es constante, con A € C tal que |A\| = 1.

Entonces, g(z) = Az es un automorfismo de D y por tanto f también lo es.
O
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Ejercicio 1.20.9. — Sea H := {z € C tal que Im(z) > 0} (semiplano de
Poincaré). Probar que f : D — H, dado por

=1 (157)

estd bien definida y es un biholomorfismo.

1.21. Espacios de Fréchet y convergencia de funciones holomorfas

Sea k = Ro Cy Q C k no vacio. Recordemos que una sucesion
{fn: Q@ = k}nen de funciones a valores en k converge uniforme a f: Q — k
si para todo € > 0, existe N € N tal que para todo n > N y todo =z € ,

[fu(z) — f(2)] <e

No es dificil probar (usando la desigualdad triangular) que limite uniforme
de funciones continuas es continua. Sin embargo, la sucesién de funciones
analiticas reales

fn:[0,1] > R,z — %sin(naz)

converge uniforme a f = 0, pero f/(x) = cos(nx) no converge.

En esta seccién, veremos que las funciones holomorfas se comportan mucho
mejor al considerar la convergencia uniforme sobre compactos de C, lo cual
nos servird también como excusa para introducir algunas nociones que son
utilizadas en Anadlisis Funcional.

Definicion 1.21.1. — Sea k =R o C, y V un k-espacio vectorial. Decimos
que una funcién p : V — R2% es una seminorma si:

(1) p(Ax) = Ap(x) para todo A € k y todo x € V.

(2) p(x +vy) < p(x) + p(y) para todos z,y € V.

Ejemplo importante 1.21.2. — Sea Q C C abierto no vacio y V := ¢9(Q)
espacio vectorial de funciones continuas f : {0 — C a valores complejos. Para
todo compacto no vacio K C €, definimos la seminorma

i 6°(Q) = R f = p(f) == Slép\f\

Asi, obtenemos una familia de seminormas {px } kcqo indexada por todos los
compactos K C Q. En particular, f = 0 si y solo si px(f) = 0 para todo
K C Q.
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Recuerdo 1.21.8. — Si X es un conjunto (no vacio), una topologia en X
es una coleccién 7 = {U; }ier de subconjuntos de X tales que

1 PeTyXeT.

(2) SiU,V € I, entonces UNV € J.

(3) Si{U;}jes C 7, entonces U, ,U; € 7.
Los elementos de .7 son llamados abiertos de X, y sus complementos cerra-
dos. Una funcién f : X — Y entre dos espacios topoldgicos es continua si
para todo V C Y abierto, la preimagen f~!(V) C X es abierto.

Observacion 1.21.4. — Esto generaliza en gran medida la discusion en
y
Ejemplo 1.21.5. —

(1) En X =R, los abiertos son la unién (arbitraria) de intervalos abiertos.

(2) En X = C, los abiertos son la unién (arbitraria) de discos abiertos.

(3) En X x Y la topologia producto se obtiene al declarar abiertos los
conjuntos de la forma U x V, con U C X y V C Y abiertos, y sus
uniones arbitrarias.

Definicion 1.21.6. — Sea k =R o C, y V un k-espacio vectorial. Decimos
que V es un espacio vectorial topolégico si:

(1) V es un espacio topolégico.

(2) Lasuma +:V xV =V, (z,y) — = + y es continua.

(3) La multiplicacién por escalares x : kxV — V| (A, x) — Az es continua.

Observacion 1.21.7. — Dado que la suma es continua, six € Vy U CV
es un abierto tal que = € U, entonces existe Uy abierto tal que 0 € Uy y

U:m—i-Uod:ef{x—l—ytalqueyer}

Es decir, basta entender las vecindades del 0 € V.

Ejemplo importante 1.21.8. — Sea V := €°(Q) &ef {f : Q@ — C continua},

junto con la familia de seminormas {px } kcq (con px(f) = supg |f|). Dota-
mos V de una estructura de espacio vectorial topoldgico declarando que las
vecindades de 0 € €°(2) son los conjuntos

Uk :={f € €°(Q) tal que pr(f) < ¢}
con € >0y K C Q compacto, (y sus uniones arbitrarias). Asi, decimos que
U C €°(Q) es abierto si para todo f € U existe un Uk, tal que f+ Uk CU.
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Observacion 1.21.9. — La topologia anterior definida en 4°(Q) se conoce
como la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos de ().
Asi, una sucesion {f, }nen € €°(Q) converge a f € €°(Q) si y solo si f, — f
uniformemente sobre todo compacto K C €, i.e., si y solo si

lim pg(fn—f)=0

n—-+00

para todo K C ) compacto.

Observacion importante 1.21.10. —

(1) La discusién anterior para €°(f2) se generaliza literalmente al caso de
funciones holomorfas () C €°(2). Asi, (0(Q), {px }xcq) es un sube-
spacio vectorial topoldgico de €°(Q).

(2) Los espacios vectoriales topoldgicos €°(Q2) y () son localmente
conexos (i.e., su topologia puede definirse a partir de una familia, a
priori arbitraria, de seminormas).

(3) Mejor atin, €°(Q) y O(£) son espacios vectoriales topoldgicos cuya
topologia estd definida a partir de una familia numerable de semi-
normas. Basta escribir Q = (J,,~, Ky con K, C int(Kj11) compactos,
y considerar {p,, }n>0 familia numerable de seminormas.

(4) Como consecuencia de (3), €°(2) y 0(f) son metrizables, i.e., su
topologia se define a partir de una métrica d(z,y). Explicitamente:

{1 .
d(ﬂﬂ,y) — Z mln{ >p212($ y)} Vx,y eV
n>0

donde V = 0(2) o V = %€°(Q).

Definicion 1.21.11. — Sea V un espacio vectorial topoldgico. Entonces:

(1) Una sucesién de Cauchy en V es una sucesion {z, }n>n, € V tal que
para toda vecindad U de 0 € V, existe N € N2 tal que =, — z,, € U
para todos n,m > N.

(2) Decimos que V' es completo si es metrizable y todaa sucesiéon de Cauchy
en V converge.

(3) Un espacio de Fréchet es un espacio vectorial topoldgico localmente
convexo, metrizable y completo.

Ejemplo 1.21.12. —

(1) Todo subespacio vectorial topolégicos cerrado de un espacio de Fréchet
es un espacio de Fréchet.
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(2) Dado que C es completo, toda sucesion de Cauchy {fp}n>n, en
(€°(Q), { Pk, }n>0) converge a una funcién f € €°(Q), i.e., (4°(Q), { Pk, }n>0)

es un espacio de Fréchet.

Veamos ahora el caso de funciones holomorfas. En particular, el resultado
siguiente justifica que la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos
es la “buena’” topologia en nuestro contexto:

Teorema 1.21.13. — Sea Q@ C C abierto no vacio, y sea {fn}tn>n, una
sucesion en O(Q2). Supongamos que f, converge a f : Q — C uniformemente
en todo compacto K C 2. Entonces
(1) fe o).
(2) Para todo m > 0, la sucesion de derivadas {fém)}nzno converge a f™)
uniformemente sobre todo compacto K C (2.

Demostracion. — Como f es limite uniforme de funciones continuas,
f € €°Q). Sea K C § compacto con borde de clase €' por pedazos,
entonces para todo z € int(K)

fa(z) = L Inlw)

C2mi Jog w— 2

dw (Cauchy)

Dado que f,, converge uniformemente a f en el compacto 0K, y dado que

lw—z| >0 :=d(z,C\K) > 0, tomando el limite obtenemos que

1 (w)
f(z) = i JA—-

y por tanto f € €(?) (c.f. §L.14). Para ver (2), fijemos r > 0 tal que r < dx,

con dx suficientemente pequeno. Entonces, para tood z € int(K) tenemos

(m)(yy = M fn(w) (m) .y M f(w)
fn (z> 2mi /F(z,r) (w - 2)m+1 dw Y f (Z) 2w »/F(z,r) (w - Z)m+1 dw

luego, por la desigualdad de Cauchy
m m m!
) = F N < T sup (= f

T'(z,r

dw  Vz € int(K)

Sea K, = {z € Qtal que d(z, K) < r} compacto contenido en 2 (pues
def

r < oxg = d(K,C\Q)), entonces

m! n——+oco
sup |£{™ (2) — f™ ()| < —sup |fu — f| 2570
K r K,
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K,
______________________________________________________ Q
IMAGEN 34. El compacto K.
Corolario 1.21.14. — Sea Q C C abierto no vacio. Entonces, el espa-

cio vectorial O(Q) es un subespacio vectorial cerrado del espacio de Fréchet
(€°(Q), {pr }kca). En particular, (0(Q),{pk }kcqa) es un espacio de Fréchet.

Demostracion. — Simplemente una reformulacién del resultado anterior.
O

Ejercicio 1.21.15. — Sea ) f, una serie de funciones holomorfas, con
fn € O(Q). Si ) f, converge uniformemente en todo compacto K C Q a
F =31 f,, probar que:

(1) Fe o).

(2) Para todo m € N, se tiene que F(™) = S+ (m),

1.22. Derivacién bajo el signo integral y Funcién I' de Euler

En esta seccion estudiaremos funciones holomorfas definidas a partir de in-
tegrales, siendo el caso mas emblemadticos la funcién I' de Euler.
Teorema 1.22.1. — Sean a,b € R con a < b, y Q2 C C abierto no vacio. Sea
F:Qx[a,b] = C,(z,t) = F(z,t)
tal que
(1) F(z,to) es holomorfa para todo ty € [a,b] fijo.
(2) F es continua en Q X [a,b].

Entonces, la funcion

b
f:Q2—=C,zm f(2) :—/ F(z,t)dt
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es holomorfa en ), y para todo m > 0 se tiene que

(2 /th

Demostracion. — Un cambio de variable lineal nos permite asumir a = 0 y

para todo z € €.

b = 1. Veamos que f es el limite uniforme de sumas de Riemann. Para cada
n > 1, consideremos la suma de Riemann

=S Ft)At; = Flz,= )| === F(z=

Notemos que f, € (). Veamos que {fp}n>1 converge uniformemente a f
en todo compacto K C €, para esto, recordemos que una funcién continua
en un compacto es uniformemente continua (Teorema de Heine-Cantor): Para
todo € > 0, existe 0 > 0 tal que supy |F(z,t1) — F(z,t2)| < € siempre que
|t1 —ta] < 9. Asi,sin>1/5y z € K, tenemos que

Fal2) - rd—efz/"/" < )—F(z,t)dt

< i) —F(z,t)‘dt

unif

Asi, fr, — f en todo compacto K C Q, de donde deducimos que f € 0(Q) y

la férmula para f(™ (c.f. ejercicio [1.21.15)).

O]

Observacion 1.22.2. — Utilizando herramientas de Teoria de la Medida
e Integracion, se pueden dar pruebas alternativas y versiones mejoradas del
resultado anterior.

Veamos una aplicacién importante de lo anterior a la funcién I' de Euler.

Definicion 1.22.3. — La funcién I' de Euler estd definida mediante la

férmula
“+o00
I'(2) ::/ t* e tat
0

donde ¢*~1 &f exp((z — 1) In(t)).
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Proposicion 1.22.4. — La funcionT' es holomorfa en el abierto {z € C tal que Re(z) > 0}.

Demostracion. — Notar que si z = x € R es real, entonces I'(z) converge para
todo x > 0. En efecto,

—+o00
/ t*~te~tat
€

cerca de t = 0. Sea z € C con Re(z) := = > 0, y consideremos a := z/2 y
b := 2x. Consideremos

Qup := {2z € C tal que a < Re(z) < b}

+o0o
< C’/ " ldt = Ce* Jx < 400

y veamos que I' es holomorfa en €2 .

Im

z=x+1y

IMAGEN 35. El abierto Qg .

Para ello, consideremos €, := 1/n €]0, 1[ (n > 2) y definimos
1/en def "
fu(z) = / et dt = / t*~Le~tdt
€n 1/n

Dado que F(z,t) :=t*"le! es continua en Qqp, X [1/n,n] y F(2,t0) € O(Qap)
para todo tg € [1/n,n] fijo, el Teorema anterior asegura que f, € 0(€,;) para
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" o
todo n. Veamos que f, — I' en 4 cuando n — +oo. Para esto

€n —+oco
IT(2) — fn(2)] < ’/ t*~Le~tdt / ) tzletdt‘
0 €n

€n —+oc0o
g/ |tZ1|etdt+/ ) t7 e tdt
0 €

n

€n —+oc0o
_ / 71|t + / et
0 €n

n

+

637
<O 420 e 1/ 2en
X

< O 4 9tV /2en MR
a

Luego I' es holomorfa en €2, al ser limite uniforme de funciones holomorfas,
luego I" es holomorfa en {z € C tal que Re(z) > 0}.
O

Lema 1.22.5. — Para todo z € C tal que R(z) > 0 se tiene que
[(z+1) =2I(z)
En particualar I'(n + 1) = n! para todo n € N.

Demostracion. — Integrando por partes, tenemos que

R
I'(z+1) & lim t*e"tdt
=0t Je
R—+o00

R

o z( __—t\]t=+o0 z—1 _—t

= lim <[t( e ), +/E 2" e dt)
R—+o00

= zI'(2)
Ademss, T'(1) = f0+°o e tdt = [—e_t]z;oo =1 = 0! y luego se deduce que
I'(n + 1) = n! por induccion.
O

Proposicion 1.22.6. — La funcion I de Euler admite una extension analitica
a C\Z=Y, que seguiremos denotando T.

Demostracion. — Si z € C verifica Re(z) > —(n + 1) para n € N, definimos
- r 1
F(2) = (z+n+1)
2(z+1)-(z4+n—1)(z+n)

para z ¢ Z=Y
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Dicha funcién es holomorfa y verifica I'(z) = I'(z) si Re(z) > 0 gracias al lema
anterior.

O

Observacion 1.22.7. — La férmula anterior, y el hecho que I'(1) = 1 implica
que lim, , o |['(z)| = +o0. En particular, no podemos extender T' a Z=°.

Ejercicio 1.22.8. — Calcular para cada n € N, lim,_, _,(z + n)['(2).

Para concluir, estudiemos una variante importante de la funcién T, la
funcién beta (nombrada y estudiada por Euler y Legendre, en honor a
Jacques Binet).

Definicion 1.22.9. — Sean z,y € R>Y. La funcién beta es la funcién en 2
variables P ()T ()
L)LY
B(zx,y) .= =——=
() I'(z+y)

En particular, B(x,y) = B(y, x).
Ejercicio 1.22.10. — Probar, usando que I'(z + 1) = zI'(2), que para todos
z,y € R>0

(1) B(z,y) = B(x +1,y)+B(az,y+1).

(2) Bla,y+1) = fB(x +1,y) = %_HJB(:c,y).

Proposicion 1.22.11. — Para todos x,y € R™Y, tenemos
+oo t.’zfl
B = ——dt
@i = | G
Demostracion. — Tenemos que

“+oo +o0o
I'(z)'(y) = </ e _tdt> </0 sy_le_sdt)
+o00 +o0
/ / = l _(t+s)dtd8

Para calcular f0+ t*~le= (50t consideramos t = su (dt = sdu), luego

+00 +oo
/ prle=(t+s) g — sm/ e (wtDsy o1y,
0 0

Notando que para todo A > 0 tenemos que

[ e 2T
0 A?
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+00 +o0 +oo too
:/ </ t:vle(t+s)> W1 :/ </ e(u+l)ssx+y1> e
0 0 0 0

too 1
_ / (JJ —+ y) uz—ldu
0 (U + 1)x+y
Finalmente,

s D(@)T(y) [T w!
B = |

Ejercicio 1.22.12. — Probar que para todo z,y € R>? se tiene

(1) B(z,y) = 2/;/2 cos®*~1(9) sin®~1(#)d#.

1
(2) Blz,y) = /0 w11 — w)¥ L.

Ejemplo 1.22.13. — Sea

+oo 1 [T 1l /1
I :/ e_dea: = / e t12q¢ d:ffF —
0 2 Jo 2 \2

Por otro lado,
B(ll)zrumyzramﬁ

2°2 (1)
Finalmente,
11 w/2 w/2
B(L 1)y / cos? 121 (g) gin2 (121 () — 2 / o =
2’2 0 0
Luego, I'(1/2) = /7 y asi I = \/7/2.
Ejercicio 1.22.14. — Calcular las siguientes integrales:

2
(1) /0 sin(0)d6.
3
(2) /1 (z — 1)z — 3)%dx.

Observacion 1.22.15. — Las funciones I' y 5 son muy usadas en Probabil-
idad y Estadistica!
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1.23. Productos infinitos de funciones holomorfas

Definicion 1.23.1. — Sea  C C abierto no vacio y {fn}n>0 € O(Q)
sucesién de funciones holomorfas en Q. Denotamos por uy, = [ fn = fo - fm
a la sucesién de productos parciales.

Decimos que el producto infinito [] f, converge (respectivamente con-
verge ubniformemente) si la sucesién {uy,},>0 converge (respectivamente
converge uniformemente), y denotamos el limite por

+o00
P(z) =[] fa(2)
n=0

Observacion 1.23.2. — Si existe C € R”? con C > 1 tal que |f,(2)| < C
para todo z € ) y para todo n > ng, entonces [] fn il (pues C™ — 0). De
manera similar, si C' > 1 entonces [[ f, no converge si |f,(z)| > C para todo
z e C.

., . . . n——+oo .
Convencién: Consideraremos productos infinitos donde f, — 1 uni-

formemente en todo compacto K C ). En particular, la rama del logaritmo
In(f,) estd bien definida en K para todo n > ng(K). Asi, omitiendo finitos
términos, tenemos que

H fn converge en () < Z In(f,) converge en 2

Teorema 1.23.3. — Sea Q C C abierto conexo no vacio, y [[ fn producto de
funciones holomorfas en  con f, Z0 en Q. Sea fr =1+ g,. Si:

(1) > |gn| converge uniformemente en todo K C Q compacto, o bien
(2) Yo gn ¥ Y. |gnl? convergen uniforme en todo K C Q compacto

Entonces

+00
IIjh—%mP:: Iljﬁ
n=0

uniformemente en todo K C Q compacto, donde P € (), P #0, y ademds,

P! +00 +o0
T2 e ( f;1(0)>
n=0"" n=0

donde esta ltima serie converge uniformemente en todo K C £ compacto
(omitiendo los finitos términos que se anulan en K si fuese necesario).
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Demostracion. — Sea K C Q compacto. Tanto (1) como en (2), existe ng tal
que para todo n > ng se tiene supg |gn| < 1/2. Luego, f, = 14 g, no se anula
en K para todo n > ng

+o0 k
— In(f) = In(1 +g.) = Y (-1
k=1

(1) Sea C € R>? tal que para todo w € C con |w| < 1/2 se tenga que
|In(1 4 w)| < C|w|. Luego, para p,q > ng se tiene que existe N € N:

) =[S n(1+ gn)

n=p

q
<C> lgnl<e VYpg=N

n=p

Luego v, := Zzzno fx o exp(v,) converge uniformemente en K a
Z;OO In(fx) € O(Q). Luego, un = [[j_,, fx &' exp(vy) con-
verge uniformemente a la funcién holomorfa exp(v), i.e., [ f, converge
uniformemente a la funcién holomorfa P := ([, ' ) -exp(v) en todo
compacto de 2.
(2) Sea C' € R>? tal que para todo w € C con |w| < 1/2 se tenga que
|In(1 +w) —w| < C'|lw|®.. Luego, para p,q > ng se tiene que existe
NeN:

q q q
Zln(fn) - Zgn Z ln 1+ gn gn)

Luego v, = > 1. pln(fk) converge uniformemente en K a v = Zzoo In(f,) € O(K),

y tal como antes deducimos que [] fr, — unif (H"O ! fk) exp(v) en
todo compacto K C €.

q
<O gal* <€ Vp,g=N

n=p

En ambos casos, si P = (Hno ! fk> exp(v), la derivada logaritmica de P se
define mediante P’/ P, donde

no— ]. +oo /
Z——I—v con v’ Zlnfk Z—
k=ng k=mng
/ +oo f/
k
_ — = —_—
P =k

Como consecuencia de la demostracién anterior tenemos que:
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Corolario 1.23.4. — Con las hipdtesis anteriores, el conjunto de ceros del
producto infinito P(z) = [[20 fn(2) estd dado por U, f1(0). En particu-
lar, P =0 en ) si y solo si alguno de sus factores f, es nulo en €.

Ejercicio 1.23.5. — Considere el producto infinito P(2) := [[29(1 + z").
(1) Determinar su radio de convergencia R € [0, +00].

(2) Probar que P(z) = 1= para todo z € D(0, R).
Ejemplo importante 1.23.6. — (Euler, 1735) Veamos que para todo z € C

+o00 ZQ
Sin(Z) =z H <1 — 1’)/271'2>
n=1
2

Sea P(z) = 2[5 (1 - #) = 2[5 fu(2), con fu(z) =1 — % y con

gn(z) = —ng;. Dado que ) |gn| converge uniformemente en todo K C C

compacto, tenemos que P € &(C) es una funcién entera. Ademas, los ceros de
P estan dados por
def

V(P)={z € C tal que P(z) =0} = {nm,n € Z}
y son todos de multiplicidad 1.
P(z)
sin(z)

— g(2) = 0" ()

funcién entera sin ceros. Mds aun, el Teorema anterior implica que para todo

z € C\Z:

P’(z)_1+§:°f,g(z)_1 i’f 2z _1++§ Lo,
P(z) =z nzlfn(z)_z 1n27r2—z2_z “\z—nT  z+nm

n= n=

ie., P'/P = limy_ 0 Sy con Sy(z) = ZT]Z[:fN z_lmr (funcién impar!). En

particular, P'/P es una funcién m-periédica y luego:

/ Pl Pl
9(:) _PE) _eoss) PG
9(z) ~ P(z) sin(z)  P(z)
con cot(z) entera y m-periédica. Veamos que g es constante: Consideremos el
cerrado Q4 C C, con A € R>Y fija, dada por:

Qa={z=z+iyeC:lz| <n/2,|y| > A}

Ejercicio 1.23.7. — Probar que para todo z = x 4 1y € {24 se tiene:
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IMAGEN 36. El cerrado 4.

(1)

of cosh
| cot(2)]? < coth?(y) def €09 ()

sinh(y)
y luego | cot(z)| < Cy := coth(A).
(2)
1 < 1 v 2z < 8|z|
2| T A n?mw2 — 22| = n2q?

Asi, existen C1, Cy € R>0 tal que |¢'(2)/g(2)| < C1+Cs|z| paratodo z € Q4.

Dado que ¢'(2)/g(z) es entera, y
{z=a2+iyeC:|z|<7n/2, |yl < A}

compacto, podemos asumir (modificando C1, Cy si fuese necesario) que:
g'(2) |
9(2)
Dado que ¢'(2)/g(z) es m-periddica,
g'(2)
9(2)
Luego, la desigualdad de Cauchy (ver §1.15|) implica que ¢’(z)/g(z) es un poli-

nomio de grado < 1, m-periédica (y por tanto constante), impar! i.e., ¢'(z) =0

)
< C1+Cslz| paratodo z€ C  con |Re(z) < g

SCl‘i‘CQ‘Z‘ Vze C

en C, luego g(z) es una funcién constante. Dado que

z—0

+oo
lim g(z) = ll_I)I%) (H fn(z)> /(sin(z)/z) =1, g(z)=1enC
n=1
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Asi, deducimos que

400 2
. z
sin(z) = z 1:11 <1 - n2772> VzeC

Ms4ds atin, la derivada logaritmica de lo anterior implica:

6(2) = + io 2 1++f L ! e C\nZ
cot(z) = = — — == z T
2 n?r? — 22 2 z—nmw  z4nw

n=1

Derivando esto tltimo, obtenemos que:

1 1
- - E - Yy 77
sinQ(z) n (z —nm)? 2eCy

Consecuencia (Solucién al Problema de Basilea): Sea

+o0
1 1 1 1
S = —=14+-4+=-+—=+4--
T; n2 + 4 + 9 + 16 +
La tltima identidad de Euler, evaluada en z = 7/2, implica que
+00 1 +00 1
=Y e S
_ 2 2 _1)2
S (m/2=nm)? = (7?/4)(2n — 1)
4 X
- 2 —1)2
T = (2n—1)
s8R 1
- 2 —1)2
T = (2n—1)
+oo 2
1 T
— —_
Z (2n—1)2 8
n=1
Luego,
e 1 def 1 1 1 7'('2
GefNT - do — -5+
m? R T E T
n>1 n>1 n>1
472 72
e S = —-— = —
38 6
Cultura general 1.23.8. — En general, se puede probar que para todo
n € NZL: ) )
1) (2m)"
camy = DD

2(2n)!
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donde 1
((z) == Z n
n>1
es la funcién zeta de Riemann y donde los Bg, € Q son los niimeros de
Bernoulli. Los valores de ¢(2n + 1) son mucho més misteriosos!

Ejercicio 1.23.9. — (1) Probar que
~+00 52
inh(2z) = 14+ —
sinh(2z) 7TZ};[1< +n2>

para todo z € C.
(2) Deducir que

too T -7
11 ey’
n2 2

n=1
Ejercicio 1.23.10. — Probar la férmula de Wallis
T 2-2 4-4 2m - 2m
2 1-3 3-5 (2m—1)2m+1)
Observacion 1.23.11. — Esto permite calcular
n
T si m = 2n,
n!
volgm (B™) =
2n+17rn
sim=2n+1

135 (2n+1)
donde B™ = {x € R™ : ||z||ena < 1}.



CAPITULO 2

FUNCIONES MEROMORFAS Y RESIDUOS

En general, es un problema dificil entender el comportamiento de una
funcién holomorfa cerca el borde de su dominio. Sin embargo, si nos restringi-
mos a ciertos puntos del borde que sean aislados, es posible extender muchos
resultados de la Parte I del curso.

2.1. Series de Laurent

Definicion 2.1.1. — Sea zy € C y sean Rj, Ry € [0,400] tales que Ry < Ra.
Definimos el anillo abierto de centro zp, de radio interior R; y de radio
exterior Ry mediante:

A(Zg;Rl,RQ) = {Z cC:Ri < ’Z — Zo‘ < RQ}

Del mismo modo, el anillo cerrado se define mediante

A(zo; R1,R) :=={2€ C: Ry <|z— 2] < Ra}

Notacién. D* := {z € C: 0 < |z| < 1} & A(0;0,1) es el “disco perforado”.

Definicion 2.1.2. — Una serie de Laurent (centrada en zp = 0) es una
serie de la forma
S(z) = Z anz"
nez

donde a,, € C y donde z € C* & C\{0}.

Observacion 2.1.3. — Podemos escribir una serie de Laurent como suma de
dos series de potencias al escribir m = —-ny w=1/zsin <0:

S(z) = Zanz" + Z a_pmuw™

n>0 m>1
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Por definicién, decimos que la serie de Laurent S(z) converge si las dos series
de potencias anteriores convergen.

Explicitamente, si R € [0,400] es el radio de convergencia de la serie
Y nso 2"y R € [0,+00] es el radio de convergencia de >, - a_pmw™, en-
tonces

1
S(z) = Z anz"  converge para todo z € C tal que o <|z| <R

i.e., S(z) converge en el anillo A(0;1/R’,1/R) (el cual es vacio si 1/R' > R,
ie, R <1/R).

Miés aun, la teoria de series de potencias (ver §1.6)) implica que S(z) converge
uniformemente en todo anillo compacto A(0;71,72) € A(0;1/R’, R). Ademds,
dado que

F(z)=> ana" € 6(D(O,R)) y Gw)=> a_nw™e(D(0,R))

n>0 m>1
tenemos que S(z) es holomorfa en A(0;1/R’, R) y se calcula que
S'(z) = Znanz”_l
nez

con convergencia uniforme en todo anillo compacto A(0;71,72) € A(0;1/R', R).

Teorema 2.1.4. — Sea f wuna funcion holomorfa en el anillo abierto
A(zp; R1, R2) CC con 0 < Ry < Ry < +00. Entonces, f admite un desarrollo
en serie de Laurent (centrada en zp) de la forma

f(2) =) an(z—20)"
neZ

con convergencia normal en todo compacto K C A(zo; R1, Re). Mds ain, para
todo r €]Ry1, Ra[ y todo n € Z se tiene que

1 . 1 2T
n=— 5 _- 7f(W)n+1 dw d:f -
27 Jr(zo,) (W — 20) 27r

f(z0 + re)e ™t

Demostracion. — Reemplazando z por z — zg, podemos asumir zy = 0.
Consideremos un anillo compacto K = A(0;r1,72) C A(0; Ry, R2) con
Ry <ri <1y < Ry. Aqui, 0K =T7(0,71) UT'(0,r2) donde

» I'(0,71) tiene orientacién horaria (i.e., negativa), y donde

» I'(0,72) : tiene orientacién anti-horaria (i.e., positiva).
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Luego, la férmula de Cauchy implica que para todo z € A(0;r1,72) se tiene

LU S L )
f(z) d ./F( d

T 2omi T0m) W — 2 270 o) W — 2
Si w € T'(0,72), entonces |z| < ry = |w]| (i.e., |z/w| < 1) y luego
11 1 _1+§<z)n_§ 2
w—z w (1—z/w)_wn20 w/ wntl

n=0

De manera similar, si w € I'(0,71) entonces |z| > r; = |w]| (i.e., |w/z| < 1)y

1 1 1 12 wym =X
il ey R DI G M) Db

asi

Asi, tenemos que

1 flw n 1 m e
f(z) = Z (27” /F(D”) w(nﬁdw) 2"+ Z <27m /1“(0,7«1) f(w)w dw> 2 1

n>0 m>0
Si escribimos n := —m—1 < —1 (i.e., m := —n—1), entonces f(z) = >, 7 an2"
con:
1 1
ap = — filﬂdwsinzo, ap = — fg}ﬂdwsin< 1
270 J(0,r) W 20 Jr,r) W

Veamos que la integral fF( ) %dw no depende de r €]Ry, Ra[:

0,r

La férmula de Cauchy aplicada a la funcién holomorfa g(w) = f(w)/w"™*!
y el compacto K = A(0;71,72) C A(0; Ry, R2) implica que

O:/ g(w)dw déf/ g(w)dw—/ g(w)dw
0K r'(0,r2) T'(0,r1)

para todos 71 < 7o en el intervalo | Ry, Ra|. O

Ejemplo 2.1.5. — La funcién f(z) = exp(1/z) es holomorfa en C*. Ademsés,
su serie de Laurent (centrada en zp = 0) esta dada por
+oo
11
) =) i
n=0
En particular, la “parte negativa" es infinita.
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2.2. Singularidades aisladas y Teorema de Casorati-Weierstrass

Definicion 2.2.1. — Sea () una vecindad abierta de un punto zy € €2, y sea
f e o(Q\{2}). Decimos que zq es:
(1) Una singularidad removible (o reparable) de f si f posee una
extensién holomorfa f € G(Q) (ie., f(z) = f(z) para todo z € Q\{z0}).
(2) Una singularidad no removible de f (o simplemente una singulari-
dad) si f no puede ser extendida a f € O(9Q).

Proposicion 2.2.2. — Una funcion f € O(Q\{z20}) posee una singularidad
removible en zg si y solo si los coeficientes a,, de su serie de Laurent centrada

Z an(z — 20)"

nel
verifican que a, = 0 para todo n < 0.

en 2o

Demostracion. — Podemos suponer que Q = D(zp,€) es un disco pequeno, y
as{
MN{z0} ={z € Ctal que 0 < |z — 2| < €}

es un disco perforado. Luego, f posee un desarrollo en serie de Laurent

F(2) =" an(z = 2)"

nez
con radio de convergencia R > € para la parte positiva ) -, an(z—20)" y con
radio de convergencia R’ = +oo para la parte negativa im>1 a_pw™. Sif
puede extenderse en una funcién holomorfa f en el disco D(zp,¢), obtenemos
un desarrollo en serie de potencias
f(z) = Z bn(z — 20)" en D(zp,¢)

n>0
La unicidad de los coeficientes de la serie de Laurent implica entonces que
an = b, para todo n > 0y que a, = 0 para todo n < 0. O

Ejercicio 2.2.3. — Determinar si las funciones f(z) = sin(z)/zy g(z) = sin(z) /2>

poseen singularidades removibles en zg = 0.

Corolario 2.2.4. — Una funcion f € O(Q\{20}) posee una singularidad re-
movible en zy si y solo si f es acotada en una vecindad de z.

Demostracion. — Si f se extiende holomoérficamente en zy, entonces dicha ex-
tensién es continua y por ende acotada en una vecindad de zg. Reciprocamente,
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si |f(z)] < M para todo z € D(zg,0) entonces escogiendo r < ¢ y usando el
hecho que el coeficiente a,, de la serie de Laurent de f estd dado por

1 2m ) )
f(zo +retye ™tdt

A, =
" 2w J
deducimos que |a,| < Mr~", y luego a,, = 0 para todo n < 0 al considerar el

limite r — 0. O

Lo anterior nos permite distinguir en diferentes tipos de singularidades, que
estdn resumidos en la siguiente observacién, que a su vez es la definicién més
importante de la seccién.

Observacion itmportante 2.2.5. —
Sea f € O(Q\{z0}) con serie de f(2) = > czan(z — 20)". Si 2y es una
singularidad no-removible entonces la parte negativa

n<0 @n(z — 20)™ no

es identicamente nula. Hay dos posibilidades a considerar:

(1) Polos: Si la parte negativa es una suma finita, y denotamos por
m := max{|n| € N>! tal que a,, # 0 con n < 0} entonces

+oo
a_—m a—1
f(z) = It S an(z — 29)"  con a_, #0
(z — zp)™ (z — 2z0) nz:() " "
Decimos entonces que f posee un polo de orden m en zy, y que
A _m a—i
(z —z9)™ z— 2

es la “parte polar" de f. En particular, tenemos que
a) a_pm =lm,_, (2 — 20)" f(2)
b) Existe C € R>? tal que
C
R
O
en una vecindad de zp.
&) 1(2) = g(2)/ (= — 20)™ donde
g(2) =a_m+ar_m(z—20) + -+ an(z — 20)" T+ ...

= Z an—m (2 — 20)"

n>0

es una funcién holomorfa en € verificando g(z) i m # 0.
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(2) Singularidad esencial: Si la parte negativa ) _;an(z — 20)" es una
serie infinita, decimos entonces que f posee una singularidad esencial
en zg. FEn tal caso, la funcién

gm(2) == (2 = 20)" f(2)
no es acotada en una vecindad de zy para todo m € N=1,
En resumen, si  es una vecindad abierta de z9p € Cy f € O(Q\{20})
entonces se tienen tres posibilidades:

(1) zo es una singularidad removible de f; o bien
(2) 20 es un polo de orden m € N=! de f; o bien
(3) zo es una singularidad esencial de f.

Ejemplo 2.2.6. —
(1) La funcién f(z) = exp(1/2) = 3% L L posee una singularidad esen-
cial en zg = 0.
(2) La funcién f(2) = (22 — 22 + 3)/(z — 2) verifica que
2
- 2322+3 - z<zz—2>2+3 :Z+zi2 :2+(2_2)+zi2

y luego f posee un polo de orden 1 en zy = 2.

(3) La funcién

_l—cos(z) 1 22 4 28
| GN (RE R

posee una singularidad removible en zg = 0.

Terminologia. Tipicamente, se dice que un polo de orden m = 1 (re-
spectivamente m = 2, respectivamente m = 3, etc.) es un polo simple
(respectivamente polo doble, respectivamente polo triple, etc.).

Ejercicio 2.2.7. — Sean p,q € C[z] polinomios, donde ¢ # 0, y sea
f(z) = p(z)/q(z) € C(z) funcién racional. Probar (e.g. usando fracciones
parciales) que f posee “a lo mds polos" como singularidades, i.e., posee
singularidades removibles o polos.

El resultado siguiente nos da una dicotomia que nos permite distinguir entre
polos y singularidades esenciales.

Teorema 2.2.8. — (Casorati 1868, Weierstrass 1878) Sea f : Q\{z0} — C

una funcion holomorfa tal que zy es una singularidad no-remouvible.
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(1) Si zp es un polo, entonces |f(z)| = +o0 cuando z — 2.
(2) Si zp es una singularidad esencial, entonces todo punto de C es un

punto de adherencia de f(z) cuando z — zg, i.e., f(W\{z0}) = C para
toda vecindad abierta W de z.

Demostracion. — El punto (1) se obtiene del hecho que f(z) = g(2)/(z — z0)™
conm>1yge€ 0(Q) con g(z) # 0.

Para (2), suponemos por contradiccién que existe un abierto conexo W C 2
tal que zo € Wy f(W\{20}) # C. Luego, si a € C\f(W\{z0}) entonces
tendriamos que |f(z) — a| > € para todo z € W\{zp}. Luego

1
99 = T —a
cumple que |g(a)| < 1/e para todo z € W\{2p} y, al ser acotada, tendriamos
que g se extiende en una funcién holomorfa no nula g € O(W).

Como f(z) =a+1/g(z), se tiene que g posee un cero de cierto orden m en
zo vy entonces f posee un polo de orden m en zg, i.e., la singularidad de f en
2o no seria esencial. O

Cultura general 2.2.9. — El Gran Teorema de Picard senala que si
[+ Q\{z0} — C posee una singularidad esencial en zg, entonces para toda
vecindad perforada W\{zp}, la funcién f alcanza infinitas veces (!) todo valor
en C, salvo quizds un punto (cf. exp(1/z) # zg = 0 para todo z € C*).

2.3. Funciones meromorfas y Teorema de factorizacién de Weier-
strass

Asi como las funciones racionales son cocientes de polinomios, las funciones
meromorfas serdn (localmente) cocientes de funciones holomorfas. Ademss,
para incluir singularidades aisladas en el andlisis consideramos el “plano com-
plejo extendido” C U {oo} en varias ocasiones.

Definicion 2.3.1. — Sea  C C abierto no vacio y f : @ — C U {oo}.
Decimos que f es meromorfa en () si:

Para todo punto zy € {2, existe una vecindad abierta conexa
V de zp y funciones holomorfas g,h € &(V), con h Z 0 no
idénticamente nula, de tal suerte que f|y = g/h.

Denotamos por . (2) al conjunto de funciones meromorfas en €.

Se tiene la siguiente caracterizacion de las funciones meromorfas.
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Teorema 2.3.2. — Sea Q2 C C abierto no vacio. Una funcion f : Q — CU{oco}
es meromorfa si y solo si f es holomorfa en el complemento de una sucesion
de singularidades no removibles {a,} que es localmente finita (i.e., puntos
aislados) en Q y donde cada singularidad a, € Q es un polo.

Demostracion. — Si f toc g/h con g,h € O(V), entonces el hecho que h Z 0
en V implica que existe D(zp,e) C V tal que
h(z) = (z = 20)"u(2)
en D(zp,€) con u € 0*(D(zp,¢)). Luego,
f(2) = (2= 20)""g(2)u(2)"" y donde g/u € O(D(2,¢))
y luego 2y es un polo de orden < m. Reciprocamente, si f solo posee singular-
idades aisladas dadas por polos, entonces sabemos (por el desarrollo en serie

de Laurent) que f(2) o 9(2)/(z — 29)™ con g holomorfa en una vecindad del
polo zg, i.e., f es meromorfa. O

Ejercicio 2.3.3. —

(1) 0(Q) C .4 (), i.e., toda funcién holomorfa es meromorfa.

(2) Ejercicio. Sean P,Q € C[z] polinomios con @ # 0, entonces
f(z) = P(2)/Q(z) es meromorfa en C, i.e., f € .#(Q).

(3) La funcién f(z) = 1/sin(w/z) es holomorfa en © = C\A, donde
A = {0} U {£l/n, n € N2}, Ademss, dado que g(z) = sin(7/z)
tiene ceros simples en cada zp = 1/n (pues ¢'(z) = —(n/2?) cos(m/2))
tenemos que f posee polos simples en cada zgp = 1/n.

Asi, f es meromorfa en C* pero no es meromorfa en C dado que la
sucesion de polos {£1/n},>1 no es localmente finita en torno a 0 € C.

La nocién de "divisor" (introducida por Dedekind y Weber) es muy 1itil para
recopilar los 6rdenes de ceros y polos de una funcién meromorfa.

Definicion 2.3.4. — Sea 2 C C un abierto no vacio. Un divisor en ) es
una funcién

D:Q—Z,p— D(p) :=m,
tal que su soporte, definido por
supp(D) :={z € Q tal que D(z) # 0}

consiste en una sucesién {z,} C € de puntos aislados en £2, donde
D(zp) := m, # 0 es la multiplicidad del punto z, en el divisor D. Lo
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anterior suele resumirse escribiendo simplemente
D= E M [ 2n]
n

Si m, > 0 para todo n escribimos D > 0 y decimos que D es un divisor
efectivo.

Observacion 2.3.5. — El conjunto Div(§2) de divisores en  posee una
estructura de grupo abeliano: La funcién nula es el neutro 0 € Div(f2),
si D € Div(Q2) entonces —D € Div(Q2), si D,D" € Div(f2), entonces
D + D’ € Div(Q).

Definicion 2.3.6. — Sea ©Q C C abierto no vacio, y f € .#() funcién
holomorfa que no es idénticamente nula en ninguna componente conexa de
Q (y en particular, los cunjuntos de ceros V(f) C Q y de polos P(f) C Q
forman sucesiones de puntos aislados en ). Definimos el divisor asociado a
f mediante
div(f) = Z m:|[2]
z2€Q

donde z € V(f)UP(f), y donde m, > 0 (respectivamente m, < 0) es el orden
del cero (respectivamente -(orden del polo)) si z € V(f) (respectivamente si
z € P(f)). En particular div(f) > 0 si y solo si f € 0(9).

Ejemplo 2.3.7. —
(1) Si f(z) = exp(z), div(f) = 0 (ni ceros ni polos).
(2) Si f(2) = (2 —2)(2* + 1)?, div(f) = 1[2] 4 3[i] + 3[—].
(3) Si f(2) = 2/(z = 1), div() = 1(0] - 2[1) = [0] - 2[1]
(4) Si f(z) =1/sin(r/z) € A4 (C*), entonces div(f) =>_, 7 0y —[1/n].

El "Teorema de factorizacion de Weierstrass" permite hallar funciones
holomorfas con (un divisor efectivo de) ceros pre-escritos.

Notacion: Para p € N, definimos el factor principal de Weierstrass de
orden p como la funcién Wy(z) =1 — 2z si p =0, y como

2 P
Wp(z)(l):(l—z)exp<z+22+...+’;)

Mo bien Ey,(2)" factorelemental” deW eierstrass
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si p > 1. En particular, 29 = 1 es un caso somple de W), y en zg = 0 la funcién
In(W)) admite desarrollo en serie de potencias

22 Zp “+o0o Zn
ln(Wp(z)):ln(l—z)+z+7+...+7:_ Z <
2 p
n=p+1
con |z| < 1. Luego
+o00
1 1 |zpt?
[ In(Wp(2))| < —— Z |2|" = —— para |z| < 1
p+1n:p+1 p+11_’2‘
Ast, [In(Wy(2))| < 27Psi |2 < 1/2.
Teorema 2.3.8. — (Teorema de Factorizacion de Weierstrass): Para todo

divisor efectivo en un abierto no vacio  C C, de la forma

D= Zmz[z] = Zmz[zn] >0

z€Q neN
existe una funcion holomorfa f € O(Q) tal que div(f) = D, i.e., una funcion
[ cuyos ceros son exactamente los puntos {zn} y cada uno con multiplicidad
my, > 0.

Demostracion. — Podemos suponer que z, # 0 para todo n > 0, pues si
zo = 0 basta con multiplicar por z™° la funcién construida a partir de los

{Zn}nzl .

Suponemos primero que 2 = C: En tal caso, el hecho que los {z,} sean
puntos aislados se traduce en que lim,,_,{ |2,| = +00. Definimos

7)== T] W, <zo>m

neN

Asi, la convergencia del producto infinito se reduce a estudiar la convergencia
uniforme de la serie

Z M| (Wi, (2/2m))]

neN
sobre compactos de C. Para ello, notemos que si z € D(0, R) entonces existe
no € N tal que |z,| > 2R para todo n > ng y por ende |z/zy| < 1/2 para todo
n > ng. Luego

1 In(Wham, (2/20))] < 27Fm) vz e D(0, R) Vn > ng
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de donde deducimos la convergencia uniforme de > mn | In(Wi g, (2/2m))|
en D(0, R) y asi, la convergencia de f(z) = [[,, Watm.,. (2/20)™ en todo com-
pacto de 2 = C. Por construccion div(f))D.

Supongamos ahora que 2 # C: En tal caso, el hecho que los {z,} sean

. . _ —
puntos aislados se traduce en que max{|z,|, dist(z,, Q)~'} "2 1 5. Por
conveniencia realizamos una particion N = I U J de los indices de tal suerte

que
def . -1 def . -1
n €l & |z,| > dist(z,, 0Q) y neJES |z <dist(z,,00Q)
Asi, limyernstoo |2n] = +00. Luego, el razonamiento en el caso anterior

muestra que

9(z) = H Wi, (2/20)™"

nel
converge en C y sus ceros estan dados por los {z, }ner con multiplicidad m,.
Por otra parte, tenemos que limye 7 p—s 400 dist(zy,,0Q2) = 0. Para cada n € J,
sea wy, € 0N tal que |z, — wy,| = dist(z,, 002), y definamos
h(z) = H Watm, ((zn — wn)/ (2 — wn))™"

neJ
donde Wy im, ((zn, — wyn)/(z — wy)) se anula en el dnico punto z = z, que
verifica (z, — wy)/(z —wy,) = 1. Sea K C Q compacto y sea § := dist(K, 9Q),
luego existe ng tal que |z, — wy)| & dist(zy, 0Q) < 6/2 para todo n > ng y por
tanto

Zn " Wn Séﬁ:l Vze K
Z — Wy 1) 2
Zn — W 1
— ln<Wn+mn <;_wn>> < g
n

en K. Luego h converge uniformemente en todo compacto K C €. Asi, la
funcién f := gh € 0(Q) verifica div(f) = D.
O

Observacion 2.3.9. — La eleccién de indices "n + m,"

gencia en general. Sin embargo, si {zy,},>0 C C son puntos aislados tales que

> Mn
—_— 00
=0 |Zn|p+1

asegura la conver-

para p € N se cumple que
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Luego f(z) = [[,, Wp(2/2n)™" converge uniformemente en todo K C C com-
pacto. En particular, si ) m,/|z,| < 400 entonces f(z) = [[(1 — z/z9)"™
funcional

Corolario 2.3.10. — Sea Q@ C C abierto no-vacio y f € M (Q) funcion
meromorfa. Entonces, existe una escritura global
f=g/h enQ

donde g,h € 0(Q), y donde h posee como ceros los polos de f y como multi-
plicidades los drdenes de cada polo correspondiente.

Demostracion. — Escribamos el divisor div(f) como
div(f) = > malel = Y dnlwn]
€V (f) wn€P(f)

=:div(f)4+ — div(f)-
donde V(f) = {zn} es el conjunto de ceros (con my, > 0) y P(f) = {w,} es el
conjunto de polos (con —d,, < 0, i.e., d, > 0). El Teorema de factorizacién de
Weierstrass nos permmite hallar h € &(Q) tal que div(h) = div(f)_. Luego,
g:=fheo(Q)y div(g) = div(f)+.
O

Observacion 2.3.11. — Notar que si {2 C C es un abierto conexo no vacio
entonces (1) es un dominio entero (i.e., f,g € () son tales que fg =0
en 2, entonces f =00 g =0 en ). Asi, el corolario anterior nos dice que

donde £(2) := Fr(0(Q2)) es el cuerpo de fracciones de 0(2).

Cultura general 2.3.12. — Sea p € R>Y. Decimos que f € 0(f) tiene un
orden de crecimiento < p si |f(z)| < Aexp(B|z|?) para ciertas constantes
A, B € R*Y y para todo z € C. El orden de crecimiento de f es el infimo
po de dichos p.

Teorema 2.3.13. — (Teorema de Factorizacion de Hadamard) Supongamos
que f € O(R) tiene orden de crecimiento po, y sea Kk := |po| su parte entera.
Siz0 =0 y{zn}n>1 = {21, 22,...} son los ceros de f, entonces

+o00
f(z) =B zm H We(z/20)

n=1

donde P € C[z] polinomio de grado < k y donde m = multy(f) > 0.
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Ejercicio 2.3.14. — Usar el Teorema de Factorizacion de Hadamard que:
(1) Para todo z € C
oo 2,2
e _ 6bz — (CL _ b)ze(a+b)z/2 H <1 + (a - b) z >

An272
n=1

(2) Para todo z € C

cos(rz) = ﬁ (1 - (27;?1)2>

n=0
(3) La ecuacién e* = z tiene infinitas soluciones en C.

2.4. Teorema de Residuos

Recordemos que si 2 C C es una vecindad abierta de z0 y f € O(2\{z20}),
entonces f admite un desarrollo en serie de Laurent

a_9 a_q
f(z) = an(z —20)" =+ + + +ap+ai(z—2) +---
) nZE% ol ) (z—20)* z—2 ( )

donde )
z
ap — — Lmdz
270 Jp(zp,0) (2 — 20)
para todo n € Z, y donde € > 0 suficientemente pequefio tal que D(zg,¢€) C Q.

En particular

1
a_1=— f(z)dz
270 Jr(z0,6)
Definicion 2.4.1. — Sea §) C C vecindad abiertade zg € Cy f € O0(Q\{z0}),
y consideramos w := f(z)dz la 1-forma diferencial asociada. Definimos el
residuo de w en zy mediante
1
Res(w, 20) := — w
211 ['(20,¢€)

donde € > 0 es suficientemente pequefio tal que D(zg,€) C 2.

Observacion 2.4.2. — El residuo Res(w, z9) corresponde al coeficiente a_1
de la serie de Laurent de f centrada en zj.

Notacién. En muchos textos se habla del “residuo de f en zy”, dado por:

1
Res(f, 20) = i ” )f(Z)dZ
20,€
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y también lo usaremos frecuentemente. Sin embargo, desde un punto de vista
técnico, es mejor hablar del residuo de una 1-forma diferencial, pues:

(1) Se comporta mejor al hacer cambios de variable (“biholomorfismos”).

(2) Esta definicién se extiende mejor a funciones de varias variables comple-
jas (!). El residuo de Poincaré asocia una (n — 1)-forma diferencial
Res(w) a una n-forma diferencial w = f(z1,...,2n)dz1 A -+ Adzp.

A continuacion, ejemplificamos las propiedades més ttiles de los residuos.
Ejemplo 2.4.3. — Sea f € 0(Q\{z0}).
(1) Si f posee una singularidad removible en zg, entonces
Res(f,20) =0 (cf. Teorema de Cauchy-Goursat)
(2) Si f(z) =exp(1/2) = >_,5¢(1/n!)2z7", entonces Res(f,0) = 1.
(3) Si f € # () es meromorfa y f = u/v con u,v € O(f) entonces
Res(f, z0) se calcula mirando (jfinitos términos!) los desarrollos de series

de potencias en 2y de u y v, y con ello se puede deducir los primeros
términos de la serie de Laurent de f centrada en zy. Por ejemplo:

Supongamos que f = u/v con u,v € 0(Q) y f posee un polo simple
en zg, i.e., u(zp) # 0 y v posee un cero simple en zg (i.e., v(z9) =0y
v'(20) #0). Asi,

v(2) = v'(20)(2 — 20)h(2)
con h € 0(R), tal que h(zp) # 0, luego

flz) = M2 (o)

v'(20)
Por ende,
u(z) = u(z0) si v(zg) = v (2
Res(v(z),zo> = V(o) (z0) =0y v'(20) # 0.

El anélisis anterior se generaliza a la siguiente férmula, bastante 1til en
la practica.

Ejercicio 2.4.4. — Probar que si f posee in polo de orden m > 1 en
2o entonces

1 dm—l
(m — 1)l dzm—1

Res(f,z0) = ((z=20)"f(2))

z2=2z0
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(4) Para funciones concretas dadas, se sugiere intentar escribirla (local-
mente) como cociente f(z) = wu(z)/v(z) para ciertas funciones holo-
morfas u, v y estudiar las series de potencias de cada una de ellas, o bien
utilizar directamente la férmula del Ejercicio anterior.

Ejercicio 2.4.5. — Sea f(z) = tan(z) € #(C). Calcular Res(tan(z), a)
para todo a € C.

(5) No es necesario restringirse a circulos I'(zg,¢) para calcular residuos.

Sea U vecindad abierta de zg tal que K := U C () es compacto con
borde 0K de clase €' por pedazos. Entonces:

1
Res(w, ) = o /aKw

En efecto, el Teorema de Cauchy aplicado al compacto

KQ = ﬁ\D(Zo,E) - Q\{Zo}

02/ w:/ w—/ w
0Ky oK T'(20,¢)

para todo € > 0 suficientemente pequerio.

implica que

La siguiente propiedad de cambio de variable, justifica el hecho de usar
formas diferenciales en lugar de funciones al momento de integrar.

Proposicion 2.4.6 (Cambio de variable). — . Sea Q C C una vecindad
abierta de zy, f € O(Q\{z0}) y w = f(z) dz la 1-forma diferencial asociada.
Supongamos que z = p(w) es un cambio de variable biholomorfo entre una
vecindad de wy 1= ()071('20) y una vecindad de zy, entonces

Res(¢*w,wp) = Res(w, 20)
donde ¢*w = f(p(w))¢'(w) dw es el pullback de w por .
Demostracion. — Para una vecindad abierta acotada (suficientemente

pequeiia) W de wg tal que OW es de clase €1, el abierto imagen U := (W)
es una vecindad de zyp = ¢(wp) tal que AU es de clase €1, Asi, como z = ()

ef 1 1 e
Res(p'w, wp) < o — / o) (wydw = 5— [ f(=)dz = Res(w, 20),
™ Jow 271 oU
donde la orientacién de los bordes es preservada dado que det(dyp,,) > 0 gracias
a las ecuaciones de Cauchy-Riemann reales. O
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Ejemplo 2.4.7. — Sabemos que Res(exp(1/z),0) = 1. Luego, si consider-
amos el cambio de variable (localmente biyectivo) z = sin(w), luego

Res(exp(1/sin(w)),0) =1

Del mismo modo, Res(exp(1/sin(w)) cos(w),nm) = 1 para todo n € Z y como
cos(nm) = (—1)" se tiene que

Res(exp(1/sin(w)), nm) = (—=1)" Vn € Z

El teorema principal de esta seccién, que es una vasta generalizacion del
Teorema de Cauchy-Goursat y de la Férmula de Cauchy, es el siguiente:

Teorema 2.4.8 (Teorema de Residuos). — Sea Q C C un abierto no-vacio
y {an}tn>0 € Q una sucesion de puntos aislados. Supongamos que f es una
funcion holomorfa en Q\{ap}n>0. Entonces,

Para todo compacto K C ) con borde de clase €' por pedazos tal

que OK N {an}n>0 = 0 se tiene

(z) dz = 2mi Z Res(f, an).
oK an€K
Demostracion. — La hipétesis del Teorema implican que K N {ay}n>0 €s un
conjunto finito de puntos que no pertenecen al borde K. Asi, existen radios
> 0 tal es que D(an,r,) C int(K). Luego Ko = K\ U, cx D(an, ) es
un compacto con frontera ¢! por pedazos y f holomorfa en una vecindad de
0Ky, luego el Teorema de Cauchy implica que

0= o f(z)dz = /BK f(z)dz — Z /F(an’rn) f(2)dz

an€K
de donde se obtiene la férmula deseada. O

Ejemplo 2.4.9. —
(1) Sea f(z) = exp(1/z%). Entonces f admite el desarrollo en serie de

Laurent

11 11 11
JE =1+ et gatgs

Luego, Res(exp(1/z),0) = 0. Asi, el Teorema de Residuos implica (por

ejemplo) que
/ /¥ dz =0
oD(0,r)

+ .- Vz e C*

para todo r > 0.
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(2) Sea f(z) = 1/(2(z — 2)*) y sea I'(0,3) el circulo de radio 3 con centro
en zgp = 0 (orientado en sentido anti-horario). Luego, el Teorema del
Residuo nos dice que

/ F(2)dz = 2mi(Res(f,0) + Res(f,2)
(0,3)

En zg = 2, escribimos
1 1 1 1
(z) = (z—2% 2z (z—2* 24+ (2-2)
1 1

2(z—2)1 (1_ ﬂ)

2

—+o00 n
_ Z (271131 (Z o 2)1174

n=0

y luego (en n = 3) tenemos que Res(f,2) = —1/16.
En 29 = 0, al ser un polo simple

Res(f,0) = Jim (= —20)/(2) = lim 2/(2) = 555 = 15

N / F(2)dz = 2mi(1/16 — 1/16) = 0
1(0,3)

De forma similar,
/ f(z)dz = -5
r,1) 8

Ejercicio 2.4.10. — Calcular
5z —2
/ 22,
1'(0,2) z(z —1)

2.5. Calculo de integrales reales mediante residuos

En esta seccién explicaremos cémo el Teorema de Residuos puede ser us-
ado para calcular integrales reales que involucran funciones holomorfas, que
muchas veces no poseen primitivas elementales. Incluso en el caso de que las
funciones posean premitivas conocidas, suele pasar que el cdlculo de residuos
permite obtener resultados mucho més rapidamente.
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Ejemplo 2.5.1. — Fracciones racionales en R =] — oo, +-00].
Supongamos que queremos calcular
+o00
f(z)dx
—00

donde f(z) = P(z)/Q(x) es cociente de dos polinomios P, Q) € R[x] tales que
(1) f(2) = P(z)/Q(z) no posee polos en el eje real.
(2) d:=gr(Q) — gr(P) > 2, lo que implica convergencia absoluta.
Para calcular [ f(x)dz consideramos el compacto
K :=D(0,R)N{z: Im(z) > 0},

es decir, la semi-circunferencia con bordes vi(t) = ¢ para t € [-R,R] y
y2(t) = Re® para t € [0, 27].

IMAGEN 1. Semi-disco de radio R en el semi-plano superior.

Sea ¢ € R el cociente entre el coeficiente principal de P y @, de tal suerte
que | f(2)] ~ |c| - |2]~? cuando |z| — +oo. En particular,

f(z)dz

72
cuando R — +o00.
Por otro lado, el Teorema de Residuos implica que

f(z)dz &f f(z)dz+ | f(z)dz=2mi Z Res(f, an)
7 72

an€K

Cl/

<U(y)C'R™%=7RC'R™? = =

—0

oK
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[ s o

Luego, si R — +00 obtenemos

_:O ggi;d:v =2ri Y Res (g an>

Im(an)>0

donde

Por ejemplo, para calcular

+oo 2 1 +o0o 2
/ T g = / AN
o z84+1 2 ) o 2541

debemos determinar los polos de f(z) = P(z)/Q(z), con P(z) = 2%y
Q(z) =20+ 1.
Sr1=1==-1=e"<—=2=0q, := i7m/6,2min/6

— oxp (ZT@n 4 1))

conn =0,1,...,5. Solamente ag = /6, a1 = i y €®/6 tienen Im(ay) > 0.
Msés aun, dado que f = P/Q posee polos simples, se tiene que
P
Res(f,an) = /(an) (ver Ejemplo 2.4.3.(3))
Q' (an)
En particular,
Res(f, an) = 22 — L
es(f,an) = —% = —=
M 6ad 6ald
y asi (dado que ag = a3 =i, a} = —i), concluimos que

1 +o00 2
/f Ydx = 2mi ————1— W,i.e.,/ I
61 6i 61 3 o a0 +4+1 6

Cabe destacar que en caso general, podriamos haber considerado el com-
pacto K := D(0, R) N {Im(z) < 0}. En tal caso, dado que la orientacién del
eje real es la opuesta, se deduce que

+oo P(l‘) .
dx = —2mi Res(f, an)
ORI

Asi, dado que f = P/Q no posee polos en el eje real tenemos que

ZRes(f, a) =0

aeC

Esto tltimo se extiene a funciones meromorfas méds generales mediante:



112 CAPITULO 2. FUNCIONES MEROMORFAS Y RESIDUOS

Definicion 2.5.2. — Una vecindad del infinito es un anillo abierto de la

forma
def

A(0, R, 4+00) = C\D(0, R) = {z € C tal que |z| > R}
para R > 0. Sea f € 0(A(0, R,+00)) holomorfa en una vecindad del infinito,
y sea ¢(z) := 1/z biholomorfismo entre A(0; R,+o0) y A(0;0,1/R). Para
w = f(z)dz, se tiene que p*w o —f(1/w)w2dw y definimos
Res(w, 00) := Res(f, 00) := Res(—f(1/w)w™?2,0)

i.e., Res(f,00) = —(coeficiente a_; de la serie de Laurent de f centrada en 0).

Ademas, decimos que z = oo es un polo de orden m de f si w =0 es un
polo de orden m de f(1/w) (i.e., la serie de Laurent de f centrada en 0 posee

finitos coeficientes a,, # 0 con n > 0); y en caso contrario decimos que f posee
una singularidad esencial en z = oo.

Proposicion 2.5.3. — Sea f € #(C) funcion meromorfa, entonces
Z Res(f,a) =0
aeCU{oo}

si f posee finitos polos (de tal suerte que la suma es finita).

Demostracion. — Consideremos R > 0 tal que D(0, R) contiene a todos los
polos de f, salvo z = co. Entonces

/ f(z)dz = 2mi Z Res(f, a)
I'(0,R) a€CU{oo}
Por otra parte, notando que w = 1/z cambia la orientacién de circulos centra-
dos en zo (pues envia v(t) = Re' en §(t) = 5e~ "), tenemos que

/ f(z)dz = / w= —/ orw ™ —2miRes(f, 00)
I'(0,R) I'(0,R) (0,1/R)
Le, 2 qecufoo} Res(f,a) = 0. O

Ejemplo 2.5.4. — Fracciones racionales trigonométricas en [0, 27].

Supongamos que queremos calcular
2T
F(cos(t),sin(t))dt
0
donde F(z,y) € R(z,y) es una funcién racional en 2 variables que no se inde-

termina en el circulo 72+ = 1 de R?. Si escribimos z(t) = €% con t € [0, 27],
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tenemos que 2’/(t) = ie’ y luego si definimos
1 1 1 1 1
=F(z(z4>),=(z==))=ecC
/) <2 <Z+Z>’2i <Z z)) iz (2)
obtenemos una funcién racional tal que si z = e®* € 9D entonces

F(e) = F(cos(t), sin(t))—

7 ez‘t

es decir,

2m
/0 F(cos(t),sin(t))dt = /mf(z)dz.

En particular, el Teorema de Residuos nos dice que

27
/0 F(cos(t),sin(t))dt = 2x Z Res(g(z), a)

acD

o) = %F (; (z—i— i) % (z— i)) € C(2)

funcional racional. Por ejemplo, para calcular

2m 1
I:/ ——dt
o 2+ cos(t)

ZJ%I, y luego

donde

consideramos F'(z,y) =

(2) 1 1 2
Z) = — = .
g z\2+1(z+1/2) 22 +4z+1

Como 22 +4z+1=(z—A)(z—X)con A\ = —2—-+/3¢&D, —2++/3€D

tenemos que
2 2T

A=A V3
Ejemplo 2.5.5. — Integrales de Fourier. Sea f: R — R.
Veremos pronto que el Anélisis de Fourier requiere calcular transformadas

I = 27mRes(g, \2) =27

de Fourier de la forma siguiente (salvo cambios de signo)
+oo
f(z)e*™™ % dy, w € R fijo
—0o0
y donde podemos asumir que w > 0, haciedo u = —z si fuera necesario. Dicho

signo es importante, pues si z = & + iy entonces |e?™“?| = ¢~2™Y y por ende

usaremos el Teorema de Residuos en el semi-plano superior {Im(z) =y > 0}.
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Proposicion 2.5.6. — Supongamos que w > 0 y f se extiene en una funcion
holomorfa f(z) definida en una vecindad abierta de

H := {z € C tal que Im(z) > 0},

salvo quizds finitos puntos singulares a; ¢ R. Si lim  f(z) =0, entonces
|z| =+o0, z€H

/ f(2)e*™™ % dy = 2mi Z Res(f(2)e*™% a;)
—o° Im(aj)>0

Demostracion. — Consideramos el compacto

K := D(0,R) N {z : Im(z) > 0},

es decir, la semi-circunferencia con bordes vi(t) = ¢ para t € [-R,R] y
72(t) = Re® para t € [0,27]. Sea w := f(2)e?™? dz.

IMAGEN 2. Semi-disco de radio R en el semi-plano superior.

El Teorema del Residuo implica que

/ wdéf/w—&—/w:%riZRes(f,a)
oK 71 V2

acK
y donde

R
/ wd:ef/ f ()™ g arel
gél -R
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la integral deseada. Finalmente, notamos por un lado que I := fw w cumple

™ . w/2 ]
‘[2’ < MR/ Re—Qﬂ'szln(t)dt — QMRR/ e—27rszm(t)dt
0 0

donde Mp := SUDL (0, )T |f(2)| y donde |e?™w?| = ¢—2mwhy(t) — g—2rwhisin(t) g
z = z(t) = Rcos(t) + iRsin(t). Por otro lado, se sabe qu sin(t) > 2t para

t €10,7/2] y luego

/2
|I5| < 2Mp / e ARl g — (
0

cuando R — +oo. O

1— 6727er

M 0
2w > R

Por ejemplo, se tiene que

+o00 e?ﬂ'iwx e27‘riwz 6—27Tw
72d:v = 27t Res 5,0 ) =2mi——— = e 2™,
oo 1+x 142 29

Observacion importante 2.5.7. — El método anterior puede usarse (con
pequenas modificaciones) si f posee finitos polos simples reales. Por ejemplo,
si f(z) =1/zy €2™w? = ¢* (i.e., w = 1/27) consideramos el compacto

K&R::{z:rewG(CtalquesgrgR,0§9§7T},

es decir, la regién delimitada por 0K = y1 U~y U3 U 4 como en la figura.

~a KE,R
Y2
et N 3
—-R —€|€ R

IMAGEN 3. El compacto K. g

Dado que f no posee polos en int(K r) y que f(z) — 0 cuando |z| — +o0,
la integral sobre el semi-circulo exterior tiene a 0 cuando R — +oo. Asi, el

@Si g(t) := % entonces ¢'(t) = ms(tiigsm(t) < 0 para ¢ €]0,7/2[ dado que t < tan(t) en
dicho intervalo. Asi, g(t) > g(5) = % para todo ¢ € [0, Z].



116 CAPITULO 2. FUNCIONES MEROMORFAS Y RESIDUOS

Teorema de Cauchy-Goursat implica que

e iz R iz iz
lim (/ edx—i—/ edx—F/ 6d2> =0
Aot \Jop @ s T {|z|=¢, Im(2)>0} #

Para la tiltima integral, notamos (usando series de Laurent) que €¥*/z = 2~ 1 +i+0(2)
y luego, si z = z(t) = e’ con t € [0, 7] entonces

iz 0 ) ]
/ € = / (e7te ™ i+ O(e))eiedt = —im + 2ie + O(£?),
{|z|=¢, Im(2)>0} < ™

de donde deducimos que

+o0 iz +00 o3 R _ix _ _—ix
/ € dr=2 / SIn() J 4y i £ —° i
0

oo T x R—+oc0 J, 2ix
e—071
1 . e? 1.
= —- lim —dz = —=(—im) = .
L e=0F J{jz|=¢, Im(2)>0} ? !

oo sin(x) o
— dr=73.

De lo anterior, concluimos ademds que f0+

Ejemplo 2.5.8. — Integrales con factor % (a ¢ Z) en [0, +o0].
Sea a € R\ Z. Supongamos que queremos calcular

/J:O f(x)zdx

donde f(z) = P(z)/Q(x) es el cociente de polinomios P, Q) € R[z] tales que:

(1) P(0) # 0 y @ no posee ceros reales positivos (i.e., en [0, +00])
(2) a> —1y deg(Q) > deg(P) +a+ 1.
Consideremos 0 < § < € <1 < Ry el compacto Kg 5. como en la figura:

IMAGEN 4. El compacto Kg 5.
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Consideremos f(z)z® donde z® := exp(alog,(z)) estd definida usando la
rama del logaritmo definida en C\RZ?, y se calcula que cuando § — 07 la
suma de las integrales sobre segmentos horizontales converge a

(1 — e?mia) /R f(z)xde,

y que (2) implica que las integrales sobre los circulos interior y exterior tienden
a cero cuando € — 0T y R — +o00. En resumen, se tiene que

+o0 ;
/ f(x)x“dx:% Z Res(f(2)2%, a;).

- a; €C\R=0

Por ejemplo,

too pa-l 2mia 2° 2mi '™ T
dr = —Res | ——,—1] = . = — .
o 14z 1 — e?mia 2(z +a) 1—e?ma(—1)  sin(wa)
Ejemplo 2.5.9. — Integrales con factor In(x) en [0, +-o00].

Supongamos que queremos calcular
+oo

f(z) In(z)dx
0

donde f(x) = P(x)/Q(x) es cociente de dos polinomios P, Q) € R[z| tales que

(1) @ no posee ceros en R=0,

(2) deg(Q) > deg(P) +2
Aqui, la astucia es considerar g(z) := (log.(z) — im)?f(z) donde log_(z) es
la rama del logaritmo definida en C\Rzo y considerar el compacto Kg. s del
Ejemplo anterior. Con nuestras hipétesis:

(1) Las integrales sobre los circulos interior y exterior tienden a 0 cuando
e—= 0"y R— +oo.
(2) En el eje real, obtenemos curvas y(t) =t i y luego, en el limite:

R € R
/ (In(z) — in)% f (z)dx +/ (In(z) — im + 2mi)2 f(x)dx = 42'77/ f(z)In(x)dx

R

cuando §—01 cuando §—0—

Asi, obtenemos
[ r@m@dr= -3 > Res(log, () im?1(2).a)
) 2
acC\R20

Observacion 2.5.10. —
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(1) La integral f0+oo f(z) In(z)dzx converge incluso cuando z = 1 es un polo
simple de f(z) = P(z)/Q(z). Considerando, en el calculo anterior,
pequenos circulos de la forma I'(1, €) y usando Ln(z) (la rama principal
del logaritmo) se puede probar que

+o0 1 7T2
/0 f(z)In(z)dx = —iRes((logW(z) —im)2f(2),a) + ?Res(f(z), 1)

Por ejemplo,

o In(x) 1 (log, () —im)? L
/0 ———dx — iRes <, —1) +?Reb(f(z), 1).

2 -1 22 -1

=0 pues log, (—1)=im

20 In(x) T
dr = —.
/0 22 17Ty

(2) La misma astucia permite evaluar (en principio) integrales de la forma

+oo
/0 F(@)R(n(2))dx

donde R € R[z] es cualquier polinomio. Para ello, se debe encontrar un
polinomio R € C[z] tal que R(z + 2mi) — R(z2) = R(z) y considerar la

funcién g(z) := R(log,(2))f(2) en K. .

Asi, concluimos que

Ejercicio 2.5.11. — Usar el Teorema del Residuos para calcular

+oo 1
(1) /Oo x4+1dx

+o0 3
(2) / zsin(z) dx para a >0

—00 2 + a?
Ejercicio 2.5.12. — Probar las siguientes férmulas:
2m
1 21a
1 do = todo a > 1.

+oo l
(2) /0 x;l_(:cC)Lde — % In(a) para todo a > 0.



CAPITULO 3

INTRODUCCION AL ANALISIS DE FOURIER

Histéricamente, la transformada de Fourier de una funcién real f : R — R
se obtiene al considerar la serie de Fourier de una funcién T-periédica como
una suma de Riemann que, cuando T' — —+o00, tiende a la identidad

+oo .

flx) = / f(w)e*™™ dy Ve e R
—00

donde f f +OO x)e 2Ty w € R, es la transformada de Fourier

de f. Nuestro ObJetIVO seré dar un marco tedrico formal donde estas férmulas
tengan sentido (jy seamos capaces de probarlas!)

3.1. Transformada de Fourier y la clase .

Definicion 3.1.1. — Sea f: R — R (o C) funcién continua. Decimos que f
tiene decrecimiento moderado si existe A € R>Y tal que
A
 —
@) <

para algin € € R>%, y donde frecuentemente se fija ¢ = 1. Denotamos por
M (R) al R-espacio vectorial de funciones de decrecimiento moderado.

Lema 3.1.2. — Sea f € M(]R , entonces la transformada de Fourier

/ f —27rzxwd

converge para todo w € R.
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Demostracion. — Sea Iy := fiVN f(z)e*™ @ dy para todo N € N1, Entonces,

2A
|m-mm/' | (@))dz <
N<|z|<M eN¢

si M > N y luego {In}n>1 es una sucesiéon de Cauchy si y solo si es conver-

gente.
O

Ejercicio 3.1.3. — Sea f € M(R) de decrecimiento moderado. Probar que:
(1) Para todo h € R se tiene [ f(z — h)dz = [ f(z)dz.
(2) Para todo 6 € R”? se tiene 6 [, f(6x)dz = [; f(z)dx.
(3) Jglf(z—h)— f(z)|dz — 0 cuando h — 0.

Ejercicio 3.1.4. — Sea f € M(R) de decrecimiento moderado. Probar que
si:
(1) g(z) := f(z+ h) con h € R, entonces §(w) = f(w)e2 v,
(2) g(z) := f(z)e~?™®" con h € R, entonces §(w) = f(w + h).
(3) g(z) := f(6x) con § € R>?, entonces g(w) = 6L f(w/9).

Definicion 3.1.5. — Sea a € R™Y y consideremos la franja horizontal
Sa :={z € C tal que |[Im(z)| < a}

Decimos que una funcién f € €(S,) pertenece a la clase %, si existe A € R>?
tal que

) <
S+ i)l < s

para todo z € Ry |y| < a, i.e., f tiene decrecimiento moderado (uniforme) en
cada recta horizontal {Im(z) = y} con —a < y < a. Més atn, decimos que f
pertenece a la clase .%,, para algiin ag € R>".

Ejemplo 3.1.6. —

(1) f(z)=e* € .%, para todo a > 0.
(2) Sea ¢ € RV y consideremos f(z) = 1/(2% + ¢?), con polos simples en
z = +ic, entonces f € %, para todo 0 < a < ¢. En efecto
1 1 1
< = =
O S e “ e -~ 2 @)

FEjercicio 3.1.7. —
(1) Probar que f(z) = 1/ cosh(wz) pertenece a .%, para todo 0 < a < 1/2.
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(2) Probar quesi f € %, entonces para todo n € N=! se tiene que e 2
para todo 0 < b < a.
Indicacién: Considerar las férmulas y desigualdades de Cauchy

Teorema 3.1.8. — Sea [ € F, para cierto a > 0. Entonces, existe B > 0
tal que
|f(w)| < Be~ >l

para todo w € R y todo 0 < b < a.

Demostracion. — Dado que f def fR e~ 2mizw gy el caso b =0 (i.e., fes
acotada) se deduce del lema anterlor (toda 5ucesién de Cauchy es acotadal).
Luego, podemos asumir que 0 < b < a. Supongamos que w > 0 y sea

9(2) = f(z)e 2w
Consideremos el compacto

y notar que

’I4|</ ‘f Zt —27mi(—R— ltw‘dt</ L o Ttw gy

" A gy = P R

=) ® R?

0

y de manera similar |y >° 0. Luego, cuando R — 400, el Teorema de

Cauchy se traduce en

_ / f($ - ,L-b)ef2ﬂ'i(x7ib)wdl,
R

A A
— |f(w)| < / 76_27rbwd33 < Be—27rbw
g 1+ 22

para cierto B € R>?. El caso w < 0 se prueba de manera similar cambiando
K por el rectdngulo de vértices —R, R, —R + ib, R + ib.
O

Observacion 3.1.9. — El teorema anterior nos dice que si f € %, entones
f decrece rdpidamente cuando |w| — +o0o. Ademds, mientras mas podemos
extender f (i.e., mientras mayor sea a > 0) entones tenemos un mejor decrec-
imiento de f (i.e., mayor serd b).
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3.2. Transformada inversa de Fourier y Férmula de Poisson

En esta seccién veremos c6mo recuperar una funcién de clase .% a partir de
su transformada de Fourier.

Lema 3.2.1. — Sea A € R°° y B € R, entonces

+00 ) 1
/ e—(A—l—zB)wd,w —
0

A+iB

Demostracion. — Como A > 0y B € R, |e-(AHBw| — o=Av v Jyego
f0+°° e~ (AtiB)w gy converge. Por definicién

+o00 ) R )
/ 67(A+’LB)’LUd,w = lim e*(A+ZB)wdw
0

R‘)+OO 0
6—(A+iB)w R
= lim |-——+
R—+00 A+1iB 0
B 1
~ A+iB
O
Teorema 3.2.2. — (Teorema de inversion de Fourier). Sea f € .F, entonces:
+oo )
f@) = [ fw)aw
— 00
para todo x € R.
Demostracion. — Escribamos
A~ . 0 A . +w A~ .
/ f(w)e27rzmwdw _ / f(w)627rzxwdw + / f(w)e2mzwdw
R —00 0

Supongamos que w > 0 (2da integral): Si f € %,, fijamos b tal que 0 < b < a
y recordemos que (c.f. §2.5)

f(w) = /Rf(u - ib)e_QWi(“_ib)wdu
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Luego:

+oo ) def +oo +oo ) ) )
/ f(w)e27rzzwdw def / / f(u _ ,L-b)e—27rz(u—zb)w€2mzwdudw
0 0 —o0

+oo +o00 ) .
_ / f(u _ Zb)/ e—27rz(u—zb—ac)wdwdu
0

+oo 1
- /_Oo flu—ib) 27b 4 2mi(u — x) du

1 /+°° f(u —ib) s

21t J_ o u—1tb—x

+oo | .
/ f(w)e*™ ™ duw € Jim ! / /(z) dz
0 TR

ie.,

R—+o00 2771'2 zZ—X
donde g es la curva yg(t) =t —ib con t € [-R, R).

De manera completamente andloga:

° : 1 f(z)
27rzacwd = lim — KR
/_oo f(w)e w A_ z

R—+o00 271 — i

donde A4 es la curva g(t) = t +ib con t € [—R, R]. Asi, si consideramos el
compacto:

y la funcién f € O(Kp), tenemos que la férmula de Cauchy implica que
1
f@ =5 [ Ha
27T Jogp 2 — X
Por otra parte, el hecho que f € %, implica que

(2)

AR
2

dz — 0
.

cuando R — o0 para ¢ = 1,2. Finalmente, deducimos que

_ 1 f(Z) R—+00 oo s 2mizw 0 2miwz
fla)= o /aKRzde 2 [ e+ [ fe

O]

Ejemplo 3.2.3. — Funciones caracteristicas:

(1) Distribucién normal. Sea f(z) = ™ y veamos que

fw) = e’
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Notar que

flw) = /Re_mze_%mwdx — f(0) = / e dy = 1

R
Asi, podemos asumir w # 0. Si w > 0 consideremos el compacto

y sea f(z) = e ™, I; .= f'Yj f(2)dz. El Teorema de Cauchy implica
que [, f(z)dz = 0. Por otro lado:

R

a) I =/ f(t)dt Ropo / e ™ dt = 1.
-R R

b)

-R R . ‘
I3 = / ft+dw)dt = —/ e~ mtHw)? gy . omw? / e TteT 2T gy
R -R

R— 2 5
y luego I3 2EO _emw

c)

L= / F(R+it)idt = / e TR H2RI—1%) 4
0 0

_ R .. R
Luego |I2| < Cye (Lamare) y similarmente |/4]| marel)

Finalmente, 0 = I1 + 1o+ 13+ 1y mare 1—e7rw2f(w), ie., f(w) = e~mw?
El caso w < 0 es completamente andlogo.

1 z—p )2
Ejercicio 3.2.4. — Sea f(x) = 5 e=2(5*)" donde v e Ry
oV 2w

o € R>, Calcular f(w).

1
(2) Distribucién de Cauchy. Sea f(x) = a2 Vimos en que
x
2miwx
£ def € —27w
—w)= [ ——dx =Te
f-w) /R 1+ 22 T
para w > 0. De manera similar (e.g. usando el Teorema de residuos) se
Y para w > 0, i.e.,

calcula que f(w) = me 27
f(w) = we~ vl Vw e R

Ejercicio 3.2.5. — Sea
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donde 29 € R y v € R>. Calcular f(w).

(3) Distribucién de Laplace (o doble exponencial). Sea f(z) = e~271#l. El
ejemplo (2), junto con el Teorema de inversién de Fourier, implica que:

1 _ ; — 1 _ o
S = e 27r|w|e27rzxwdw pimay S = e 27r\t|e 27r7,twdt
1+2x R w——t 14+ w R

1
Tru? para todo w € R.

Teorema 3.2.6. — (Formula de Poisson). Sea f € F, entonces

S i) =3 fn)

neL neL

A 1
y luego f(w) =~

Demostracion. — Supongamos que f € %, y sea b tal que 0 < b < a. Notemos

que la funcién
1
g(z) - e2miz _ |
posee polos simples en cada z = n € Z y ademds Res(g,n) = 1/(27i) para
todo n € Z. Luego f(z)/(e*™* — 1) posee polos simples en cada z =n € Z y

Res (f(z)ln> _fn)

e2miz 2mi

ademas

para todo n € Z. Sea N € N2! y consideremos el compacto Ky dado por

Sea I := | (O Luego, el Teorema de Residuos implica que

o 6271'712_1'
f(2) f(2) S
/ ————dz = 2mi Z Res ( a) = Z f(n)
2miz _ 2miz 1’
KN ¢ 1 acK N ¢ 1 n=—N
Dado que f € %,
N
I def
Gl ; f(n) nze% f(n)

converge y ademds |Is,|I4] — 0 cuando N — +4o00. Luego, basta analizar
lmy 400 1 y limy—s 400 I3. Notar por un lado que si z(t) = ¢t — ib pertenece
a 1, entonces se tiene [e2™*(")| = €27 > 1 pues b > 0. Asi, dado que

1
- —(n+1)
w — 1) Zw

n>0
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si |lw| > 1, tenemos que

1 +oo
_ Tz —2minz
P e E e Vzem

De manera similar, dado que |62”Z\ < 1si z € 73, tenemos que

2minz
€2mz _ Z vz € 3

Z fln) = Nlail}rloo /YI f(2) e~ 2miz Z e 2minz | 4. +/ Z e2minz | g,

nez n>0 n>0

1 —271'2 (n+1)z Ii / 2minz
Nﬁm/ e 5 [ s

Usando que f fR x —ib)e 27”(x*“’)wdac, y similar para la traslacién
T — x + b, obtenemos

Z/f —27rz (n+1) xdl‘jLZ/f 27rma:d
défo(nJrl)ﬂLZf(—n):Zf(n)
n=0 n=0

ne”L

neZ

Ejercicio 3.2.7. — Para todo t € R>?, se define la funcién theta

0(t) := Z et

ne’l
Probar, usando adecuadamente la férmula de Poisson, que

0(t) =e 20(1/t) teR>

Ejercicio 3.2.8. — Probar que para todo a € R>? se tiene que
- Z . n2 Z e~ 2l = coth(ma)
nEZ ne”Z
Cultura general 3.2.9. — La funcién zeta de Riemann
1
() =3

n?
n>1
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es holomorfa para todo z € C tal que Re(z) > 1 (gracias al M-test de Weier-
strass). Mds atn, se puede probar que para Re(z) > 1 se tiene que

+oo
7220 (2/2)C(2) = % /0 W10 — 1)du

iAtencién! La ecuacién funcional de la funcién theta (t) = t~/26(1/t) permite
extender analiticamente la funcién zeta de Riemann a C\{1}.

3.3. Teorema de Phragmén-Lindel6f y Teorema de Paley-Wiener

En la seccién anterior, probamos que si f € .% entonces

:/f(w)€27rizwdw

R

:/f(m)e—%rimwdx
R

Sin embargo, es posible probar que el Teorema de inversién de Fourier sigue
valiendo si f y f son funciones de decrecimiento moderado:
!/
@) < =
Es natural entonces preguntarse por condiciones que nos aseguren que podemos
usar técnicas de andlisis complejo (y no solo andlisis real).

donde

veeR  |f(w)] < Vw e R

Teorema 3.3.1. — Sea f : R — R funcion de decrecimiento moderado, y
supongamos que existen constantes a, A € R>0 tales que

|f(w)| < Ae=2malvl Yw e R

Entonces, f es la restriccion a R de una funcion f(z), con f € O(Sy) para
todo b tal que 0 < b < a. Aqui

de{{z € C tal que [Im(z)| < b}

Demostracion. — Para n € NZ!| se define f,(z = J" nf( 2™ oy,
Dado que F(z,w) = f(w)e2™* es continua y F(z wo) € 0(C) para todo
wo € [—n,n] fijo, tenemos que f, € O(C) es entera para todo n > 1.

Por otro lado, notamos que nuestra hipétesis sobre f implica

/ ]E(w)e%riwzdw
R

< A/ e 2ma=blwl gy, « 400
R
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para todo b < a. De manera similar, tenemos que para todo z € S se cumple

/f(’(U)GQWiwzdw < A/ 6—271'((1—[))|w|dw n—>—+>000
R R

y por ende f(2) := [p f(w)e2™ ™= dw es limite uniforme de funciones holomorfas
en Sy, de donde se deduce que f € O(Sy).
U

Corolario 3.3.2. — Sea f : R — R funcion de decrecimiento moderado, y
supongamos que existen a, A € R>C tales que |f(w)| < Ae=?™*l para todo
w e R. Si f(x) =0 para todo x €]c,d[ intervalo abierto, entonecs f = 0.

Demostracion. — f € O(Sp) tendria ceros no-aislados, entonces f =0 en Sp.

O]

Ejercicio 3.3.3. — Sea f : R — R funcién continua de soporte compacto
(i.e., existe R € R”? tal que f(x) =0 si |#| > R). Probar que si f también es
una funcién de soporte compacto, entonces f =0 en R.

El Teorema de Palet-Wiener da una descripcién precisa del comportamiento
de funciones cuya transformada de Fourier es de soporte compacto. Para ello,
serd necesario el siguiente refinamiento del principio del méximo a abiertos
no-acotados.

3.4. Espacio de Schwartz y Aplicaciones a EDP

En esta seccion estudiaremos el espacio de Schwartz de funciones de crec-
imiento rapido que, a pesar de ser un poco mads restrictivo que el espacio de
funciones de crecimiento moderado M (R), tiene la ventaja de ser un espacio
conveniente para realizar cédlculos.

Definicion 3.4.1. — Sea f : R — R (o C) funcién de clase ¥°°. Decimos
que f tiene decrecimiento rapido si

sup |z[F|fO(z)] < 400 Vk,£>0
z€R

Denotamos por S(R) el R-espacio vectorial de funciones de decrecimiento
rapido llamado el espacio de Schwartz de R.

Ejemplo 3.4.2. —

(1) Si f € S(R), entonces f' € S(R). En particular, S(R) es cerrado bajo
diferenciacion (i.e., d/dz : S(R) — S(R) es un endomorfismo).
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(2) Si f € S(R), entones zf(x) € S(R). En particular, S(R) es cerrado
bajo multiplicacién por polinomios (i.e., S(R) es un R[z]-médulo).

(3) Para todo a > 0, la gaussiana f(z) = e 9% pertencce a S(R).

(4) Si f(z) = e 1*l, entonces f € M(R) pero f ¢ S(R) (pues f ¢ €' (R)).

Ejercicio 3.4.3. — Sea a,b € R con a < b. Probar que la funcién bump
(o funcién test) definida por

0 siz<aox>b

fz) =

e~/ (@=a)g=1/(z=b) sia<x<b
pertenece a S(R).

Observacion 3.4.4. — Si f € S(R) C M(R), entonces

/ f —27rz:cw dx

jAtencién! En ocasiones, escribimos % [f] := f para denotar la transformada

esta bien definida.

de Fourier de f : R — R. De manera similar, escribimos .% ~!] f] = f siempre
que el Teorema de Inversién de Fourier sea vélido (e.g., si f, f € M(R)).

Proposicion 3.4.5. — Sea f € S(R), entonces
(1) Z[f'(@)](w) = 2miw f (w).
(2) F[-2mizf(2)|(w) = f'(w).

Demostracion. — Para (1), integramos por partes
/]]\; f(x)e @0 dy = [f(z)e 2N 4 2miw /]]\; f(z)e ™M@y
Dado q;u f € S(R) C M(R), obtenemos la férmula des;ada cuando N — +oc:
/Rf’(a:)e%mwda; = 2mixf(z)

Para (2), probaremos simultdneamente que f es diferenciable y calcularemos
f. Seae>0y he€R,ydefinamos g(z) := —2mizf(x). Entonces

Aw h _Aw . o e—2mizh _
flw+ }1 f( )_g(w)d:f\/Rf(x)e 271'mw< - 1

+ 27r7jx> dx
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Como f(x) y xf(x) pertenecen a S(R), existe N € N=! tal que

/x|>N fe)lde <€y / ] - | f(z)|dz < €

|z[>N
Ademis, dado que (e=2™%")(0) = —2miz, para |z| < N (compacto), existe
0 > 0 tal que si |h| < ¢ entonces
e—27ri:(;h_1+2 . - €
h iz < o
Luego, para |h| < § tenemos que
£ h) — £ N —2mizh __ 1
flw+ })L (P g/ 1f(2)] - |< ——— +2miz| da + Ce
N

Ast, f e €' (R) y f'(w) = §(w), con g(x) = —2mixf(z).
O

Como consecuencia de lo anterior obtenemos que la transformada de Fourier
define un automorfismo del espacio de Schwartz.

Teorema 3.4.6. — Sea f € S(R), entonces f € S(R).

Demostracion. — Notar que si g € S(R) entonces g es acotada (c.f., Lema en
§3.1)), i.e., sup,ecp [§(w)| < 4+00. Luego, si consideramos

k
o(a) = T o ((2mia) S (@) € S®)

Luego §(w) = w” f!(z) es acotada. Asi, f € S(R).
O

Terminologia(Kernel Gaussiano). Recordemos que fR e dy = 1, y que
flx) = e~ es si propia transformada de Fourier, i.e., f(w) = e ™ Mis
generalmente, para todo > 0 definimos el kernel Gaussiano

Ks(x) := \}ge_”Q/é, con Ks(w) = e mow?
Notar que si § — 07 entonces Kj se concentra en el origen y K tiende a
aplanarse, i.e., K5, K5 no pueden concentrarse simultdneamente en el origen:
la demostraciéon matemaética del Principio de Incertidumbre de Heisenberg se
basa en esta idea!

Tal como veremos al analizar ciertas Ecuaciones en Derivadas Parciales, los
kernel son ttiles para modificar funciones mediante convolucién.
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Definicion 3.4.7. — Sean f,g € S(R). Definimos su convolucién mediante

(f * 9)(x /fw—t

En particular, fxg = g* f y estd bien definida (pues para x € R fijo, la funcién
f(z —t)g(t) tiene decrecimiento répido en t).

Proposicion 3.4.8. — Sean f,g € S(R). Entonces:

(1) Se cumple la formula multiplicativa

[ @itz = [ fwa

(2) f+geSR)
(3) ZIf * gl(w) = Falw)
Demostracion. — La idea de la demostraciéon (admitiendo algunos resultados
de Teoria de la Medida):
(1) La funcién F(z,y) = f(x)g(y ) —2mizy o5 de decrecimiento moderado
al fijar la Varlable x oy, Fi(z) := fR x,y)dy es de decrecimiento
moderado y Fy(y fR x,y) d:v también. Asi, el Teorema de Fubini

implica que

AHWMZAB@@

ie., (1). Para (2), dado que g € S(R), se tiene que para todo ¢ > 0 se
cumple (para y € R fijo)

sup [z[*|g(z — y)| < Ap(1+|y)* (ejercicio)

x€R
Luego,
a?#0meSm4uwm+mﬂw«mawzo
TE

De manera similar, el hecho de que g € S(R) permite bajo el signo
integral y probar que (f % ¢)*)(z) = (f * g () para todo k > 1y
luego, como g¥) € S(R), el calculo anterior implica que f * g € S(R).

Finalmente, (3) se deduce como en (1) al considerar

F(z,y) := f(y)g(x — y)e 2™xw
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Teorema 3.4.9. — Sea § > 0. El kernel Gaussiano

1
Ké(lU) = %e—mﬂ/d

verifica que
(1) Ks(x) >0 para todo x € R y [ Ks(x)dx = 1.
(2) Para todo n >0, fla:|>n |Ks(x)|dx 29,
(3) Para todo f € S(R), (f x Ks)(x) i f(x) uniformemente en x.

Demostracion. — El hecho que [, e™dz = 1 implica (1). Para (2), notemos
que
/ |Ks(w)|da “ L e ™ dy %0
|z|>n lyl>n/V/8

Para (3), notemos que si f € S(R) entonces f es uniformemente continua en
R. Para todo € > 0, existe R > 0 tal que |f(x)| < € si || > R. Ademds, f
es uniformemente continua en el compacto [-2R, 2R] y luego existe n > 0 tal

que si |z], [y < 2Ry |z — y| < n implica |f(x) — f(y)| <.

Por otro lado, si |z| < 2Ry |y| > 2R entonces si |x — y| < n:
2] 2yl = le —yl 2 2R—n = R = [f(x) — f(y)| <2e

Similar: |z| > 2Ry |y| > 2R: |[x—y| < n, luego | f(z)— f(y)| < 2e. Finalmente,
se tiene que:

(f * K3)(2) 2 /R Ks(t)(f(x — 1) — f(a))dt

y asi, dado que K5 > 0, tenemos

|f + Ks(z) = f(z)] < K&(t)f(ﬂf—t)—f(ﬂf)!dH/ [f(z —t) — f(a)|dt

[t]>n [t|<n

=1 =Is

Aqui, I =4 por (2) y dado que f es acotada, y Io =4 pues f es uniforme-
mente continua y [, Ks(t)dt = 1.
O

Las ideas utilizadas en el resultado anterior permiten resolver EDP al
escoger buenos kernel.
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Supongamos que queremos resolver la Ecuacién de Calor 1-dimensional, i.e.,
encontrar u(z,t) tal que

2
?;:gz para todoz € Ryt >0
x

u(xz,0) = f(z) para todo x € R( temperatura inicial)

Al tomar transformada de Fourier, respecto a la variable z, a la ecuacién (E):

A~

= %(w,t) = (2miw)?i(w, t) = —4r*w?a(w, t)

Para w fijo, obtenemos una EDO en la variable ¢ de solucién
a(w,t) = A(w)e T
donde
(1) 4(w,0) = f(w) y lego A(w) = f(w).
(2) La funcién e=#7 %! es la transformada de Fourier del kernel de Calor
Hi(z) := Ks(x) con ¢ = 4, i.e.,

Ht((L‘) — \/iﬁezﬂ/&? y ﬁt(w) — 67471'210225
Teorema 3.4.10. — Dado f € S(R), definimos u(x,t) := (f * Hy)(x) para
todo t > 0. Entonces
(1) La funcion u es de clase €°° para x € R yt > 0, y ademds u verifica la
Ecuacion de Calor
ou 0%u

ot 9x2
t—0

(2) u(x,t) = f(z) uniformemente en x € R.

Demostracion. — Como u déff * Hy, tenemos que 4 = f - H, = f(w)e_4”2w2t y
luego u(xz,t) = [p flw)e dm*w?te2mivz gy, Agi (1) se obtiene derivando dicha
integral, mientras que (2) es consecuencia directa del Teorema anterior dado
que § = 47t — 0 cuando t — 0.

O
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Ejercicio 3.4.11. — Considere la regién Q := {(z,y) € RZ,x € R,y > 0} y
considere la Ecuacién de Laplace

Pu  *u
AU = w =+ 873/2 =0 en Q
u(z,0) = f(x) para todo x € R

(1) Deducir que a(w,y) = f(w)e 2"l s f e S(R).
(2) Probar que u(z,y) = (f * Py)(z) soluciona la EDP anterior, donde

1 Yy
Py(w) = —- R

es el kernel de Poisson.
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