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CAPÍTULO 1

FUNCIONES HOLOMORFAS E INTEGRACIÓN

Luego de recordar las propiedades básicas de los números complejos, explo-
raremos las nociones de diferenciabilidad e integración en el sentido complejo.

1.1. Preliminares

De manera formal, los números complejos se definen como el anillo cociente

C := R[X]/⟨X2 + 1⟩ def
= {[a+ bX] con a, b ∈ R y [X2] = [−1]}.

y donde se adopta la notación i := [X]. En particular, i2 = −1 en C.

¡Atención! — En la práctica, los números complejos se consideran como el-
ementos del conjunto

C = {z = x+ iy con x, y ∈ R y con i2 = −1}.

Hay una correspondencia biyectiva

z = x+ iy (x, y)
iy

x
C R2

Re

Im

x

y

X

Y

z 7−→ (Re(z), Im(z))

x+ iy ←− [ (x, y)

Imagen 1. El plano complejo.
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Aqúı, el número real x := Re(z) (resp. y := Im(z)) es la parte real (resp.
parte imaginaria) del número complejo z.

Cabe destacar que la estructura de anillo(1) se hereda del conjunto de poli-
nomios R[X]. Más precisamente, para z = x + iy y w = s + it dos números
complejos, se define la suma

z + w := (x+ s) + i(y + t)

y se define la multiplicación

z · w := (x+ iy)(s+ it) = xs+ ixt+ iys+ i2yt = (xs− yt) + i(xt+ ys).

Observación 1.1.1. — Sea z = x+ iy ∈ C un número complejo.
(1) Si z = x+ iy ̸= 0 (i.e., x ̸= 0 o y ̸= 0) entonces

z−1 :=

(
x

x2 + y2

)
+ i

(
−y

x2 + y2

)
cumple z · z−1 = z−1 · z = 1. Luego, C es un cuerpo (e.g. i−1 = −i).

(2) Si definimos el conjugado de z mediante z := x− iy, entonces:

zz = x2 + y2, Re(z) =
z + z

2
, Im(z) =

z − z
2i

.

(3) El cuerpo C hereda de R2 la estructura de espacio vectorial normado.
Más precisamente, definimos la cantidad

|z| := ∥(Re(z), Im(z))∥eucl
def
=
√

Re(z)2 + Im(z)2 =
√
x2 + y2,

que es llamada el módulo de z. En particular, tenemos que

|z|2 = zz y z−1 =
z

|z|2
para todo z ̸= 0.

(4) Para todos z, w ∈ C tenemos que:

(i) |zw| = |z||w|, |Re(z)| ≤ |z| y |Im(z)| ≤ |z|.

(ii) |z + w| ≤ |z|+ |w| y ||z| − |w|| ≤ |z − w|.

Tradicionalmente, estás dos últimas desigualdades se conocen como la
desigualdad triangular.

(1)En términos prácticos, un conjunto dotado de una suma y multiplicación, que verifican
las propiedades usuales. Ver MAT214 (Estructuras Algebraicas) para más detalles.
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z

Re

Im

θ

|z| sin(θ)

|z| cos(θ)

|z|

Imagen 2. Forma polar de un complejo no-nulo.

Recuerdo 1.1.2 (Forma polar). — El conjunto de complejos no-nulos será
denotado C∗ := C \ {0}. Consideremos z ∈ C∗ fijo. Un argumento de z,
denotado arg(z), es un número real θ ∈ R tal que Re(z) = |z| cos(θ)

Im(z) = |z| sin(θ)

¡Atención! — Debido a la periodicidad de las funciones trigonométricas, el
número real arg(z) está bien definido módulo múltiplos enteros de 2π (i.e.,
arg(z) ∈ R/2πZ). Por definición, tenemos que

z = Re(z) + iIm(z)
def
= |z|(cos(θ) + i sin(θ)).

Esta escritura es llamada la forma polar del número complejo z ∈ C∗.

Proposición 1.1.3 (Identidad de Euler). — Sea θ ∈ R un número real.
Entonces,

eiθ = cos(θ) + i sin(θ).

Demostración. — La función real a valores complejos f(θ) = cos(θ) + i sin(θ)

verifica que

f ′(θ) = − sin(θ) + i cos(θ) = i(cos(θ) + i sin(θ)) = if(θ), es decir, f ′ = if.

Además, cumple la condición inicial f(0) = 1. Luego, f(θ) = eiθ.

Lo anterior, motiva la siguiente definición.

Definición 1.1.4. — Sea z = x + iy ∈ C. Definimos la exponencial de z
mediante

ez := exeiy = ex(cos(y) + i sin(y)).
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El siguiente ejercicio resume algunas de las propiedades más útiles de la
exponencial compleja.

Ejercicio 1.1.5. — Sean z, w ∈ C y sea θ ∈ R.
(1) Probar que ez+w = ez · ew.
(2) Probar la identidad de de Moivre, es decir, que

(cos(θ) + i sin(θ))n = cos(nθ) + i sin(nθ)

para todo n ∈ N.

(3) Probar que cos(θ) =
eiθ + e−iθ

2
y que sin(θ) =

eiθ − e−iθ

2i

1.2. Sucesiones

Recordemos la noción de convergencia en los números complejos.

Definición 1.2.1. — Sea {zn}n∈N una sucesión en C. Diremos que {zn}n∈N
converge a w ∈ C si lim

n→+∞
|zn − w| = 0, y en tal caso escribimos

lim
n→+∞

zn = w.

Observación importante 1.2.2. — Dado que la noción de módulo | · |
proviene de la norma usual ∥ · ∥eucl de R2, se tiene que

lim
n→+∞

zn = w ⇐⇒ lim
n→+∞

Re(zn) = Re(w) y lim
n→+∞

Im(zn) = Im(w)

La desventaja de la definición de convergencia es que requiere conocer a
priori el candidato a ĺımite. La forma de remediar lo anterior, es considerar la
siguiente noción alternativa.

Definición 1.2.3. — Sea {zn}n∈N una sucesión en C. Diremos que {zn}n∈N
es una sucesión de Cauchy si

Para todo ε > 0, existe cierto N ∈ N tal que |zn − zm| < ε para
todos n,m ≥ N .

Una consecuencia importante de la construcción de los números reales R
usando sucesiones de Cauchy de números racionales es el siguiente resultado
(que admitiremos sin demostración):

Teorema 1.2.4. — El espacio vectorial normado (Rn, ∥ · ∥eucl) es completo,
es decir, toda sucesión de Cauchy converge.

Dado que la noción de distancia en C proviene de R2, se deduce que:
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Corolario 1.2.5. — El espacio vectorial normado (C, | · |) es completo.

En términos prácticos, el resultado anterior nos dice que basta verificar que
una sucesión de números complejos es de Cauchy para asegurar la convergencia,
sin necesidad de conocer a priori el ĺımite al cual converge.

1.3. Topoloǵıa de C

Recordemos algunas nociones básicas de espacios métricos.

Definición 1.3.1. — Sea z0 ∈ C y sea r ∈ R>0. Definimos
(1) El disco abierto de radio r centrado en z0 por

D(z0, r) := {z ∈ C tal que |z − z0| < r}.

(2) El disco cerrado de radio r centrado en z0 por

D(z0, r) := {z ∈ C tal que |z − z0| ≤ r}.

(3) El ćırculo de radio r centrado en z0 por

Γ(z0, r) := {z ∈ C tal que |z − z0| = r}.

D(z0, r) D(z0, r) Γ(z0, r)

Imagen 3. Discos abiertos y cerrados, y su borde.

Notación 1.3.2. — T́ıpicamente, el disco abierto de radio 1 y centro en
z0 = 0 es llamado el disco unitario. Expĺıcitamente, se define

D := {z ∈ C tal que |z| < 1}.

Además de lo anterior, necesitaremos las siguientes nociones de topoloǵıa.

Definición 1.3.3. — Sea Ω ⊆ C un subconjunto, y sea z ∈ C. Decimos que:
(1) z es un punto interior de Ω si existe r > 0 tal que D(z0, r) ⊆ Ω.

Denotamos por int(Ω) o por Ω◦ al conjunto de puntos interiores de
Ω, i.e., al conjunto {z ∈ C tal que z es un punto interior de Ω}.
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Ω
• z

• w

Imagen 4. z ∈ int(Ω), pero w /∈ int(Ω)

(2) Ω es abierto si int(Ω) = Ω.

Ω

Imagen 5. Conjunto abierto

(3) Ω es cerrado si su complemento Ωc
def
= C \ Ω es abierto.

Ω

Imagen 6. Conjunto cerrado.

(4) z es un punto ĺımite o punto de acumulación de Ω si existe
{zn}n∈N ⊆ Ω sucesión tal que zn ̸= z para todo n y tal que lim

n→+∞
zn = z.
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Ω

• z

Imagen 7. Un punto de acumulación que no pertenece a Ω.

Denotamos por

Ω′ := {z ∈ C tal que z es punto de acumulación de Ω}

al conjunto de puntos de acumulación de Ω. Es un hecho clásico de
topoloǵıa(2) que Ω es cerrado si y sólo si Ω′ ⊆ Ω.

(5) La clausura o adherencia de Ω es el conjunto Ω := Ω ∪ Ω′.

Ω Ω

Imagen 8. La adherencia de un conjunto.

(6) La frontera o borde de Ω es el conjunto ∂Ω := Ω \ int(Ω) def
= Ω ∩ Ωc.

Ω ∂Ω

Imagen 9. El borde de un conjunto.

(2)Es un buen ejercicio.
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(7) Ω es acotado si existe M ∈ R>0 tal que Ω ⊆ D(0,M).

Ω

Imagen 10. Un conjunto acotado.

En tal caso, definimos el diámetro de Ω por

diam(Ω) := sup
z,w∈Ω

|z − w|.

(8) Ω es compacto si es cerrado y acotado.

Dado que (C, | · |) es isométrico a (R2, ∥ · ∥eucl), se tiene la siguiente car-
acterización de compactidad en términos de sucesiones (que asumiremos sin
demostración).

Teorema 1.3.4 (Bolzano-Weierstrass). — Un subconjunto Ω ⊆ C es com-
pacto si y sólo si toda sucesión {zn}n∈N ⊆ Ω posee una subsucesión convergente
a un punto en Ω.

Recordemos además la siguiente noción fundamental en topoloǵıa.

Definición 1.3.5. — Sea Ω ⊆ C. Un cubrimiento abierto de Ω es una
familia {Ui}i∈I de abiertos de C tales que

Ω ⊆
⋃
i∈I

Ui.

En el caso que el conjunto de ı́ndices I sea finito, decimos que {Ui}i∈I es un
cubrimiento finito de Ω.

Con la definición anterior en mente, se tiene la siguiente caracterización
topológica de compacidad (que asumiremos sin demostración).

Teorema 1.3.6 (Heine-Borel). — Un subconjunto Ω ⊆ C es compacto si y
sólo si todo cubrimiento abierto de Ω admite un subcubrimiento finito.

El siguiente resultado será de utilidad más adelante.
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Proposición 1.3.7. — Consideremos una colección

K1 ⊇ K2 ⊇ K3 ⊇ · · · ⊇ Kn ⊇ · · ·

de conjuntos compactos no-vaćıos de C tales que limn→+∞ diam(Kn) = 0.
Entonces, existe un único w ∈ C tal que w ∈ Kn para todo n ≥ 1.

Demostración. — Elegimos un elemento zn ∈ Kn para cada n ∈ N. Notar
que limn→+∞ diam(Kn) = 0 implica que {zn}n∈N es de Cauchy. Como C es
completo, existe w ∈ C tal que limn→+∞ zn = w. Veamos que dicho w verifica
lo deseado:

Dado que Kn es compacto y {zm}m≥n ⊆ Kn es una sucesión convergente,
w ∈ Kn para todo n. Finalmente, si elegimos otra sucesión {z′n}n≥1 con
z′n ∈ Kn y tal que limn→+∞ z′n = w′ ̸= w, se tendŕıa que |w − w′| > 0. Esto
último es una contradicción con el hecho que diam(Kn)

n→+∞−→ 0.

Para finalizar, recordemos la importante propiedad topológica siguiente.

Definición 1.3.8. — Sea Ω ⊆ C un conjunto abierto (resp. conjunto cer-
rado). Decimos que Ω es conexo si no es posible hallar dos conjuntos abiertos
(resp. conjuntos cerrados) no-vaćıos y disjuntos Ω1 y Ω2 tales que

Ω = Ω1 ⊔ Ω2.

Aqúı, Ω1 ⊔ Ω2 denota la unión disjunta de Ω1 y Ω2.

Terminoloǵıa 1.3.9. — En muchos textos, es común decir que una región
de C es un abierto conexo Ω ⊆ C no-vaćıo.

Una caracterización importante de los conjuntos conexos del plano complejo
es la siguiente (que asumiremos sin demostración).

Teorema 1.3.10. — Sea Ω ⊆ C un conjunto abierto. Entonces, Ω es conexo
si y sólo si todo par de puntos en Ω puede conectarse mediante una curva Γ

completamente contenida en Ω.

Ω

z w
Γ

Imagen 11. Conjunto conexo.
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¡Atención! — Pronto definiremos formalmente lo que entendemos por
“curva”.

1.4. Funciones continuas

La noción de continuidad para funciones de variable compleja es completa-
mente análoga a aquellas estudiadas para funciones de una o varias variables
reales.

Definición 1.4.1. — Sea Ω ⊆ C y sea f : Ω→ C una función. Decimos que
f es continua en el punto z0 ∈ Ω si

Para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que si z ∈ Ω y |z − z0| < δ,
entonces |f(z)− f(z0)| < ε.

•z0

f
Ω

z •
D(z0, δ) D(f(z0), ε)

• f(z0)

f(z) •

Imagen 12. Función continua.

Esto es equivalente a su vez a que
Para toda sucesión {zn}n∈N ⊆ Ω tal que limn→+∞ zn = z0, se
tiene que limn→+∞ f(zn) = f(z0).

Decimos que f es continua en Ω si es continua en cada punto z0 ∈ Ω.

El siguiente ejercicio muestra que para que una función de variable compleja
sea continua, basta verificar que su parte real e imaginaria sean continuas.

Ejercicio 1.4.2. — Sea f : Ω → C una función, y escribamos z = x + iy.
Si escribimos f(z) = f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y) e identificamos f con la
función real F : Ω ⊆ R2 → R2, (x, y) 7→ (u(x, y), v(x, y)), probar que

f es continua en z0 = x0 + iy0 ⇐⇒ u, v : Ω→ R son continuas en (x0, y0).

Las siguientes propiedades se prueban exactamente de la misma forma en el
caso de funciones de variable real.
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Proposición 1.4.3. — Sean f, g : Ω → C funciones continuas en z0 ∈ Ω.
Entonces:

(1) Para todo λ ∈ C, la función λf es continua en z0.
(2) La función suma f + g es continua en z0.
(3) La función producto fg es continua en z0.
(4) Si g(z0) ̸= 0, entonces la función cociente f/g es continua en z0.

En particular, el conjunto de funciones continuas en Ω

C 0(Ω,C) := {f : Ω→ C función continua}

es una C-álgebra(3).

Ejercicio 1.4.4. — Sea f : Ω → C una función continua. Probar que la
función

|f | : Ω −→ R, z 7−→ |f(z)|
es continua.
Indicación: Utilizar la desigualdad triangular.

La ventaja de analizar |f | en lugar de f , es que |f | toma valores reales y por
ende tiene sentido hablar de mı́nimos y máximos.

Definición 1.4.5. — Sea f : Ω→ C una función. Decimos que f alcanza un:
(1) máximo en z0 ∈ Ω si

|f(z)| ≤ |f(z0)| para todo z ∈ Ω.

(2) mı́nimo en z0 ∈ Ω si

|f(z0)| ≤ |f(z)| para todo z ∈ Ω.

Un resultado fundamental de análisis real (que asumiremos sin de-
mostración) es el siguiente.

Teorema 1.4.6 (Weierstrass). — Sea K ⊆ C un conjunto compacto, y sea
f : K → C una función continua. Entonces,

La función f : K → C alcanza un máximo y un mı́nimo en K.
En particular, la función |f | es acotada en K.

(3)Es decir, un C-espacio vectorial que además es un anillo conmutativo.
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1.5. Funciones holomorfas

Luego de los preámbulos anteriores, estamos en condiciones de comenzar el
estudio de funciones de variable compleja. Comencemos por definir la noción
de derivabilidad.

Definición 1.5.1. — Sea f : Ω → C una función y sea z0 ∈ Ω′ un punto
de acumulación de Ω. Diremos que f es derivable (en sentido complejo) en
z0 ∈ Ω si el ĺımite

lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)
h

def
= lim

z→z0
z∈Ω

f(z)− f(z0)
z − z0

existe. En tal caso, denotamos su valor por f ′(z0) ∈ C.

Observación importante 1.5.2. —

(1) Aqúı, h ∈ C∗ def
= C \ {0} y z0 + h ∈ Ω. Es importante notar que h se

acerca a 0 ∈ C en cualquier dirección.
(2) Como consecuencia del álgebra de ĺımites, si f y g son derivables en z0

entonces se tiene que:
(i) Para todo λ ∈ C, la función λf es derivable en z0 y además

(λf)′(z0) = λf ′(z0).
(ii) La función suma f+g es derivable en z0 y además (f+g)′(z0) = f ′(z0)+g

′(z0).
(iii) La función producto fg es derivable en z0 y además se cumple la

regla de Leibniz

(fg)′(z0) = f(z0)g
′(z0) + f ′(z0)g(z0).

(iv) Si g(z0) ̸= 0, la función cociente f/g es derivable en z0 y además(
f

g

)′
(z0) =

g(z0)f
′(z0)− f(z0)g′(z0)
g(z0)2

.

(3) Si f es derivable en z0, entonces f es continua en z0. En efecto, se tiene

lim
z→z0

[f(z)− f(z0)] = lim
z→z0

[
(f(z)− f(z0))

z − z0
· (z − z0)

]
= f ′(z0) · 0 = 0.

(4) Si f derivable en z0 y si g es derivable en f(z0) entonces la composición
(g ◦ f) es derivable en z0 y además se cumple la regla de la cadena

(g ◦ f)′(z0) = g′(f(z0))f
′(z0).

Veamos algunos ejemplos importantes.

Ejemplo 1.5.3. —
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(1) Sea λ ∈ C, y sea f(z) = λ función constante. Entonces, para todo
z0 ∈ C se tiene que

lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)
h

def
= lim

h→0

λ− λ
h

= 0.

En otras palabras, f ′(z0) = 0 para todo z0 ∈ C.
(2) Sea f(z) = z y sea z0 ∈ C. Entonces, se tiene que

lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)
h

= lim
h→0

z0 + h− z0
h

= 1.

En otras palabras, f ′(z0) = 1 para todo z0 ∈ C.
(3) El Ejemplo (2) junto con la Observación 1.5.2 (2.iii) implican que

f(z) = zn es derivable para todo n ∈ N≥1. Más aún, se prueba
mediante inducción que

f ′(z0) = nzn−1
0 para todo n ∈ N≥1 y para todo z0 ∈ C.

Aqúı, definimos 00 := 1 por conveniencia.
(4) El Ejemplo (3) junto con la Observación 1.5.2 (2.i) y (2.ii) implican que

todo polinomio

p(z) = a0 + a1z + · · ·+ anz
n ∈ C[z]

es derivable para todo z0 ∈ C. Aqúı, C[z] denota el anillo de polinomios
con coeficientes en C en la variable z.

(5) Consideremos la función racional

f(z) =
p(z)

q(z)
=
a0 + a1z + · · ·+ anz

n

b0 + b1z + · · ·+ bmzm
∈ C(z),

donde C(z) denota el cuerpo de funciones racionales. Si consideramos
el abierto de C dado por

Uq := {z ∈ C tal que q(z) ̸= 0},

entonces el Ejemplo (4) y la Observación 1.5.2 (2.iv) implican que f es
derivable en Uq ⊆ C.

(6) Sea f(z) = z y sea z0 ∈ C. Entonces,

lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)
h

def
= lim

h→0

z0 + h− z0
h

= lim
h→0

h

h
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h = s+ it→ 0 ∈ C

Imagen 13. h ∈ C tiende a 0 ∈ C.

Si el número complejo h = s+ it ∈ C verifica:

(i) s = 0, entonces lim
h→0

h

h
= lim

h→0

it

it
= −1.

(ii) t = 0, entonces lim
h→0

h

h
= lim

h→0

s

s
= 1.

Luego, f(z) = z no es derivable en ningún punto del plano complejo C.
Es importante destacar que, por otra parte, la función real asociada

F (x, y) = (x,−y)

es diferenciable en R2.
(7) Sea f(z) = |z|2 = zz y sea z0 ∈ C. Entonces, tenemos que

lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)
h

def
= lim

h→0

(z0 + h)(z0 + h)− z0z0
h

= lim
h→0

(
z0 + h+ z0

h

h

)
.

Luego, f ′(z0) existe si y sólo si z0 = 0. Más aún, tenemos que f ′(0) = 0.

Por lejos, la definición más importante del Análisis Complejo es la siguiente.

Definición 1.5.4 (Función holomorfa). — Sea Ω ⊆ C un abierto no-vaćıo.
Una función f : Ω→ C se dirá holomorfa en el punto z0 ∈ Ω si

Existe r > 0 tal que D(z0, r) ⊆ Ω y tal que f es derivable en todo
punto del disco abierto D(z0, r).

En particular, diremos que f es holomorfa en Ω si es holomorfa en todo
punto z0 ∈ Ω. Más generalmente, si A ⊆ C es un conjunto no necesariamente
abierto, entonces decimos que f es holomorfa en A si existe un abierto Ω tal
que A ⊆ Ω ⊆ Dom(f) y tal que f es holomorfa en Ω.

La siguiente notación estará presente en todo el resto del texto.
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Notación 1.5.5. — Sea Ω ⊆ C un subconjunto. Denotamos por

O(Ω) := {f : Ω −→ C función holomorfa en Ω}

al C-álgebra de funciones holomorfas en Ω. Más aún, una función f : C → C
holomorfa en todo el plano complejo C (es decir, f ∈ O(C)) es llamada una
función entera.

Ejemplo 1.5.6. —
(1) La función f(z) = |z|2 es derivable en z0 = 0, pero no es holomorfa en

z0 = 0.
(2) Todo polinomio p(z) ∈ C[z] es una función entera.
(3) La función racional f(z) = p(z)/q(z) ∈ C(z) es holomorfa en el abierto

Ω := Uq
def
= {z ∈ C tal que q(z) ̸= 0} ⊆ C.

1.6. Series de potencias

En esta sección, discutiremos sobre una clase importante de funciones holo-
morfas. Comencemos por recordar un poco de notación y terminoloǵıa.

Recuerdo 1.6.1. — Si {un}n≥n0 es una sucesión en el cuerpo k = R o C, de
término general un, entonces denotamos por

∑
n≥n0

un (o śımplemente
∑
un)

a la sucesión {sn}n≥n0 de sumas parciales

sn := un0 + un0+1 + · · ·+ un para todo n ≥ n0.

Decimos que la serie
∑

n≥n0
un es convergente si S = limn→+∞ sn existe.

En tal caso, escribimos

S =

+∞∑
n=n0

un

y decimos que S ∈ C es la suma de la serie
∑

n≥n0
un. El resto de orden n

de una serie convergente
∑
un de suma S es

ρn := S − sn
def
=

+∞∑
p=n+1

up

En muchos casos, trabajaremos con serias que convergen más fuertemente.
La siguiente definición permite precisar esto.
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Definición 1.6.2. — Sea k = R o C y Ω ⊆ k no-vaćıo. Consideremos una
sucesión {fn : Ω→ k, x 7→ fn(x)}n≥n0 de funciones a valores en k y definamos
para cada función f : Ω→ k la norma del supremo

∥f∥Ω := sup
x∈Ω
|f(x)|

Entonces, decimos que la serie de funciones
∑
fn :

(1) Converge uniformemente en Ω si la serie
∑
fn(x) converge para

todo x ∈ Ω (i.e., converge puntualmente en Ω) y los restos verifican

lim
n→+∞

∥ρn∥Ω = 0.

(2) Converge normalmente en Ω si la serie real
∑
∥fn∥Ω converge.

Observación 1.6.3. — Se tienen las siguientes relaciones entre las diferentes
nociones de convergencia.

(1) La convergencia normal implica la convergencia uniforme.
(2) La convergencia normal implica la convergencia absoluta uniforme

(i.e.,
∑
|fn| converge uniforme), pero no coinciden:

Ejercicio 1.6.4. — Analizar la convergencia normal y (absoluta) uniforme
de
∑
fn donde fn(x) = 0 si x ̸= n y fn(n) = 1/n.

Un resultado clásico de análisis real, que asumiremos sin demostración, es
el siguiente criterio de convergencia.

Proposición 1.6.5 (M-test de Weiertrass). — Sea k = R o C y Ω ⊆ k

no-vaćıo, y sea {fn : Ω → k, x 7→ fn(x)}n≥n0 una sucesión de funciones a
valores en k. Supongamos que

|fn(x)| ≤Mn para todo x ∈ Ω y la serie
∑
Mn converge en R.

Entonces
∑
fn converge absoluto uniforme en Ω.

Estamos en condiciones de dar la definición principal de esta sección.

Definición 1.6.6. — Una serie de potencias compleja es una serie de fun-
ciones de la forma ∑

n≥0

anz
n

donde an ∈ C y z ∈ C es una variable compleja. El dominio de convergencia
de la serie de potencias está dado por

D = {z ∈ C tal que
∑

anz
n converge}

Si z ∈ D , escribimos f(z) =
∑+∞

n=0 anz
n el valor de la suma en z.



1.6. SERIES DE POTENCIAS 23

Teorema 1.6.7. — Sea
∑

n≥0 anz
n una serie de potencias compleja, y sea

R ∈ R≥0 ∪ {+∞} dado por

R := sup{r ≥ 0 tal que la sucesión {|an|rn}n≥0 es acotada}.

Entonces, el dominio de convergencia D verifica

D(0, R) ⊆ D ⊆ D(0, R),

y la serie
∑
anz

n converge normalmente en todo disco cerrado D(0, r) ⊆ D(0, R).
Además, el radio de convergencia R está dado por

R = lim inf
n→+∞

1
n
√
|an|
∈ R ∪ {+∞} (fórmula de Hadamard)

Finalmente, si an ̸= 0 para todo n y ℓ := limn→+∞ |an+1|/|an| existe en
R≥0 ∪ {+∞} entonces R = 1/ℓ (criterio de d’Alembert).

Demostración. — Consideremos

A := {r ≥ 0 tal que {|an|rn}n≥0 es acotada} ⊆ R≥0

y sea R := supA. Luego, si |z| > R entonces |z| /∈ A y por ende {|an||z|n}n≥0

es no acotada, por lo que
∑
anz

n diverge. Aśı, D ⊆ D(0, R).
Sea r ∈ R≥0 tal que r < R = supA, entonces existe ρ ∈ R≥0 tal que ρ ∈ A

y r < ρ < R. Por definición de A, existe C ≥ 0 tal que |an|ρn ≤ C para todo
n ∈ N, y luego para z ∈ D(0, r) tenemos

|anzn| = |an|ρn
(
|z|
ρ

)n
≤ C

(
r

ρ

)n
con r/ρ < 1. Luego, por desigualdad triangular∣∣∣∑ anz

n
∣∣∣ ≤∑ |anzn| ≤

∑
∥anzn∥D(0,r) ≤ C

∑(
r

ρ

)n
Como esta última serie es convergente,

∑
anz

n converge normalmente en
D(0, r) para todo r < R. Aśı, D(0, R) ⊆ D .

Para probar la fórmula de Hadamard, notamos que si r > lim inf 1/ n
√
|an|

entonces hay infinitos ı́ndices n tales que(4)

1
n
√
|an|
≤ r0

(4)Recordar que si {xn}n∈N ⊆ R es una sucesión de números reales, el ĺımite inferior

lim inf xn es el menor de los puntos de acumulación, i.e., lim inf xn := lim
n→∞

(
inf
m≥n

xm

)
.
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para cierto 0 < r0 < r. Entonces |an|rn0 ≥ 1, y aśı la subsucesión

|an|rn ≥
(
r

r0

)n
−→∞

no es acotada. Luego, por definición de radio de convergencia, se tiene R ≤ r.
Rećıprocamente, si r < lim inf 1/ n

√
|an|, entonces
1

n
√
|an|
≥ r

para n ≥ n0 suficientemente grande, luego |an|rn ≤ 1 para todo n ≥ n0 y
por tanto |an|rn es acotada. Luego, por definición de radio de convergencia,
tenemos que R ≥ r y aśı R = lim inf 1/ n

√
|an|. Finalmente, el criterio de

d’Alambert se deduce a partir del hecho que

lim
n→+∞

|an+1|
|an|

= ℓ implica que lim
n→+∞

n
√
|an| = ℓ,

lo cual se deja como ejercicio.

¡Atención! — En la fórmula de Hadamard, consideramos 1/0 := +∞.

Ejemplo 1.6.8. —
(1) La serie geométrica

∑
n≥0 z

n tiene radio de convergencia R = 1 y
dominio de convergencia D = D(0, 1).

(2) La serie ∑
n≥1

zn

nn

tiene radio de convergencia R = +∞ y D = C.
(3) La serie

∑
n≥1 n

nzn tiene radio de convergencia R = 0 y D = {0}.
(4) Dado que para todo α ∈ R se tiene que

lim
n→+∞

n
√
nα = 1,

las series
∑
anz

n y
∑
nαanz

n tienen el mismo radio de convergencia.
Sin embargo, reemplazar an por nαan puede afectar la convergencia en
el borde ∂D(0, R):

Por ejemplo, para la serie
∑

n≥1
1
n2 z

n se tiene que D = D(0, 1), mien-
tras que

∑
n≥1

1
nz

n diverge en z = 1 ∈ ∂D(0, 1).

Más precisamente, el siguiente resultado de Abel permitirá probar que la
serie dada por

∑
n≥1

1
nz

n converge en D = D(0, 1) \ {0}.
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Proposición 1.6.9 (Lema de Abel). —
Sea

∑
n≥n0

unvn una serie compleja. Supongamos que un ∈ R≥0 para todo
n ≥ n0 y que {un}n≥n0 es una sucesión decreciente que converge a 0. Además,
supongamos que las sumas parciales

sn = vn0 + vn0+1 + · · ·+ vn

cumplen |sn| ≤ M para todo n ≥ n0, para cierta constante M ∈ R≥0. En-
tonces, la serie

∑
unvn es convergente.

Demostración. — Veamos que{
p∑

n=n0

unvn

}
p≥n0

es una sucesión de Cauchy, y por lo tanto es convergente. En efecto, para todos
q > p > n0 escribimos

upvp + · · ·+ uqvq = up(sp − sp−1) + up+1(sp+1 − sp) + · · ·+ uq(sq − sq−1)

= −upsp−1 + sp (up − up+1)︸ ︷︷ ︸
≥0

+ · · ·+ sq−1 (uq−1 − uq)︸ ︷︷ ︸
≥0

+uqsq.

Dado que |sn| ≤M , entonces

|upvp + · · ·+ uqvq| ≤Mup +M(up − up+1) + · · ·+M(uq−1 − uq) +Muq

= 2Mup
p→+∞−→ 0,

de donde se concluye la convergencia.

Ejemplo 1.6.10. — Sea z = eiθ con θ ∈ R y tal que z ̸= 1. Consideremos la
serie

∑
n≥1

1
nz

n donde un := 1/n↘ 0 y vn := zn = eniθ. Dado que

v1 + · · ·+ vn = eiθ
(
eniθ − 1

eiθ − 1

)
tenemos que

|v1 + · · ·+ vn| ≤M :=
2

|eiθ − 1|
.

Aśı, el Lema de Abel implica la convergencia de
∑ 1

nz
n si |z| = 1 y z ̸= 1.

Observación 1.6.11. — Podemos sumar y multiplicar series:
Sean

∑
anz

n y
∑
bnz

n series de potencias con radios de convergencia R′ y
R′′ respectivamente. Entonces, podemos considerar:
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(1) La suma
∑
anz

n+
∑
bnz

n :=
∑

(an+ bn)z
n, que ciertamente converge

en D(0, R′) ∩D(0, R′′) y luego, su radio de convergencia R+ verifica

R+ ≥ min{R′, R′′}

Más aún, R+ = min{R′, R′′} si R′ ̸= R′′ pues en tal caso la serie diverge
para R′ < |z| < R′′.

Ejercicio 1.6.12. — Dar un ejemplo donde R+ > min{R′, R′′}.

(2) El producto (
∑
anz

n)(
∑
bnz

n). Para ello, recordemos que si
∑

p≥0 up
y
∑

q≥0 vq son series absolutamente convergentes, entonces

(
∑

up)(
∑

vq) =
∑
n≥0

wn

donde

wn =
∑
p+q=n

upvq =
n∑
p=0

upvn−p = u0vn + u1vn−1 + · · ·+ unv0

En el caso particular de series de potencias, considerando un := anz
n y

vn = bnz
n, la fórmula anterior nos da el producto de Cauchy

(
∑

anz
n)(
∑

bnz
n) =

∑
cnz

n

donde

cn =
∑
p+q=n

apbq =
n∑
p=0

apbn−p ∀n ≥ 0

La serie producto converge en D(0, R′)∩D(0, R′′) pues cada factor con-
verge absolutamente en dicho conjunto. Aśı, su radio de convergencia
R× verifica

R× ≥ min{R′, R′′}

Ejercicio 1.6.13. — Considere las series
∑

n≥0 anz
n = 1+

∑
n≥1 2

n−1zn

y
∑

n≥0 bnz
n = 1−

∑
n≥1 z

n. Pruebe que es posible queR× > min{R′, R′′}
incluso cuando R′ ̸= R′′.

El siguiente importante resultado nos dará muchos ejemplos de funciones
holomorfas. Mejor aún, más adelante veremos que toda función holomorfa es
de esta forma.
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Teorema 1.6.14. — Sea f(z) =
∑

n≥0 anz
n una serie de potencias con ra-

dio de convergencia R > 0. Entonces, la derivada f ′(z) existe para todo
z ∈ D(0, R) (i.e. f ∈ O(D(0, R))). Más aún,

f ′(z) =
+∞∑
n=1

nanz
n−1,

y en particular

f (p)(z) =
+∞∑
n=p

n(n− 1) · · · (n− p+ 1)anz
n−p para todo p ≥ 1.

Además, estas series de potencias tienen el mismo radio de convergencia R > 0.

Demostración. — El hecho que las series derivadas tengan el mismo radio de
convergencia viene del hecho que limn→+∞

n
√
n(n− 1) · · · (n− p+ 1) = 1 para

todo p ∈ N, y de la fórmula de Hadamard. Por otra parte,

(z + h)n = zn + nhzn−1 +

n∑
p=2

(
n

p

)
hpzn−p,

gracias a la fórmula del binomio de Newton, con(
n

p

)
def
=
n(n− 1)

p(p− 1)

(
n− 2

p− 2

)
≤ n(n− 1)

(
n− 2

p− 2

)
.

Aśı,∣∣∣∣(z + h)n − zn

h
− nzn−1

∣∣∣∣ ≤ n(n−1)|h| n∑
p=2

(
n

p

)
|h|p−2|z|n−p = n(n−1)|h|(|h|+|z|)n−2.

Sea z ∈ D(0, R) y h ∈ C∗ tal que z + h ∈ D(0, R). El cálculo anterior nos da∣∣∣∣∣∣f(z + h)− f(z)
h

−
∑
n≥1

nanz
n−1

∣∣∣∣∣∣ ≤ |h|
+∞∑
n=2

n(n− 1)|an|(|z|+ |h|)n−2.

Considerar δ > 0 tal que |h| ≤ δ < R − |z|, i.e., |z| + |h| ≤ r := |z| + δ < R,
luego el hecho que r < R implica que∑

n≥2

n(n− 1)|an|(|z|+ |h|)n−2 ≤M :=
∑
n≥2

n(n− 1)|an|rn−2 < +∞.

Finalmente, concluimos al considerar h→ 0 que

lim
h→0

f(z + h)− f(z)
h

=
∑
n≥1

nanz
n−1 para todo z ∈ D(0, R),

de donde obtenemos la fórmula deseada.
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Observación 1.6.15. — Rećıprocamente, dada una serie de potencias
f(z) =

∑
n≥0 anz

n con radio de convergencia R > 0, entonces f posee una
primitiva compleja en el disco abierto D(0, R) dada por

F (z) =
∑
n≥0

an
n+ 1

zn+1 =
∑
n≥1

an−1

n
zn

de tal suerte que F ′(z) = f(z). Más aún
(1) El radio de convergencia de F es R > 0 también.
(2) Cualquier otra primitiva de f es de la forma F + C para cierta C ∈ C

constante.

Cultura general 1.6.16. —
En general, no es fácil determinar el comportamiento de una serie de po-

tencias en puntos en el borde z0 ∈ ∂D(0, R) = Γ(0, R). La serie puede no
ser continua en z0 o incluso no ser acotada. Sin embargo, se tiene el siguiente
resultado parcial.

Teorema 1.6.17 (Abel). — Sea f(z) =
∑

n≥0 anz
n una serie de potencias

con radio de convergencia R > 0 finito, y sea z0 ∈ Γ(0, R) tal que f(z0)

converge. Entonces, si S = Sz0,δ,η ⊆ D(0, R) ∪ {z0} es un sector circular
cerrado de la forma

Sz0,δ,η :=
{
z ∈ C tal que |z − z0| ≤ δ y |∡(z − z0, z0)| ≤

π

2
− δ
}

entonces lim
z→z0

z∈S∩D(0,R)

f(z) = f(z0).

En otras palabras, podemos asegurar continuidad en z0 ∈ Γ(0, R)∩D siem-
pre y cuando no nos acercamos “tangencialmente” a z0.

1.7. Funciones complejas elementales

Recordemos algunas funciones notables que pueden definirse mediante series
de potencias. Comencemos por la función exponencial compleja, que puede
definirse a partir de la exponencial real y las funciones trigonométricas reales
(suponiendo que hayan sido definidas con rigurosidad anteriormente, c.f. §1.1).
También es posible (y conveniente) hacerlo al revés.
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Definición 1.7.1. — Para todo z ∈ C definimos la función exponencial
mediante la serie de potencias

ez = exp(z) :=
+∞∑
n=0

zn

n!

cuyo radio de convergencia es +∞. En particular, la exponencial ez ∈ O(C)
es una función entera.

La propiedad más importante de ez es la siguiente.

Proposición 1.7.2 (Propiedad fundamental). — La función exponencial
exp define un morfismo entre el grupo aditivo (C,+) y el grupo multiplicativo
(C∗,×). En otras palabras, para todos z, w ∈ C se tiene que

ez+w = ez · ew

Demostración. — Tenemos que ezew = (
∑
up)(

∑
vq) con up := zp

p! y vq := wq

q! .
Aśı, la serie producto está dada por el producto de Cauchy

∑
wn con

wn =
n∑
p=0

zp

p!
· wn−p

(n− p)!
=

1

n!

n∑
p=0

(
n

p

)
zpwn−p =

(z + w)n

n!

y luego ez · ew = ez+w. En particular, ez · e−z = e0
def
= 1 y aśı ez ∈ C∗.

¡Atención! — Más adelante veremos que ez es sobreyectiva.

A partir de la exponencial podemos definir las siguientes funciones clásicas.

Definición 1.7.3. — Para z ∈ C, definimos
(1) La función coseno hiperbólico mediante

cosh(z) :=
ez + e−z

2

def
=

+∞∑
n=0

z2n

(2n)!

(2) La función seno hiperbólico mediante

sinh(z) :=
ez − e−z

2

def
=

+∞∑
n=0

z2n+1

(2n+ 1)!

(3) La función coseno mediante

cos(z) :=
eiz + e−iz

2
= cosh(iz) =

+∞∑
n=0

(−1)n z2n

(2n)!
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(4) La función seno mediante

sin(z) :=
eiz − e−iz

2i
=

sinh(iz)

i
=

+∞∑
n=0

(−1)n z2n+1

(2n+ 1)!

Ejemplo importante 1.7.4. —
(1) Todas estas series tienen radio de convergencia R = +∞, y luego son

funciones enteras.
(2) Dado que todas las series están definidas mediante coeficientes an ∈ R,

ellas toman valores reales al restringirlas al eje real de C. Más aún, ellas
cumplen f(z) = f(z) para todo z ∈ C.

(3) La propiedad fundamental de exp implica todas las identidades
trigonométricas usuales. Por ejemplo,

cos(a+ b) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b) para todos a, b ∈ C

(4) Usando las definiciones anteriores, se puede extender la identidad de
Euler a todo el plano complejo. Más precisamente

Ejercicio 1.7.5. — Probar que

eiz = cos(z) + i sin(z) para todo z ∈ C

(5) En particular, si z = x+ iy ∈ C tenemos que

ez = exeiy = ex(cos(y) + i sin(y))

Luego, la identidad 1 = eiye−iy implica

1 = (cos(y) + i sin(y))(cos(y)− i sin(y)) = cos2(y) + sin2(y).

Aśı, cos2(y) + sin2(y) = 1 para todo y ∈ R.

Ejercicio 1.7.6. — Probar que cos2(z) + sin2(z) = 1 para todo z ∈ C.

Como acabamos de ilustrar en los ejemplos anteriores, las propiedades
de la exponencial compleja permiten probar propiedades de las funciones
trigonométricas reales. En particular, el siguiente resultado nos permite
definir rigurosamente π ∈ R.

Teorema 1.7.7. —
(1) La función exponencial real induce un isomorfismo de grupos

(R,+)
∼−→ (R>0,×), x 7−→ ex

(2) La función cos : R → R se anula en un real positivo minimal que será
denotado π/2.
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(3) La función exponencial compleja es periódica de periodo 2πi e induce
morfismos de grupos sobreyectivos

(R,+)→ (S1,×), y 7−→ eiy

(C,+)→ (C∗,×), z 7−→ eiz

donde eiy = 1 (resp. ez = 1) si y solo si y ∈ 2πZ (resp. 2πiZ). Aqúı,
S1 := {z ∈ C tal que |z| = 1} def

= ∂D es el ćırculo unitario en C.

Demostración. — Para (1) basta probar que exp es una biyección continua y
creciente entre R y R>0. Notar que ex = 1 + x +

∑
n≥2

xn

n! ≥ 1 + x > 0 para
x ≥ 0, luego limx→+∞ ex = +∞. Por otro lado, ex = 1/e−x implica que ex > 0

para x ≤ 0 y que limx→−∞ ex = 0. Finalmente, el hecho que (ex)′
def
= ex > 0

implica que ex es estrictamente creciente en R.
Para (2), supongamos por contradicción que cos no se anula en [0,+∞[.

Como cos(0)
def
= 1, el Teorema del Valor Intermedio implica que cos(x) > 0

en [0,+∞[. Dado que (sin(x))′
def
= cos(x), tendŕıamos que sin(x) seŕıa

estrictamente creciente y positiva en ]0,+∞[. Por otro lado, dado que
(cos(x))′

def
= − sin(x), el Teorema del Valor Medio nos daŕıa que para todo

x > 1, existe c ∈ [1, x] tal que
cos(x)− cos(1)

x− 1
= − sin(c) ≤ − sin(1)

i.e., cos(x) ≤ cos(1) − (x − 1) sin(1) para todo x ≥ 1, y luego cos(x) < 0 si
x ≫ 0, lo que es una contradicción. Aśı, como [0,+∞[∩ cos−1({0}) ̸= ∅ es
cerrado no-vaćıo, existe un único x0 := π

2 ∈ R>0 minimal tal que cos(π/2) = 0.
Para probar (3), notamos que cos(x) > 0 para x ∈ [0, π/2[. Además, la

relación cos2(x) + sin2(x) = 1 implica que sin(π/2) = ±1. Por otra parte,
dado que cos(x) = (sin(x))′ tenemos que y 7→ sin(y) es una biyección creciente
entre el intervalo [0, π/2] y [0, 1] (pues sin(0)

def
= 0), y luego sin(π/2) = 1.

Entonces, la función [0, π/2] ∋ y 7→ eiy parametriza biyectivamente el cuarto
de circunferencia√

cos2(y) + sin2(y) = |z| = 1, Re(z) ≥ 0, Im(z) ≥ 0.

La identidad de Euler y la propiedad fundamental de exp implican que

e
π
2
i = i, e(y+

π
2 )i = ieiy, e2πi = 1,

de donde concluimos que R ↠ S1, y 7→ eiy es sobreyectiva, y que eiy = 1 si y
solo si y ∈ 2πZ.
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Finalmente, el último resultado sobre C→ C∗, z 7−→ ez se deduce del hecho
que todo complejo z ̸= 0 admite una forma polar z = ρu, donde ρ = |z| ∈ R>0

y donde u = z/|z| ∈ S1.

Ejercicio 1.7.8. — Probar que
(1) Las funciones tangente y secante, definidas respectivamente como

tan(z) :=
sin(z)

cos(z)
, sec(z) :=

1

cos(z)

son holomorfas en Ω = C \ (π/2 + πZ).
(2) Las funciones cotangente y cosecante, definidas respectivamente

como
cot(z) :=

cos(z)

sin(z)
, csc(z) :=

1

sin(z)

son holomorfas en Ω = C \ πZ.
(3) La función tangente hiperbólica

tanh(z) :=
sinh(z)

cosh(z)

es holomorfa en Ω = C \ (iπ/2 + iπZ).
(4) La función cotangente hiperbólica

coth(z) :=
cosh(z)

sinh(z)

es holomorfa en Ω = C \ iπZ.
(5) Probar que las funciones cos(z) y sin(z) no son acotadas en C.

Recuerdo 1.7.9. — Terminemos esta sección recordando que:
(1) La función logaritmo natural (real) es por definición un isomorfismo

de grupos ln : (R>0,×)→ (R,+) dado por la inversa de la exponencial.
En particular, para todos x, y ∈ R>0 se tiene que

ln(xy) = ln(x) + ln(y).

(2) Si z = ρeiθ ∈ C∗, con ρ = |z| > 0, entonces θ = arg(z) ∈ R/2πZ. Aśı,
para z = x+ iy ∈ C la relación ez = ex(cos(y) + i sin(y)) implica que:

|ez| = ex = eRe(z) y arg(ez) = y = Im(z) mod 2πZ.

El siguiente acotamiento es bastante útil en la práctica.

Ejercicio 1.7.10. — Probar que para todo z ∈ C se tiene que

|ez| ≤ e|z|, y además |eiz| = e−Im(z).
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1.8. Logaritmo complejo

Notemos que si w ∈ C∗ def
= C \ {0}, la ecuación ez = w implica

|w| = exp(Re(z)) y arg(w) = Im(z) mod 2πZ

Aśı, dado w ∈ C∗, podemos resolver ez = w al considerar:

Re(z) = ln |w| e Im(z) = arg(w) mod 2πZ,

i.e., z = ln |w|+ i arg(w) mod 2πiZ.

Para evitar esta ambigüedad de elegir un argumento arg(w) procedemos de
la siguiente manera:

Construcción 1.8.1. — Sea θ0 ∈ R fijo y consideremos el abierto

Ωθ0 := {z ∈ C∗ tal que arg(z) ̸= θ0 + π mod 2πZ},

i.e., Ωθ0 = C \ (R≤0eiθ0) dado que eiπ = −1.

C

(
R≤0

)
· eiθ0

θ0 + π

Imagen 14. La región Ωθ0 .

Para z ∈ Ωθ0 definimos la rama del argumento argθ0(z) como el único
ángulo θ ∈]θ0 − π, θ0 + π[ tal que arg(z) = θ mod 2πZ.

De manera similar, definimos la rama del logaritmo complejo logθ0 por

logθ0(z) := ln |z|+ i argθ0(z), para todo z ∈ Ωθ0 .

¡Atención! — Las funciones argθ0 y logθ0 no se pueden extender de manera
continua a C∗. En efecto, en un punto de R>0eiθ0 los ĺımites de argθ0 y logθ0
en cada lado de la semi-recta defieren en 2π (respectivamente 2πi).
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Definición 1.8.2. — La rama principal del argumento está dada por

Arg(z) := arg0(z) para todo z ∈ C∗ \ R<0.

Del mismo modo, la rama principal del logaritmo está dada por:

Ln(z) := ln |z|+ iArg(z) para todo z ∈ C∗ \ R<0.

Aqúı, Arg(z) ∈]− π, π[.

C∗ \ R<0

R≤0

Imagen 15. Los números complejos sin el semi-eje real negativo.

Ejemplo 1.8.3. — Con la notación anterior, Arg(i) = π
2 y luego Ln(i) = iπ2 .

Veamos que todas las ramas del logaritmo complejo son holomorfas:

Proposición 1.8.4. — Para todo θ0 ∈ R, la función logθ0 verifica

exp ◦ logθ = Id en Ωθ0 .

x|Más aún, para todo z ∈ Ωz0 se tiene que(
logθ0

)′
(z)

def
= lim

ξ→z
ξ∈Ωz0

logθ0(ξ)− logθ0(z)

ξ − z
=

1

z

Demostración. — La identidad exp ◦ logθ0 = Id se obtiene por construcción
de la función logθ0 . Para calcular su derivada, definamos w := logθ0(z) y
η = logθ0(ξ). Si ξ → z, entonces η → w por continuidad de logθ0 , aśı

logθ0(ξ)− logθ0(z)

ξ − z
def
=

η − w
eη − ew

=

(
eη − ew

η − w

)−1

−→ 1

exp′(w)
=

1

ew
=

1

z

de donde obtenemos el resultado.
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Ejemplo importante 1.8.5. —
Sea f(z) := Ln(1 + z), definida en Ω = C\]−∞,−1], entonces

f ′(z) =
1

1 + z
para todo z ∈ Ω.

En particular

f ′(z) =
1

1 + z
= 1− z + z2 − z3 + · · ·+ (−1)nzn + . . .

en D(0, 1). Como Ln(1) def
= 0, tenemos que

f(z) = Ln(1 + z) = z − z2

2
+
z3

3
− z4

4
+ · · ·+ (−1)n−1 z

n

n
+ . . .

en D(0, 1). Por otro lado, sabemos que
∑ 1

nz
n converge en D(0, 1) \ {1} y

luego f(z) = (
∑ 1

n(−z)
n)− 1 converge en D(0, 1) \ {1}. Por ejemplo,

Ln(2) = ln(2) = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ (−1)n−1 1

n
+ . . .

Observación 1.8.6. — Como consecuencia, el logaritmo complejo nos per-
mite definir la función zα para cualquier α ∈ C, teniendo en cuenta que se
debe elegir una rama:

zα := exp(α logθ0(z)) para todo z ∈ Ωθ0

En particular, calculamos
d

dz
(zα)

def
= (exp)′(α logθ0(z))

α

z
= αzα−1 para todo z ∈ Ωθ0

Es importante destacar que el valor de zα depende de la rama escogida.

Ejercicio 1.8.7. — Probar que:
(1) ii = e−π/2 si escogemos la rama principal Ln del logaritmo.
(2) ii = e−5π/2 si escogemos la rama log2π.

Lema 1.8.8 (Fórmula de Newton). — La rama principal

(1 + z)α := exp(αLn(1 + z)),

definida en C\]−∞,−1] está dada por la serie de potencias

(1 + z)α = 1 + αz +
α(α− 1)

2
z2 + · · ·+ α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
zn + . . .

en el disco abierto D(0, 1).
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Demostración. — Sea

f(z) := 1 + αz +
α(α− 1)

2
z2 + · · ·+ α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
zn + . . .

Luego, los coeficientes an de la serie de potencias anterior verifican que
an+1

an
=
α− n
n+ 1

−→ −1 cuando n→ +∞,

y luego R = 1. Por otro lado, tenemos que f ′(z) =
∑

n≥1 nanz
n−1 con

nan =
α(α− 1) · · · (α− n+ 2)

(n− 1)!
(α− n+ 1)

def
= αan−1 − (n− 1)an−1.

Es decir, la derivada f ′(z) = αf(z)− zf ′(z) verifica la ecuación diferencial

(1 + z)f ′(z) = αf(z).

Luego, la función g(z) = f(z)/(1 + z)α verifica

g′(z) =
f ′(z)(1 + z)α − f(z)α(1 + z)α−1

(1 + z)2α
= 0 para todo z ∈ D(0, 1).

Aśı, conclúımos que g(z) = g(0)
def
= 1 para todo z ∈ D(0, 1), i.e., f(z) = (1+z)α

para todo z ∈ D(0, 1).

Aplicación. Las series de potencias de (1 + z2)−1 y (1− z2)−1/2 nos dan, al
integrar, las series de potencias:

(1) Arctan(z) = z−z
3

3
+
z5

5
−· · ·+(−1)n z

2n+1

2n+ 1
+. . . para todo z ∈ D(0, 1)\{±i}.

(2) Arcsin(z) = z+
+∞∑
n=1

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · · · 2n
· z

2n+1

2n+ 1
para todo z ∈ D(0, 1).

Ejercicio 1.8.9. — Probar que para todo z ∈ D(0, 1) \ {±i}

Arctan(z) =
1

2i
Ln
(
1 + iz

1− iz

)

1.9. Diferenciabilidad y Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Sean V y W espacios vectoriales de dimensión finita sobre k = R o C.

Definición 1.9.1. — Sea Ω ⊆ V abierto no-vaćıo y f : Ω→W una función.
Decimos que f es k-diferenciable en x ∈ Ω si existe ℓ ∈ Homk(V,W ) apli-
cación k-lineal y existe ε : U → W función definida en una vecindad U ⊆ V

de 0 ∈ V tales que

f(x+ h) = f(x) + ℓ(h) + ∥h∥ε(h), para todo h ∈ U
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con limh→0 ε(h) = 0 en W .

En caso de existir, la aplicación lineal ℓ es única y es llamada la diferencial
de f en x, denotada por dfx := ℓ. Por convención, una función R-diferenciable
se dirá diferenciable simplemente.

Notación 1.9.2 (Landau). — Sea h 7→ η(h) una función arbitraria entre
espacios vectoriales normados, entonces:

(1) η(h) = O(∥h∥m) def⇐⇒ Existe C > 0 tal que ∥η(h)∥ ≤ C∥h∥m.
(2) η(h) = o(∥h∥m) def⇐⇒ Existe ε tal que limh→0 ε(h) = 0 y ∥η(h)∥ ≤ ϵ(h)∥h∥m

Aśı, si f : Ω→W es k-diferenciable en x ∈ Ω entonces

f(x+ h) = f(x) + dfx(h) + o(∥h∥).

Notación 1.9.3. — Si f : Ω → W es k-diferenciable para todo x ∈ Ω,
escribimos

df : Ω→ Homk(V,W ), x 7→ dfx

la diferencial de f .

Observación importante 1.9.4. — Si V ∼= kn y (e1, . . . , en) es una base de
V , entonces podemos escribir h =

∑n
j=1 hjej ∈ V y luego ℓ ∈ Homk(V,W )

verifica ℓ =
∑n

j=1 hjvj con vj := ℓ(ej) ∈W . En particular, se tiene

dfx(h) =

n∑
j=1

hj
∂f

∂xj
(x), ∀h =

n∑
j=1

hjej

donde
∂f

∂xj
(x) := dfx(ej) ∈W

es la derivada parcial de f en la dirección ej .

Ejemplo importante 1.9.5. — Si f : V → W es una aplicación lineal,
entonces dfx = f para todo x ∈ V , i.e., df = f es una función constante (!).
En particular, las funciones coordenadas (respecto a la base (e1, . . . , en))

xj : V → k,
n∑
j=1

ajej 7→ aj

verifican dxj = xj y luego dxj(h) = hj .
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Aśı, para toda ℓ ∈ Homk(V,W ), la identidad ℓ(h) =
∑n

j=1 hjℓ(ej) equivale
a la siguiente igualdad entre aplicaciones lineales(5)

ℓ =

n∑
j=1

dxj · ℓ(ej),

donde (dx1, . . . , dxn) es una base del espacio dual Homk(V, k) = V ∗. Luego

df =

n∑
j=1

∂f

∂xj
dxj .

Veamos el caso de funciones de variable compleja:

Sea Ω ⊆ C abierto no-vaćıo y f : Ω → C, z 7→ f(z) una función. Si
consideramos la identificación C ∼= R2, z = x + iy 7→ (x, y) y si f es R-
diferenciable, entonces:

df =
∂f

dx
dx+

∂f

dy
dy.

¡Atención! — En C es más natural considerar las coordenadas (z = x+iy, z = x−iy),
en lugar de las variables coordenadas reales (x, y). En particular,dz = dx+ idy

dz = dx− idy
⇐⇒

 dx = 1
2(dz + dz)

dy = − i
2(dz − dz)

Aśı, (dx, dy) y (dz, dz) son dos bases de HomR(C,C) y luego

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy

se reescribe como

df =
1

2

(
∂f

∂x
− i∂f

∂y

)
dz +

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
dz.

Definición 1.9.6. — Escribamos z = x + iy ∈ Ω ⊆ C y sea f : Ω → C una
función R-diferenciable en Ω. Definimos

∂f

∂z
:=

1

2

(
∂f

∂x
− i∂f

∂y

)
y

∂f

∂z
:=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
,

llamadas derivadas de Wirtinger. Aśı,

df =
∂f

∂z
dz +

∂f

∂z
dz

(5)En términos de álgebra multi-lineal, la igualdad se traduce en un isomorfismo de k-espacios
vectoriales Homk(V,W ) ∼= V ∗ ⊗W .
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Además, los operadores diferenciales ∂
∂z y ∂

∂z son C-lineales y son conocidos
como derivada holomorfa y derivada anti-holomorfa, respectivamente.

Ejercicio 1.9.7. — Probar que los operadores ∂
∂z y ∂

∂z son conjugados, es
decir, (

∂f

∂z

)
=
∂f

∂z
y
(
∂f

∂z

)
=
∂f

∂z

Ahora podemos enunciar el resultado principal de esta sección.

Teorema 1.9.8. — Sea Ω ⊆ C un abierto no-vaćıo y f : Ω→ C una función.
Entonces, son equivalentes:

(1) f es holomorfa en Ω (i.e., f ∈ O(Ω)).
(2) f es R-diferenciable en Ω y dfz : C→ C es C-lineal para todo z ∈ Ω.
(3) f es R-diferenciable en Ω y se verifica la ecuación de Cauchy Rie-

mann
∂f

∂z
= 0 en Ω.

Más aún, si cualquiera de estas condiciones se cumple, entonces
∂f

∂z
= f ′.

Demostración. — Primero veamos que (1) implica (2). Si f ′(z) existe en todo
z ∈ Ω, entonces existe una función ε : U → C definida en una vecindad U de
0 ∈ C tal que

lim
h→0

ε(h) = 0 y
f(z + h)− f(z)

h
= f ′(z) + ε(h) para todo h ∈ U,

es decir, f(z + h) = f(z) + f ′(z)h + hε(h), entonces dfz(h) = f ′(z)h y luego
observamos que dfz es C-lineal.

Para ver que (2) implica (3) notamos que

df =
∂f

∂z
dz +

∂f

∂z
dz

implica que dfz(h) = ∂f
∂zh+ ∂f

∂zh, y luego

dfz(ih) = i
∂f

∂z
h− i∂f

∂z
h.

Aśı, dfz es C-lineal si y solo si dfz(ih) = idfz(h) para todo h, y esto último
equivale a la ecuación de Cauchy-Riemann:

∂f

∂z
= 0.
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Finalmente, para probar que (3) implica (1), notamos que en este caso
dfz(h) =

∂f
∂zh y luego (por definición) tenemos que

f(z + h) = f(z) +
∂f

∂z
(z)h+ o(h),

y luego f ′(z) =
∂f

∂z
(z) existe para todo z ∈ Ω.

Observación importante 1.9.9. — Sea Ω ⊆ C abierto no-vaćıo y f : Ω→ C
función R-diferenciable en Ω. Si escribimos z = x+ iy, y escribimos

f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y)

con u, v : Ω ⊆ R2 → R, entonces
∂f

∂z

def
=

1

2

(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
+ i

(
∂u

∂y
+ i

∂v

∂y

))
=

1

2

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y
+ i

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

))
Aśı, la ecuación de Cauchy-Riemann (compleja) ∂f

∂z = 0 se traduce en las
ecuaciones de Cauchy-Riemann (reales):

∂u

∂x
=
∂v

∂y
&

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

Ejemplo 1.9.10. —
(1) Si f(z) = z entonces ∂f

∂z = 0, luego f ∈ O(C) es entera. Alternativa-
mente, si escribimos f(x+iy) = x+iy entonces u(x, y) = x, v(x, y) = y.
Aśı, verificamos que

∂u

∂x
= 1 =

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= 0 = −∂v

∂x
.

(2) Si f(z) = z, entonces ∂f
∂z = 1 ̸= 0 para todo z ∈ C. Alternativamente, si

escribimos f(x+ iy) = x− iy entonces u(x, y) = x, v(x, y) = −y. Aśı,
∂u

∂x
= 1 ̸= −1 =

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= 0 = −∂v

∂x
.

(3) Si f(z) = |z|2 = zz, entonces ∂f
∂z (z) = z solo se anula en z0 = 0. Alter-

nativamente, si escribimos f(x+iy) = x2+y2 entonces u(x, y) = x2+y2,
v(x, y) = 0. Aśı,
∂u

∂x
= 2x = 0 =

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= 2y = 0 = −∂v

∂x
⇐⇒ (x, y) = (0, 0).

Ejercicio 1.9.11. — Sea f(x + iy) = ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 polinomio
homogéneo de grado 3, donde a, b, c, d ∈ C. Determinar cuándo f es holomorfa.
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Indicación: Es mejor escribir

x =
z + z

2
, y =

z − z
2i

.

1.10. Operador Laplaciano y funciones armónicas

El operador Laplaciano es muy importante en matemáticas y en f́ısica. En
Rn está dado por

∆ :=
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+ · · ·+ ∂2

∂x2n
,

operando sobre funciones de clase C 2.

Sea Ω ⊆ C ∼= R2 abierto no-vaćıo, y sea f : Ω → C función compleja
tal que f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y). Si f ∈ O(Ω) es holomorfa y además
u, v ∈ C 2(Ω)(6), entonces las ecuaciones de Cauchy-Riemann (y el Teorema de
Schwarz sobre la conmutatividad de las derivadas de segundo orden) implican:

(1) ∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
=

∂

∂x

(
∂v

∂y

)
+

∂

∂y

(
−∂v
∂x

)
= 0.

(2) ∆v =
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
=

∂

∂x

(
−∂u
∂y

)
+

∂

∂y

(
∂u

∂x

)
= 0.

Definición 1.10.1. — Sea Ω ⊆ Rn abierto no vaćıo, y u ∈ C 2(Ω,R). Deci-
mos que u es armónica en Ω si ∆u = 0 en Ω.

Observación 1.10.2. — Una prueba alternativa de (1) y (2) se obtiene al
notar que

∆
def
=

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
◦
(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
def
= 4

∂

∂z
◦ ∂

∂z
= 4

∂

∂z
◦ ∂

∂z

Luego, la ecuación de Cauchy-Riemann ∂f
∂z = 0 implica

0 = ∆f = ∆u+ i∆v

Aśı, ∆u = ∆v = 0.

Proposición 1.10.3. — Sea Ω ⊆ C abierto no.vaćıo y f ∈ O(Ω) holomorfa
tal que u = Re(f) y v = Im(f) son de clase C 2 en Ω. Entonces, u y v son
armónicas en Ω y se relacionan mediante las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

(6)Veremos más adelante que esta condición siempre se cumple.
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Rećıprocamente, si u, v : Ω ⊆ R2 → R son funciones de clase C 2 en Ω verifi-
cando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, entonces u y v son armónicas en Ω

y f := u+ iv es holomorfa en Ω ⊆ C.
En tal caso, decimos que las funciones u y v son armónicas conjugadas.

Veremos pronto que f ∈ O(Ω) implica que u, v ∈ C∞(Ω).

Ejemplo 1.10.4. — Sea Ω ⊆ C abierto no-vaćıo.
(1) Si f ∈ O(Ω), entonces g(z) := f(z) (i.e. g = f) es armónica en Ω. En

efecto,
∂f

∂z
= 0⇐⇒ 0 =

(
∂f

∂z

)
=
∂f

∂z

def
=
∂g

∂z
.

Luego,

∆g = 4
∂

∂z

(
∂g

∂z

)
= 0.

(2) Si f, g ∈ O(Ω) entonces h := f + g es armónica en Ω.

Ejercicio 1.10.5. — Sea u : Ω ⊆ R2 → R función armónica en Ω. Probar
que f(x+ iy) := ∂u

∂z (x, y) es holomorfa en Ω.

Corolario 1.10.6. — Sea f ∈ O∗(Ω) (i.e., f ∈ O(Ω) holomorfa y f(z) ̸= 0

para todo z ∈ Ω). Entonces, la función ln |f | : Ω → R, z 7→ ln |f(z)| es
armónica en Ω.

Demostración. — Sea z0 ∈ Ω y sea δ > 0 tal que f(D(z0, δ)) ⊆ D(f(z0), ε)

con 0 < ε < |f(z0)|, i.e., se tiene la situación de la figura.

Ω f(Ω)

f

f(z0)

−f(z0)

•z0

Imagen 16. La función f toma valores no-nulos.
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Entonces, D(f(z0), ε) es disjunto de la semi-recta pasando por 0 y −f(z0),
y luego podemos definir una rama logθ0 en D(f(z0), ε). Aśı,

logθ0(z)
def
= ln |f(z)|+ iargθ0(f(z))

es holomorfa en D(z0, δ). Por la Proposición anterior, tenemos que la parte
real ln |f(z)| = Re(logθ0(f(z))) es armónica en D(z0, δ).

Cultura general 1.10.7. — Históricamente (entre los siglos XVI y XVII) se
tiene otra caracterización de las funciones holomorfas en términos de preservar
ángulos, algo importante en cartograf́ıa. Si Ω,Ω′ ⊆ R2 abiertos y f : Ω → Ω′

es una función diferenciable, entonces decimos que f es una transformación
conforme si conserva ángulos.

Es un hecho clásico que f ∈ O(Ω) si y solo si f es conforme y preserva
la orientación (i.e., det(dfz) > 0 en Ω). Esto último es consecuencia de las
ecuaciones de Cauchy-Riemann reales.

1.11. Integración de 1-formas y Teorema de Green

Recordemos las nociones necesarias para calcular integrales de ĺınea.

Definición 1.11.1. — Sea Ω ⊆ Rn abierto conexo no-vaćıo. Una 1-forma
diferencial continua a valores complejos en Ω es una función continua

ω : Ω −→ HomR(Rn,C)
x 7−→ {ω(x) : Rn → C lineal}

Si (x1, . . . , xn) son coordenadas en Rn, entonces (dx1, . . . , dxn) es la base
canónica de HomR(Rn,C) como C-espacio vectorial. Aśı, considerando co-
ordenadas respecto a dicha base, toda 1-forma diferencial se escribe como

ω(x1, . . . , xn) =
n∑
j=1

fj(x1, . . . , xn)dxj

donde fj : Ω→ C son funciones continuas.

Ejemplo importante 1.11.2. — Sea f : Ω ⊆ Rn → C función de clase C p,
con p ≥ 1. Entonces, su diferencial

df =
n∑
j=1

∂f

∂xj
dxj

es una 1-forma diferencial en Ω.
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Definición 1.11.3. — Sea Ω ⊆ Rn abierto conexo no-vaćıo. Un camino de
clase C p por pedazos en Ω es una función continua

γ : [a, b]→ Ω, t 7→ γ(t)

tal que existe una sub-división finita

a := τ0 < τ1 · · · < τN−1 < τN =: b

con γ|[τi,τi+1] de clase C p. Decimos que los γ(τi) son las puntas de γ.

Ω

γ(a) γ(τ1)
γ(b)

γ(τi)

Imagen 17. Una curva de clase C p por pedazos.

Observación 1.11.4. —
Sea γ : [a, b]→ Ω un camino de clase C p por pedazos, p ≥ 1.
(1) El camino con orientación decreciente, denotado usualmente por −γ,

está definido como (−γ)(t) := γ(−t) para −b ≤ t ≤ −a. En otras
palabras, se recorre la curva Γ := γ([a, b]) en sentido opuesto al original.

(2) Definimos el largo o longitud de γ mediante

ℓ(γ) :=

∫ b

a
∥γ(t)∥dt def

=

∫ b

a

√
γ′1(t)

2 + · · ·+ γ′n(t)
2dt

donde γ(t) = (γ1(t), . . . , γn(t)) ∈ Rn.
(3) Con la notación anterior, si xi := γi(t) entonces dxi = γ′i(t)dt si γ es

diferenciable en t ∈ [a, b].

Definición 1.11.5. — Sea Ω ⊆ Rn abierto no vaćıo, γ : [a, b]→ Ω un camino
de clase C p por pedazos (p ≥ 1) y

ω =
n∑
j=1

fj(x1, . . . , xn)dxj
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una 1-forma diferencial en Ω. Definimos la integral de ĺınea de ω a lo largo
de γ de la manera siguiente:∫

γ
ω =:

∫
γ

n∑
j=1

fj(x1, . . . , xn)dxj
def
=

∫ b

a

n∑
j=1

fj(γ1(t), . . . , γn(t))γ
′
j(t)dt.

Definición 1.11.6. —

(1) Sean γ1 : [a1, b1] → Ω y γ2 : [a2, b2] → Ω caminos de clase C p por
pedazos. Decimos que γ1 y γ2 son equivalentes, y escribimos γ1 ∼ γ2
si existe ψ : [a1, b1]

∼→ [a2, b2] difeomorfismo (i.e., ψ biyectiva, de
clase C p, con derivadas por la izquierda y derecha distintas de cero)
estrictamente creciente tal que γ1 = γ2 ◦ ψ.

(2) Una curva orientada de clase C p por pedazos es una clase de equiv-
alencia de caminos de clase C p por pedazos. En particular, si γ1 ∼ γ2
entonces se tiene que Γ = γ1([a1, b1]) = γ2([a2, b2]).

Observación 1.11.7. —
(1) Por definición,

∫
−γ ω = −

∫
γ ω.

(2) El valor de la integral de ĺınea
∫
γ ω no depende de la parametrización

de γ. Más generalmente, si ψ : [a′, b′] → [a, b] es un difeomorfismo
definiendo una nueva parametrización (haciendo t = ψ(s)), tenemos:

a) Si ψ preserva la orientación (i.e., ψ creciente y ψ(a′) = a,
ψ(b′) = b), entonces ∫

γ◦ψ
ω =

∫
γ
ω

b) Si ψ revierte la orientación (i.e., ψ decreciente y ψ(a′) = b,
ψ(b′) = a), entonces∫

γ◦ψ
ω = −

∫
γ
ω

Luego, si γ1 ∼ γ2 entonces (a) nos da
∫
γ1
ω =

∫
γ2
ω. Del mismo modo,

la longitud ℓ(γ) = ℓ(−γ) solo depende de la curva Γ = γ([a, b]) ⊆ Ω

definida por γ.

Ejemplo importante 1.11.8. — En Ω ⊆ R2 ∼= C, si usamos la base (dz, dz)

de HomR(C,C) (en lugar de (dx, dy)) entonces toda 1-forma diferencial se
escribe de la forma

ω = f(z, z)dz + g(z, z)dz,
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donde f, g : Ω → C son continuas. Luego, si γ : [a, b] → Ω es un camino de
clase C p por pedazos, entonces∫

γ
ω

def
=

∫ b

a
(f(γ(t), γ(t))γ′(t) + g(γ(t), γ(t))γ′(t))dt

Ejemplo 1.11.9. — Sea γ : [0, 2π] → C, t 7→ reit circunferencia de radio
r > 0 centrada en el origen y orientada en sentido antihorario.

γ

Imagen 18. Circunferencia orientada en sentido antihorario.

Sea n ∈ Z y ω = zndz, entonces:∫
γ
ω =

∫
γ
zn =

∫ 2π

0
(reit)n

d

dt
(reit)dt

=

∫ 2π

0
rneitn · ireitdt

= irn+1

∫ 2π

0
eit(n+1)dt

=

 0 si n ̸= −1
i
∫ 2π
0 dt = 2πi si n = −1

Proposición 1.11.10. — Sea ω una 1-forma diferencial continua y a valores
complejos en Ω y sea γ : [a, b] → Ω un camino de clase C 1 por pedazos.
Entonces:

(1) Si f : Ω ⊆ Rn → C es de clase C 1 en Ω, entonces∫
γ
df = f(γ(b))− f(γ(a))
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En particular,
∫
γ df = 0 si γ es una curva cerrada (i.e. γ(a) = γ(b)).

(2) Si ω =
∑n

j=1 fjdxj, entonces∣∣∣∣∫
γ
ω

∣∣∣∣ ≤ ℓ(γ) sup
t∈[a,b]

∥ω(γ(t))∥

donde ∥ω∥ :=
√∑n

j=1 |fj |2.
(3) Se tiene que∫

γ
ω = lim

ε→0

N−1∑
j=0

n∑
i=1

fi(γ(ξj))(γi(τj+1)− γi(τj))

donde la subdivisión a = τ0 < τ1 < · · · < τN = b recorre el conjunto de
todas la posibles subdivisiones de [a, b] tales que maxj=0,...,N−1(τj+1−τj) ≤ ε
y donde los ξj ∈ [τj , τj+1] son puntos arbitrarios.

Demostración. — El punto (1) se deduce de la regla de la cadena

(f ◦ γ)′(t) =
n∑
i=1

∂f

∂xi
(γ1(t), . . . , γn(t))γ

′
i(t)

de la definición de
∫
γ df y del Teorema Fundamental del Cálculo.

El punto (2) es consecuencia de la definición de
∫
γ ω y la desigualdad de

Cauchy-Schwarz:∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

fj(γ1(t), . . . , γn(t))γ
′
j(t)

∣∣∣∣∣∣ ≤ ∥ω(γ(t))∥ · ∥γ′(t)∥.
Finalmente, notemos que∣∣∣∣∣
∫ τj+1

τj

n∑
i=1

fi(γ(t))γ
′
i(t)dt−

n∑
i=1

fi(γ(ξj))(γi(τj+1)− γi(τj))

∣∣∣∣∣ ≤Mj

∫ τj+1

τj

∥γ′(t)∥dt,

donde
Mj = sup

t∈[τj ,τj+1]
∥ω ◦ γ(t)− ω ◦ γ(ξj)∥

Como maxj=0,...,N−1Mj −→ 0 cuando ε→ 0 por continuidad uniforme de ω◦γ
en el compacto [a, b] (Teorema de Heine-Cantor), deducimos (3).

Para enunciar el Teorema de Green debemos considerar compactos y sus
bordes, y preocuparnos por la orientación de estos últimos.
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Definición 1.11.11. — Sea K ⊆ R2 un compacto no-vaćıo y p ≥ 1.
Decimos que K tiene borde de clase C p por pedazos si para todo
z0 ∈ ∂K, existen coordenadas (u, v) centradas en z0 y un rectángulo
R = {−ϵ < u < ϵ} × {−δ < v < δ} suficientemente pequeño tal que

K ∩R = {(u, v) ∈ R : v ≥ h(u)}

donde h es de clase C p por pedazos en ]− ϵ, ϵ[ con h(0) = 0 y sup |h| < δ.

K

z0

u

v

v = h(u)

Imagen 19. Compacto con borde de clase C p por pedazos.

Observaciones. Sea K ⊆ R2 compacto con borde de clase C p por pedazos.
(1) Si K compacto, entonces ∂K es compacto y luego ∂K puede ser cubierto

por finitos rectángulos R = Rz0 con z0 ∈ ∂K.
(2) Dado que ∂K ∩Rz0 = Gr(h) def

= {(u, v) ∈ Rz0 : v = h(u)} es el grafo de
h, tenemos que ∂K se puede parametrizar usando finitos caminos de la
forma γ : [−ϵ, ϵ]→ ∂K, u 7→ (u, h(u)).

Ejercicio 1.11.12. — Un agujero de un compacto K ⊆ R2 es una compo-
nente conexa acotada de R2\K. Probar que si K tiene borde de clase C p por
pedazos entonces K posee a lo más un número finito de agujeros.

Indicación: Cada agujero está bordeado por los caminos u 7→ (u, h(u)).

Definición 1.11.13. — Sea K ⊆ R2 un compacto con borde de clase C p por
pedazos. Decimos que ∂K está orientada (canónocamente) si cada uno de
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los ejes coordenados (z0; (e1(z0), e2(z0))) definiendo las coordenadas (u, v) en
Rz0 están orientados positivamente respecto a la base canónica C de R2, i.e.,

detC (e1(z0), e2(z0)) > 0.

Concretamente, orientamos ∂K al considerar uno de los caminos u 7→ (u, h(u))

(que describen localmente a ∂K) en la dirección de u creciente, i.e., si nos
imaginamos caminando a lo largo del borde ∂K entonces el interior int(K)

debe estar a nuestra izquierda.

Ejemplo 1.11.14. — El borde del siguiente compacto está orientado
canónicamente:

K

Imagen 20. Un conjunto compacto orientado canónicamente.

El último ingrediente que necesitamos son las 2-formas diferenciales.

Definición 1.11.15. — Sea V ∼= R2 y sean α, β : V → R dos formas lin-
eales, definimos el producto exterior α∧ β como la forma bilineal alternada
V × V → R dada por

(α ∧ β)(ξ, η) := α(ξ)β(η)− α(η)β(ξ), para todos ξ, η ∈ V.

Luego, tenemos que α ∧ α def
= 0 y β ∧ α def

= −α ∧ β.
Sea Ω ⊆ Rn abierto no-vaćıo y definamos

Ap(Rn) := {φ : Rn
p veces
× · · ·× Rn → R p-lineal alternada}
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Una p-forma diferencial continua y a valores reales en Ω es una función
continua ω : Ω→ Ap(Rn), x 7→ ω(x).

Ejemplo importante 1.11.16. — Sean (x, y) coordenadas en R2. Entonces
(dx, dy) es la base canónica (dual) de A1(R2)

def
= (R2)∗. Luego,

dx ∧ dx = dy ∧ dy = 0 y dx ∧ dy = −dy ∧ dx

son los únicos productos exteriores relevantes. Expĺıcitamente, si ξ = (a, b),
η = (c, d) ∈ R2 entonces

(dx ∧ dy)(ξ, η) def
= ad− bc def

= detC (ξ, η)

Aśı, tal como detC permite calcular el área (con signo) de un paralelográmo
en R2, podemos pensar dx ∧ dy como una expresión de la medida de área (de
Lebesgue) dxdy en R2.

La siguiente observación resume la información relevante para nosotros en
el caso de V = R2 ∼= C.

Observación 1.11.17. — Sea Ω ⊆ R2 abierto no-vaćıo. Entonces, si
ξ = (ξ1, ξ2), η = (η1, η2) ∈ R2:

(1) Una 1-forma diferencial en Ω está dada por ω = fdx + gdy, y si
z = (x, y) ∈ Ω, entonces

(ω(z))(ξ)
def
= f(x, y)ξ1 + g(x, y)ξ2

(2) Una 2-forma diferencial en Ω está dada por α = hdx ∧ dy, y si
z = (x, y) ∈ Ω entonces

(α(z))(ξ, η) = h(x, y)(ξ1η2 − η1ξ2)

Definición 1.11.18. — Sea Ω ⊆ Rn abierto no-vaćıo, y sea ω =
∑n

j=1 fjdxj
una 1-forma diferencial de clase C 1 en Ω (a valores reales o complejos). Defin-
imos su diferencial exterior mediante

dω :=
n∑
j=1

dfj ∧ dxj , donde dfj =
n∑
j=1

∂fj
∂xi

dxi

En particular, si n = 2 y ω = u(x, y)dx+ v(x, y)dy entonces

dω = du ∧ dx+ dv ∧ dy =

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
dx ∧ dy.
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Con todo lo anterior en mente, podemos enunciar el Teorema de Green.
Este resultado fue enunciado por Green en 1828, aunque ya era conocido por
Euler en el siglo XVIII, y fue probado por Riemann en su tesis doctoral en
1851. Se trata de un caso particular del Teorema de Stokes sobre integración
en variedades compactas orientables (con borde).

Teorema 1.11.19 (Teorema de Green). — Sea K ⊆ R2 un compacto
no-vaćıo, con borde ∂K de clase C 1 por pedazos y orientado canónicamente.
Entonces, para toda 1-forma diferencial ω = P (x, y)dx + Q(x, y)dy de clase
C 1 en una vecindad de K se tiene que∫

∂K
ω =

∫
K
dω,

i.e., ∫
∂K

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =
x

K

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

1.12. Teoremas de Cauchy y Goursat

El Teorema de Cauchy es un resultado central en Análisis Complejo, y fue
enunciado por Cauchy en 1825 y probado por Riemann en 1851 para funciones
holomorfas de clase C 1. Finalmente, Goursat prueba en 1884 la versión general,
donde no asume la condición de ser de clase C 1.

Teorema 1.12.1. — (Teorema de Cauchy) Sea Ω ⊆ C un abierto y
K ⊆ C un compacto no vaćıo con borde de clase C 1 por pedazos y ori-
entado canónicamente tal que K ⊆ Ω. Entonces, para toda función holomorfa
f ∈ O(Ω) tal que f es de clase C 1 en Ω se tiene que∫

∂K
f(z)dz = 0

Demostración. — (Riemann) Consideremos la 1-forma diferencial ω = f(z)dz

de clase C 1. Luego,

dω
def
= df ∧ dz =

(
∂f

∂z
dz +

∂f

∂z
dz

)
= 0

pues dz ∧ dz = 0 y ∂f
∂z = 0 (Cauchy-Riemann). Aśı, el Teorema de Greem

implica que ∫
∂K

ω =

∫
K
dω = 0
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Para eliminar la hipótesis f ∈ C 1(Ω) comenzamos por analizar el caso en
que K es un triángulo, y por ende un compacto de clase C∞ por pedazos.

Lema 1.12.2. — Sea Ω ⊆ C un abierto y T ⊆ Ω un triángulo. Entonces,∫
∂T
f(z)dz = 0 ∀f ∈ O(Ω)

Demostración. — Sea I :=
∫
∂T f(z)dz ∈ C. Dividamos T en 4 triángulos

T1, . . . , T4 con vértices en los puntos medios de los lados de T .

T1

T2

T3

T4

Imagen 21. Sub-división en triángulos.

Entonces I =
∑4

k=1

∫
∂Tk

f(z)dz y luego existe k ∈ {1, . . . , 4} tal que∣∣∣∣∫
∂Tk

f(z)dz

∣∣∣∣ ≥ |I|4
Inductivamente, construimos triángulos T ′

0 ⊇ T ′
1 ⊇ T ′

2 ⊇ · · · con T ′
0 = T ,

T ′
1 = Tk, etc., con

diam(T ′
n) =

diam(T )

2n
y

∣∣∣∣∣
∫
∂T ′

n

f(z)dz

∣∣∣∣∣ ≥ |I|4
Luego, por la proposición 1.3.7 (c.f. §1.3) existe un único z0 ∈ C tal que
z0 ∈ T ′

n para todo n ∈ N, i.e.
⋃
n≥0 T

′
n = {z0}. Dado que f es holomorfa en

z0, tenemos que

f(z) = f(z0) + (z − z0)f ′(z0) + (z − z0)ϵ(z)

y limz→z0 ϵ(z) = 0. Por otro lado, si

g(z) := f(z0)z +
1

2
(z − z0)2f ′(z0)
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entonces g es holomorfa y dg def
= (f(z0) + (z− z0)f ′(z0))dz y luego

∫
∂T ′

n
dg = 0.

Aśı, ∣∣∣∣∣
∫
∂T ′

n

f(z)dz

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫
∂T ′

n

(z − z0)ϵ(z)dz

∣∣∣∣∣ ≤ ℓ(∂T ′
n) sup

∂T ′
n

|z − z0| · |ϵ(z)|

≤ 3(diam(T ′
n))

2 sup
∂T ′

n

|ϵ(z)|

Por tanto

|I| ≤ 4n

∣∣∣∣∣
∫
∂T ′

n

f(z)dz

∣∣∣∣∣ ≤ 3(diam(T ))2 sup
∂T ′

n

|ϵ(z)| n→+∞−→ 0

Teorema 1.12.3. — (Teorema de Goursat). Sea Ω ⊆ C un abierto y
K ⊆ C un compacto no vaćıo con borde de clase C 1 por pedazos y orien-
tado canónicamente tal que K ⊆ Ω. Entonces para toda función holomorfa
f ∈ O(Ω) se tiene que ∫

∂K
f(z)dz = 0

Demostración. — Sea δ = dist(K,C\Ω) > 0. Parametrizamos ∂K usando
finitos caminos de clase C 1 por pedazos y por cada uno de dichos caminos
γ : [a, b] → Ω consideramos subdivisión a = τ0 < τ1 < · · · < τN = b tal
que |γ(τj+1) − γ(τj)| ≤ ϵ ≤ δ/2. Entones, cada segmento [γ(τj), γ(τj+1)] está
contenido en Ω. Para 0 < ϵ≪ 1, la unión de dichos segmentos forman el borde
de un compacto Kϵ con borde poligonal.

K

∂K
∂Kε

Ti

γ(τj)

γ(τj+1)

Imagen 22. Triangulación de un compacto.
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Dicho compacto es triangulable, i.e., Kϵ =
⋃
i Ti, y luego por el lema de

Goursat ∫
∂Kϵ

f(z)dz =
∑
i

∫
∂Ti

f(z)dz = 0

Finalmente, por la proposición 1.11.10 (c.f. §1.11)

0 = lim
ϵ→0

∫
∂Kϵ

f(z)dz =

∫
∂K

f(z)dz,

de donde se obtiene el resultado.

1.13. Fórmula de Cauchy y Fórmula de Pompeiu

Durante esta sección, Ω ⊆ C será un conjunto abierto no vaćıo.

Teorema 1.13.1. — (Fórmula de Cauchy). Sea f ∈ O(Ω) y sea K ⊆ Ω un
compacto no vaćıo de borde de clase C 1 por pedazos y orientado canónicamente.
Entonces, para todo punto z ∈ int(K) se tiene

f(z) =
1

2πi

∫
∂K

f(w)

w − z
dw

En particular, f está determinada por sus valores en ∂K.

Demostración. — Sea ρ > 0 tal que D(z, ρ) ⊆ int(K), y sea Kρ := K\D(z, ρ).

K Kρ

•z

Γ(z, ρ) Γ−(z, ρ)

Imagen 23. El nuevo compacto Kρ

Luego, ∂Kρ = ∂K ∪ Γ−(z, ρ). Sea g(w) = f(w)/(w − z) función holomorfa
en Ω\{z}. Como Kρ ⊆ Ω\{z}, el Teorema de Cauchy nos da

0 =

∫
∂Kρ

g(w)dw =

∫
∂K

f(w)

w − z
dw −

∫
Γ(z,ρ)

f(w)

w − z
dw
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Para calcular la última integral de ĺınea, parametrizamos Γ(z, ρ) usando
γ(t) = z + ρeit, con t ∈ [0, 2π], luego∫

Γ(z,ρ)

f(w)

w − z
dw

def
=

∫ 2π

0

f(z + ρeit)

ρeit
iρeitdt = i

∫ 2π

0
f(z + ρeit)dt =: Iρ

Finalmente, por la continuidad de f∣∣∣∣i∫ 2π

0
f(z + ρeit)dt− 2πif(z)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 2π

0
f(z + ρeit)dt−

∫ 2π

0
f(z)dt

∣∣∣∣
≤
∫ 2π

0
|f(z + ρeit)− f(z)|dt

ρ→0−→ 0

de donde limρ→0 Iρ = 2πif(z).

Cultura general 1.13.2. — La fórmula de Pompeiu (1905) es una general-
ización de la fórmula de Cauchy para funciones no necesariamente holomorfas:
Sea K ⊆ C compacto con borde orientado de clase C 1 por pedazos, y denota-
mos por dλ(z) := dxdy la medida de Lebesgue en C ∼= R2, entonces

(1) Para toda función f : K → C de clase C 1 se tiene∫
∂K

f(z)dz = 2i

∫ ∫
K

∂f

∂z
dλ(z)

(2) Si z ∈ int(K), entonces

f(z) =
1

2πi

∫
∂K

f(w)

w − z
dw − 1

π

x

K

1

w − z
∂f

∂w
dλ(w)

La prueba usa el Teorema de Green y el Teorema de Convergencia Dominada.

Ejemplo 1.13.3. —
(1) Sea K = D(0, 2) y Γ = ∂K ćırculo de radio 2 centrado en el origen, y

sea f(z) = z/(9− z2) función holomorfa en una vecindad abierta de K.
Luego, la fórmula de Cauchy aplicada a z0 = −i ∈ int(K) nos da:∫

Γ

z/(9− z2)
z − (−i)

dz =

∫
Γ

z

(9− z2)(z + i)
dz = 2πif(−i) = 2πi

(
−i
10

)
=
π

5

(2) (c.f. distribución de Cauchy). Sea a ∈ R>0 y consideremos la integral

I(a) :=

∫ +∞

−∞

eiax

x2 + 1
dx =

∫ +∞

−∞

cos(ax)

x2 + 1
dx

por paridad. Sea f(z) = eiaz/(z2+1) función holomorfa en Ω = C\{±i},
y sea Γ = ∂K donde K es el semićırculo:
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Γ

•

3

•

−3

Imagen 24. El disco cerrado de radio 2 centrado en z0 = 0.

γ2

R−R

• i

γ1

Imagen 25. Semi-ćırculo de radio R > 1.

Notemos que f no es holomorfa en K, sin embargo podemos escribir
f(z) = g(z)/(z− i) con g(z) = eiaz/(z+ i) holomorfa en K. La fórmula
de Cauchy aplicada a z0 = i ∈ int(K) nos da:∫

∂K
f(z)dz =

∫
∂K

g(z)

z − i
dz = 2πig(i) = 2πi

e−a

2i
= πe−a

Por otro lado,∫
∂K

f(z)dz =

∫
γ1

f(z)dz +

∫
γ2

f(z)dz = I1 + I2

a) Para I1, γ(t) = t con t ∈ [−R,R] y luego

I1
def
=

∫ R

−R

eiat

t2 + 1
dt

R→+∞−→ I(a)

b) Para I2, γ2(t) = Reit con t ∈ [0, π], y luego:

I2
def
=

∫ π

0

eiaRe
it

R2ei2t + 1
· iReitdt =

∫ π

0
h(t)dt
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con

|h(t)| = R

|R2ei2t + 1|
· |eiaReit | ≤ R

R2 − 1
e−aR sin(t) ≤ R

R2 − 1

Luego

|I2| ≤
πR

R2 − 1

R→+∞−→ 0

Aśı.

I(a) =

∫ +∞

−∞

eiax

x2 + 1
dx = πe−a

Por paridad, obtenemos∫ +∞

0

cos(ax)

x2 + 1
dx =

π

2
e−a ∀a ∈ R

1.14. Diferenciabilidad de funciones holomorfas y Teorema de Mor-
era

Una de las aplicaciones más notables y espectaculares de la fórmula de
Cauchy es el siguiente resultado:

Teorema 1.14.1. — Sea Ω ⊆ C abierto y K ⊆ Ω compacto no vaćıo con borde
∂K de clase C 1 por pedazos. Entonces, toda función holomorfa f ∈ O(Ω) es
de clase C∞ en Ω. Más aún, para todo punto interior z0 ∈ int(K)

(1) Para todo n ∈ N
∂nf

∂zn
(z0) = f (n)(z0) =

n!

2πi

∫
∂K

f(z)

(z − z0)n+1
dz

(2) Para todo n ∈ N y todo m ∈ N≥1

∂n+mf

∂zn∂zm
(z0) =

∂n+mf

∂zm∂zn
(z0) = 0

En particular, una función holomorfa f ∈ O(Ω) posee derivadas com-
plejas f (n) de orden arbitrario y además f (n) ∈ O(Ω) para todo n ≥ 1.

Demostración. — Dividiendo el borde ∂K en N caminos γj de clase C 1, ten-
emos que:

f(z) =
1

2πi

∫
∂K

f(w)

w − z
dw

def
=

N∑
j=1

1

2πi

∫ bj

aj

f(γj(t))

γj(t)− z
γ′j(t)dt
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Como f ∈ O(Ω), f es continua en Ω y la última integral puede considerarse
una función en la variable z. Dado que la función w 7→ 1

w−z es de clase C∞ en
Ω\{z}, el resultado se obtiene por inducción usando las fórmulas
∂m

∂zm

(
1

w − z

)
(z0) =

n!

(w − z0)m+1
y

∂n+m

∂zn∂zm

(
1

w − z

)
= 0 si m > 0

Ejemplo 1.14.2. —
(1) La integral

I =

∫
∂D(0,4)

sin(z)

(z − π)4
dz

Se calcula considerando f(z) = sin(z) y luego f (3)(z) = − cos(z) y luego

I =
2πi

3!
f (3)(π) = −2πi

6
cos(π) =

iπ

3

(2) Consideremos

I =

∫
∂D(i,2)

1

(z2 + 4)2
dz =

∫
∂D(i,2)

f(z)

(z − 2i)2
dz

con f(z) = 1/(z + 2i)2 holomorfa en D(i, 2). Entonces

f ′(z) = − 2

(z + 2i)3
=⇒ I =

2πi

1!
f ′(2i) = 2πi · (−2)

43 · i3
=

π

16

Γ

• i

• 2i

• − 2i

Imagen 26. Ćırculo de radio 2 centrado en z0 = i.

Ejercicio 1.14.3. — Sea a ∈ R>0, calcular∫ +∞

−∞

cos(ax)

(x2 + 1)2
dx
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El siguiente resultado es el rećıproco del lema de Goursat, y será relevante
más adelante para probar holomorf́ıa en ciertos contextos.

Teorema 1.14.4. — (Teorema de Morera) Sea Ω ⊆ C abierto no vaćıo, y sea
f : Ω→ C función continua. Si suponemos que∫

∂T
f(z)dz = 0 para todo triángulo T ⊆ Ω

entonces f es holomorfa en Ω.

Demostración. — Sea z0 ∈ Ω y r > 0 tal que D(z0, r) ⊆ Ω. Para z ∈ D(z0, r)

definimos
F (z) :=

∫
[z0,z]

f(w)dw

donde [z0, z] es el segmento que une z0 a z.

K

• z0

D(z0, r)

• z

z + h•

Imagen 27. Ilustración del Teorema de Morera.



60 CAPÍTULO 1. FUNCIONES HOLOMORFAS E INTEGRACIÓN

Luego, para z ∈ D(z0, r) y h ̸= 0 tal que z + h ∈ D(z0, r) tenemos que

F (z + h)− F (z)
h

def
=

1

h

(∫
[z0,z+h]

f(w)dw −
∫
[z0,z]

f(w)dw

)

=
1

h

(∫
∂T
f(w)dw −

∫
[z+h,z]

f(w)dw

)

=
1

h

(∫
[z,z+h]

f(w)dw

)
def
=

1

h

(∫ 1

0
f(z + th)hdt

)
La continuidad de f en z0 implica entonces que

lim
h→0

F (z + h)− F (z)
h

= f(z)

y luego F ∈ O(Ω). En particular, F ′(z) = f(z) es holomorfa en Ω también.

1.15. Desigualdad de Cauchy y Teorema de Liouville

La fórmula de Cauchy para las derivadas de funciones holomorfas permite
obtener las siguientes estimaciones a priori, probadas por Cauchy en 1884.

Teorema 1.15.1. — (Desigualdad de Cauchy) Sea Ω ⊆ C abierto no vaćıo,
z ∈ Ω, y r > 0 tal que D(z, r) ⊆ Ω. Entonces, para toda f ∈ O(Ω) y n ≥ 0 se
tiene que

|f (n)(z)| ≤ n!

rn
sup

∂D(z,r)

|f |

Ω

•z

D(z, r)

Imagen 28. La desigualdad de Cauchy permite estimar derivadas.
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Demostración. — La fórmula de Cauchy sobre el compactoD(z, r) y utilizando
la parametrización γ(t) = z + reit, t ∈ [0, 2π], tenemos

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
∂D(z,r)

f(w)

(w − z)n+1
dw

def
=

n!

2πi

∫ 2π

0
f(z + reit)

e−i(n+1)t

rn+1
rieitdt

=⇒ |f (n)(z)| ≤ n!

2πrn

∫ 2π

0
|f(z + reit)|dt ≤ n!

2πrn
sup

∂D(z,r)

|f |

Corolario 1.15.2. — Sea f una función entera (i.e., f ∈ O(Ω)) tal que existe
A,B ∈ R≥0 tal que para todo z ∈ C se tiene

|f(z)| ≤ A(1 + |z|)B

i.e. f crece de manera polinomial cuando |z| → +∞. Entonces, f es un
polinomio de grado menor o igual a B.

Demostración. — Sea ⌊B⌋ ∈ N la parte entera de B y sea n := ⌊B⌋+ 1 > B.
Luego, para todo z ∈ C y todo r > 0 se tiene

sup
∂D(z,r)

|f | = sup
t∈[0,2π]

|f(z + reit)| ≤ A(1 + |z + reit|)B ≤ A(1 + |z|+ r)B

y por la desigualdad de Cauchy

|f (n)(z)| ≤ n!

rn
A(1 + |z|+ r)B

r→+∞−→ 0

Luego, |f (n)(z)| = 0 para todo z ∈ C y luego f es un polinomio de grado menor
o igual a n− 1 = ⌊B⌋.

El caso B = 0 del corolario anterior fue enunciado por Cauchy en 1844 y
probado en 1847 por Liouville.

Teorema 1.15.3. — (Teorema de Liouville) Sea f ∈ O(Ω) función entera y
acotada (i.e., existe A ∈ R≥0 tal que |f(z)| ≤ A para todo z ∈ C). Entonces f
es constante.

Una consecuencia importante es el famoso

Teorema 1.15.4. — (Teorema Fundamental del Álgebra) C es algebraica-
mente cerrado, i.e., todo polinomio P ∈ C[z] de grado d ≥ 1 posee una ráız en
C.
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Demostración. — Supongamos por contradicción que existe

P (z) = adz
d + · · ·+ a1z + a0

tal que P (w) ̸= 0 para todo w ∈ C. Entonces f(z) := 1/P (z) es entera y

|f(z)| ∼=
1

|ad| · |z|d

tiende a cero cuando |z| → +∞. En particular, f es acotada y luego constante
gracias al Teorema de Liouville. De esta forma, P = 1/f es constante, lo que
es una contradicción.

Ejercicio 1.15.5. — Sea f ∈ O(C) función entera y sea u : C ∼= R2 → R
la función armónica u := Re(f). Probar que si u está acotada superiormente
(i.e., existe M ∈ R tal que u(x, y) ≤ M para todo (x, y) ∈ R2) entonces u es
una función constante.

Indicación: Considerar g(z) := exp(f(z)).

1.16. Funciones anaĺıticas

Una función real f : R→ R es anaĺıtica si converge a su serie de Tylor. Esto
implica en particular que es de clase C∞. Sin embargo,

f(x) =

e−1/x si x > 0

0 si x ≤ 0

es de clase C∞ y no es anaĺıtica (pues f (n)(0) = 0 para todo n ≥ 0). En el
caso de C ∼= R hay dos nociones naturales de analiticidad.

Definición 1.16.1. — Sea Ω ⊆ C abierto no vaćıo y f : Ω → C función.
Decimos que:

(1) f es R-anaĺıtica si para todo z0 = (x0, y0) ∈ Ω ⊆ R2, existe una
vecindad abierta V de z0 tal que

f(x, y) =
∑

(α,β)∈N2

aα,β(x− x0)α(y − y0)β

para todo z = (x, y) ∈ V , con convergencia normal en V .
(2) f es C-anaĺıtica si para todo z0 ∈ Ω ⊆ C, existe una vecindad abierta

V de z0 tal que
f(z) =

∑
n∈N

an(z − z0)n
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para todo z ∈ V , con convergencia normal en V .

Observación 1.16.2. — (c.f. §1.6) Tanto en el caso R-anaĺıtico como en el
C-anaĺıtico tenemos que las series anteriores son derivables término a término.
En particular, sus coeficientes están únicamente determinados por las fórmulas

aα,β =
1

α!β!

∂α+βf

∂xα∂yβ
(x0, y0) y an =

1

n!

dnf

dzn
(z0)

Ejercicio 1.16.3. —
(1) Probar que si f : Ω ⊆ C ∼= R2 → C es C-anaĺıtica, entonces es R-

anaĺıtica.
Indicación: (z − z0)n = ((x− x0) + i(y − y0))n y usar Newton.

(2) Probar que la función f(z) = z es R-anaĺıtica pero no es C anaĺıtica.

El resultado principal de esta sección relaciona las nociones de holomorf́ıa y
analiticidad.

Teorema 1.16.4. — Sea Ω ⊆ C abierto no vaćıo y f : Ω → C función.
Entonces, las condiciones siguientes son equivalentes:

(1) f es holomorfa en Ω.
(2) f es C-anaĺıtica en Ω.

Demostración. — (2) implica (1) ya fue probado en §1.6. Para ver que (1)
implica (2), sea f ∈ O(Ω) y sean z0 ∈ Ω, r > 0 tal que D(z0, r) ⊆ Ω.

Ω

•z

D(z0, r)

Imagen 29. Disco cerrado al interior de Ω.

Para z ∈ int(D(z0, r))
def
= D(z0, r), la fórmula de Cauchy implica que

f(z) =
1

2πi

∫
∂D(z0,r)

f(w)

w − z
dw
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Escribamos
1

w − z
=

1

w − z0

(
1

1− (z − z0)/(w − z0)

)
=

1

w − z0

+∞∑
n=0

(
z − z0
w − z0

)

=
+∞∑
n=0

(z − z0)n

(w − z0)n+1

Entonces

f(z) =
1

2πi

∫
∂D(z0,r)

f(w)
+∞∑
n=0

(z − z0)n

(w − z0)n+1
dw

Luego, si w = z0 + reit entonces∣∣∣∣ (z − z0)n

(w − z0)n+1

∣∣∣∣ = 1

r

(
|z − z0|n

r

)
con M =

|z − z0|
r

Aśı, la serie converge normalmente para todo t ∈ [0, π] y luego

f(z) =
+∞∑
n=0

an(z − z0)n con an
def
=

∫
∂D(z0,r)

f(w)

w − z0)n+1
=

1

n!

1

n!
f (n)(z0)

y luego f es C-anaĺıtica en D(z0, r).

La demostración anterior nos muestra que f ∈ O(Ω) es anaĺıtica en todo
disco cerrado contenido en Ω, en particular:

Corolario 1.16.5. — Sea Ω ⊆ C abierto no vaćıo y f ∈ O(Ω). Entonces,
para todo z0 ∈ Ω tenemos que

f(z) =
+∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n

donde el radio de convergencia R de esta serie verifica que

R ≥ dist(z0,Ωc)

1.17. Ceros de funciones holomorfas

Una consecuencia importante de que toda función holomorfa es anaĺıtica, es
el siguiente resultado sobre los ceros de dichas funciones.
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Teorema 1.17.1. — Sea Ω ⊆ C un abierto conexo no vaćıo y f ∈ O(Ω) una
función holomorfa no identicamente nula (i.e., existe z0 ∈ Ω tal que f(z0) ̸= 0).
Entonces, el conjunto de ceros

V (f) := f−1(0)
def
= {z ∈ Ω tal que f(z) = 0} ⊆ Ω

consiste en puntos aislados (i.e., para todo z ∈ V (f) existe una vecindad
abierta Uz ⊆ Ω tal que V (f) ∩ Uz = {z} ).

Antes de probar el resultado anterior, recordemos la siguiente caracterización
de conjuntos aislados.

Lema 1.17.2. — Sea Ω ⊆ Rn un abierto no vaćıo, y sea A ⊆ Ω un subcon-
junto. Las siguientes propiedades son equivalentes:

(1) A ⊆ Ω es un cerrado formado por puntos aislados.
(2) A es localmente finito en Ω, i.e., todo punto x ∈ Ω posee una vecindad

abierta Ux tal que A ∩ Ux es un conjunto finito.
(3) Para todo compacto K ⊆ Ω, la intersección A∩K es un conjunto finito.
(4) El conjunto A es finito o numerable, y si A = {an}n∈N es infinito,

entonces
∥an∥+

1

dist(an, ∂Ω)
n→+∞−→ +∞

i.e., los puntos an se alejan al infinito o bien tienden al borde de Ω.

Demostración. — Para ver que (1) implica (2), notemos que A∩Ux es vaćıo o
{x} si Ux es suficientemente pequeño. Por otra parte, (2) implica (3) gracias
a la caracterización de compacidad mediante subcubrimientos finitos.

Para ver que (3) implica (4), Consideremos para todo m > 0

Km := {x ∈ Ω tal que ∥x∥ ≤ m y dist(x, ∂Ω) ≥ 1/m}.

Ω

Km ⊆

Ω

Km

Km+1

Imagen 30. La familia de compactos Km.
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Entonces, Km son compactos en Ω tal que Ω =
⋃
m>0Km y Km ⊆int(Km).

Entonces, A ∩Km es finito por hipótesis, con A ∩Km =⊆ {a0, a1, . . . , anm}.
Luego, A ∩ (Km\Km−1) = {anm−1+1, . . . , anm} y por ende si n > nm entonces
an /∈ Km, lo que implica por definición de Km

∥an∥+
1

dist(an, ∂Ω)
≥ m

El hecho de que (4) implica (1) queda como Ejercicio.

Observación importante 1.17.3. — Sea Ω ⊆ Rn abierto no vaćıo. En-
tonces, si Ω es conexo (i.e., no existen Ω1, Ω2 abiertos no vaćıos tales que
Ωi ⊆ Ω, Ω1 ∩ Ω2 = ∅ y Ω = Ω1 ⊔ Ω2) y X ⊆ Ω es abierto y cerrado, entonces
X = ∅ o bien X = Ω.

Demostración. — Sea

X := {z0 ∈ Ω tal que para todo n ∈ N, f (n)(z0) = 0} =
⋂
n≥0

V (f (n))

Dado que cada V (f (n)) es cerrado en Ω, tenemos que X también lo es.
Además, X ̸= Ω pues f no es identicamente nula.

Por otro lado, X es abierto en Ω : si z0 ∈ Ω, entonces la expresión

f(z) =
∑
n≥0

1

n!
f (n)(z0)(z − z0)

es válida en D(z0, r), con r = dist(z0,C\Ω) > 0 y luego f |D(z0,r) ≡ 0. Como
Ω ⊆ Rn es conexo y X ̸= Ω es abierto y cerrado, concluimos que X = ∅. Para
concluir, sea z0 ∈ V (f) ⊆ Ω, i.e., f(z0) = 0. Como X = ∅, existe m ≥ 1 tal
que f (m)(z0) ̸= 0, que podemos asumir minimal. Entonces

f(z) =
∑
n≥m

an(z − z0)n := (z − z0)mg(z)

en D(z0, r). Por construcción

g(z) =
f(z)

(z − z0)m

en Ω\{z0}, entonces g ∈ O(Ω). Finalmente, como g(z0) = am
def
= f (m)(z0)/m! ̸= 0,

la continuidad de g implica que g no se anula en una vecindad abierta V ⊆ Ω

de z0. Entonces, f−1(0) ∩ V = {z0}, i.e., z0 ∈ V (f) es un punto aislado.

La demostración del resultado anterior nos da información más precisa:
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Proposición 1.17.4. — Sea Ω ⊆ C un abierto conexo no vaćıo y f ∈ O(Ω)

una función holomorfa no identicamente nula. Entonces, para todo z0 ∈ Ω tal
que f(z0) = 0:

(1) Existe un único entero m ≥ 1 minimal tal que f (m)(z0) ̸= 0, i.e.,

f(z0) = f ′(z0) = · · · = f (m−1)(z0) = 0

y f (m) ̸= 0.
(2) f se factoriza como

f(z) = (z − z0)mg(z)

con g ∈ O(Ω) que no se anula en una vecindad abierta de z0.
Decimos que f posee un cero de orden m en z0.

Ejercicio 1.17.5. — Determinar el orden de todos los ceros de las funciones
(1) sin(z) y cos(z).
(2) Ln(z).

1.18. Extensión anaĺıtica

En esta sección analizaremos la extensión de funciones holomorfas.

Teorema 1.18.1. — (Principio de extensión anaĺıtica). Sea Ω ⊆ C un abierto
no vaćıo, y sean f, g ∈ O(Ω). Sea A ⊆ Ω un subconjunto tal que existe z0 ∈ A
punto de acumulación de A. Entonces, si f = g en A, se tiene que f = g en
la componente conexa que contiene a z0.

Ω0

• z0

Ω1

Imagen 31. Principio de extensión anaĺıtica.

Demostración. — Sea Ω0 la componente conexa de Ω conteniendo a z0. Si
consideramos h := f − g, entonces h ∈ O(Ω0) y z0 es un cero no aislado de h,
entonces h ≡ 0 en Ω0.
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Una forma útil de reformular lo anterior es la siguiente.

Proposición 1.18.2. — Sea Ω ⊆ C es un abierto conexo no vaćıo y
f, g ∈ O(Ω). Si existe {zn}n≥0 ⊆ Ω sucesión de elementos diferentes tales que
zn

n→+∞−→ w ∈ Ω y tal que f(zn) = g(zn) para todo n ∈ N, entonces f = g.

En particular, si f = g en R, entonces f = g en C.

Ejemplo 1.18.3. — Las identidades trigonométricas que se verifican en todo
R se extienden anaĺıticamente a todo C. Por ejemplo,

cos2(z) + sin2(z) = 1 y cos2(z) =
1 + cos(2z)

2
∀z ∈ C

¡Atención! — No es cierto que | cos(z)|2 + | sin(z)|2 = 1 para todo z ∈ C (a
pesar de ser cierto en R) pues f(z) = | cos(z)|2 + | sin(z)|2 no es holomorfa!

Corolario 1.18.4. — (Unicidad de la extensión anaĺıtica). Sea Ω ⊆ C un
abierto no vaćıo, y sea f ∈ O(Ω) holomorfa. Supongamos que f admite una
extensión F ∈ O(Ω̃) a un abierto conexo Ω̃ tal que Ω ⊆ Ω̃. Entonces, F es
única.

Demostración. — Sean F1 y F2 dos extensiones anaĺıticas de f a Ω̃. Entonces,
F1−F2 se anula en Ω, que no es un subconjunto localmente finito de Ω̃. Luego,
F1 − F2 ≡ 0 en el abierto conexo Ω̃.

Ejercicio 1.18.5. — Sea Ω ⊆ C abierto conexo no vaćıo, y sean f, g ∈ O(Ω).
Supongamos que existen sucesiones {zn}n≥0, {wn}n≥0 ⊆ Ω de elementos difer-
entes y convergentes en Ω tales que (f−g)(zn) = 0 y (f+2g)(wn) = 0. Probar
que f ≡ g ≡ 0 en Ω.

1.19. Teorema de la aplicación abierta

El objetivo de esta sección es estudiar el comportamiento local de las fun-
ciones holomorfas (tanto en puntos “regulares” como en puntos “cŕıticos”) y
deducir el Teorema de la aplicación abierta y el Teorema de Inversión global.

Definición 1.19.1. — Sean Ω1, Ω2 ⊆ C dos abiertos no vaćıos, y sea
f : Ω1 → Ω2. Decimos que f es un biholomorfismo si f ∈ O(Ω1), f es
biyectiva, y f−1 ∈ O(Ω2) (i.e., f es una función biyectiva, holomorfa y con
inversa holomorfa).
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Teorema 1.19.2. — Sea Ω ⊆ C abierto no vaćıo y f ∈ O(Ω). Sea z0 ∈ Ω

tal que f ′(z0) ̸= 0. Entonces existe una vecindad abierta V de z0 tal que
W := f(V ) es un abierto de C y tal que f : V →W es un biholomorfismo.

Demostración. — Dado que f ′(z0) ̸= 0, la R-diferenciabilidad de f en z0 y la
fórmula dfz0(h) = f ′(z0)h implican que dfz0 es un R-isomorfismo. Luego, el
Teorema de la función inversa (en R) implica que existe una vecindad V de
z0 tal que W := f(V ) es una vecindad abierta de f(z0) y f : V → W es un
difeomorfismo de clase C∞. Más aún, para todo z ∈ V , d(f−1)f(z) = (dfz)

−1.

Finalmente, dado que f es holomorfa tenemos que dfz es C-lineal, luego
d(f−1)f(z) es C-lineal y por tanto f−1 es holomorfa.

Observación importante 1.19.3. — La demostración anterior prueba más
aún que:

(f−1)′(f(z)) =
1

f ′(z)
∀z ∈ V i.e., (f−1)′(w) =

1

f ′(f−1(w))
∀w ∈W

Cultura general 1.19.4. — Existen versiones más precisas del resultado an-
terior:

Teorema 1.19.5. — (Teorema de Bloch-Landau) Sea f holomorfa en D(z0, r)

con f ′(z0) ̸= 0. Entonces existe U ⊆ D(z0, r) abierto tal que f(U) = D(w0, R)

con R ≥ (1/12)r|f ′(z0)| y con f |U : U
∼→ D(z0, r) biholomorfismo.

Este resultado fue enunciado por André Bloch en 1924 (desde un hospital
psiquiátrico al sur de Paŕıs, donde estaba internado luego de haber matado a
su hermano y sus t́ıos en una comida familiar en 1917...) y probado en 1929
por Edmund Landau.

Definición 1.19.6. — Sea Ω ⊆ C abierto no vaćıo y f ∈ O(Ω). Decimos que
z0 ∈ Ω es un punto cŕıtico (respectivamente punto regular) si f ′(z0) = 0

(respectivamente f ′(z0) ̸= 0).

Ejercicio 1.19.7. — Sea f ∈ O(Ω) función no constante. Probar que el
conjunto de puntos cŕıticos de f (respectivamente regulares) es un conjunto
cerrado formado por puntos aislados en Ω (respectivamente es un abierto denso
de Ω).

El Teorema de Inversión local nos permitió entender el comportamiento de
f en una vecindad de un punto regular. Para puntos cŕıticos tenemos:
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Teorema 1.19.8. — Sea Ω ⊆ C abierto no vaćıo, z0 ∈ Ω y f ∈ O(Ω) no con-
stante en una vecindad de z0. Entonces existe m := min{n ∈ N≥1 tal que f (n)(z0) ̸= 0}
y un biholomorfismo φ : V →W de una vecindad abierta z0 ∈ V a una vecin-
dad abierta 0 ∈W tal que φ(z0) = 0 y tal que

f(z)− f(z0) = φ(z)m ∀z ∈ V

Demostración. — Dado que f no es constante en una vecindad de z0, el
conjunto {n ∈ N≥1 tal que f (n)(z0) ̸= 0} es no vaćıo y luego posee un mı́nimo
m ∈ N≥1.

El caso m = 1 se obtiene del Teorema de Inversión local, definiendo en tal
caso φ(z) := f(z)− f(z0).

Supongamos que m ≥ 2. En este caso, podemos escribir

f(z)− f(z0) = (z − z0)mg(z)⇐⇒ f(z) = f(z0) + (z − z0)mg(z)

con g ∈ O(Ω) y g(z0) ̸= 0. Como g(z0) ̸= 0, podemos escoger una rama de
logθ para definir z 7→ m

√
z en una vecindad de g(z), y obtener aśı h ∈ O(W0)

para una vecindad abierta z0 ∈ W0 y tal que g = hm en W . Definamos
φ(z) := (z − z0)mh(z), que verifica φ(z0)

def
= 0 y

φ(z)m = (z − z0)mh(z)m
def
= (z − z0)mg(z)

def
= f(z)− f(z0)

el Teorema de Inversión local implica que φ es un biholomorfismo de una
vecindad abierta V ⊆W0 de z0 en una vecindad abierta de φ(z0) = 0 ∈W .

Ejercicio 1.19.9. — Analizar f(z) = sin3(z2) en z0 = 0.

Observación 1.19.10. — En el Teorema anterior, siempre podemos suponer
que W es un disco: en caso contrario, elegimos un disco D(0, r0) ⊆ W0 y
reemplazamos W por Wr := D(0, r) con r ∈]0, r0[, y V por Vr := φ−1(D(0, r)).

Corolario 1.19.11. — Sea Ω ⊆ C abierto no vaćıo, z0 ∈ Ω y f ∈ O(Ω) no
constante en una vecindad de z0. Si m := min{n ∈ N tal que f (n)(z0) ̸= 0},
entonces

(1) Para todo w ∈ D(f(z0), r
m)\{f(z0)} con r ∈]0, r0[, la ecuación

f(z) = w posee m soluciones diferentes en Vr.
(2) Si w = f(z0), la ecuación f(z) = w admite z = z0 como única solución

(de multiplicidad m).
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Demostración. — Para w ∈ D(f(z0), r
m), la ecuación f(z) = w equivale a

φ(z)m = w − f(z0) en D(0, rm), y luego posee m soluciones:

zk = φ−1(e2πik/m(w − f(z0))1/m) ∈ Vr con k ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}

donde (w − f(z0))
1/m ∈ D(0, r) es cualquiera de las ráıces m-ésimas de

w − f(z0). En el caso:
(1) Todas las soluciones z0, . . . , zm−1 son distintas pues w ̸= f(z0).
(2) Todas las soluciones son iguales a φ−1(0) = z0 pues w ̸= f(z0) y φ es

un biholomorfismo.

Una consecuencia importante del análisis local de funciones holomorfas y de
la observación anterior es:

Teorema 1.19.12. — (Teorema de la aplicación abierta) Sea Ω ⊆ C un
abierto conexo no vaćıo y f ∈ O(Ω) función holomorfa no constante. En-
tonces, f es una función abierta, i.e., para todo abierto U ⊆ Ω, la imagen
f(U) es un abierto de C.

Demostración. — Todo punto z0 ∈ U (regular o cŕıtico) posee una vecindad
abierta Vz0 ⊆ U tal que f(Vz0) = D(f(z0), r(z0)) es un disco abierto de centro
f(z0) y radio r0 = r(z0) > 0. Entonces

f(U) =
⋃
z0∈U

D(f(z0), r(z0))

es un abierto.

Observación 1.19.13. — Lo anterior es falso para funciones reales (e.g. con-
siderar sin(x)).

La principal aplicación del Teorema de la aplicación abierta es:

Teorema 1.19.14. — (Teorema de Inversión Global) Sea Ω ⊆ C un abierto
conexo no vaćıo y f ∈ O(Ω) una función holomorfa inyectiva. Entonces:

(1) f(Ω) es un abierto de C.
(2) f ′(z) ̸= 0 para todo z ∈ Ω.
(3) f : Ω

∼→ f(Ω) es un biholomorfismo.
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Demostración. — Como f es una función abierta, f(Ω) ⊆ C es un disco
abierto. Aśı, f : Ω → f(Ω) es una biyección continua abierta (i.e. un homeo-
morfismo). Si se tuviera que f ′(z0) = 0 para cierto z0 ∈ Ω, entonces

m = min{n ∈ N≥1 tal que f (n)(z0) ̸= 0} ≥ 2

y luego f no seŕıa localmente inyectiva en una vecindad de z0. Por tanto,
f ′(z0) ̸= 0 para todo z0 ∈ Ω y luego el Teorema de inversión local implica que
f−1 es holomorfa.

Ejercicio 1.19.15. — Dar un contraejemplo de lo anterior en el caso de
funciones reales.

1.20. Principio del máximo y Lema de Schwarz

El principio del máximo es otra manifestación espectacular de la “rigidez”
de las funciones holomorfas.

Teorema 1.20.1. — (Principio del máximo) Sea Ω ⊆ C un abierto no vaćıo
y f ∈ O(Ω). Entonces

(1) Si existe z0 ∈ Ω tal que |f(z0)| = supΩ |f |, entonces f es constante en
la componente conexa de Ω que contiene a z0.

(2) Para todo compacto K ⊆ Ω se tiene que

max
K
|f | = max

∂K
|f |

y además:

max
K

Re(f) = max
∂K

Re(f) y max
K

Im(f) = max
∂K

Im(f)

Demostración. — Para (1), supongamos f no constante en la componente
conexa Ω0 de Ω que contiene a z0 y que

f(z0) = sup
Ω
|f | def

= sup
Ω0

|f |

Como f es abierta en Ω0, la imagen f(Ω0) es una vecindad abierta de
z0 y luego existe r0 ∈ R>0 tal que D(f(z0), r0) ⊆ f(Ω0). Entonces, existe
w = f(z) ∈ D(f(z0), r0) tal que z ∈ Ω0 y además

w ̸= f(z0) y además |f(z0)| < |w|
def
= |f(z)|

una contradicción.
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f(Ω0)

·f(z0)
· w

|f(z0)|

Imagen 32. La imagen f(Ω0).

Veamos (2). Para u := Re(f) (la parte imaginaria es análoga). Si tuvieramos
que

max
∂K

u < max
K

u

entonces existe z0 ∈ int(K)
def
= K\∂K tal que u(z0) = maxK u. Consideremos

la componente conexa Ω0 de z0 en el abierto int(K) y veamos que f es constante
en Ω0 (por tanto u también). En caso contrario, f(Ω0) seŕıa una vecindad
abierta f(z0) contenida en {w ∈ C tal que Re(w) ≤ Re(f(z0))

def
= u(z0)} lo

cual es imposible.

•f(z0)

Re
•

Re(f(z0))

Imagen 33. Vecindad abierta de f(z0).
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Aśı, f es constante en Ω0 y luego u|∂Ω0 = u(z0) por continuidad de
f = u+ iv. Finalmente, dado que

∅ ≠ ∂Ω0 ⊆ ∂(int(K))
def
= int(K)\int(K) ⊆ K\int(K)

def
= ∂K

tendŕıamos que maxK u = u(z0) se alcanza también en ∂K.

Ejercicio 1.20.2. — Sea Ω ⊆ C un abierto no vaćıo y sea f ∈ O∗(Ω) (i.e.,
f(z) ̸= 0 para todo z ∈ Ω). Probar que si |f | alcanza su mı́nimo en Ω, entonces
f es constante.

Una aplicación del Principio del máximo es el “Lema de Schwarz”, que nos
da información cuantitativa sobre el módulo de una función holomorfa de la
cual conocemos cotas globales y existencia de ciertos ceros.

Teorema 1.20.3. — (Lema de Schwarz) Sea f ∈ O(D(z0, R)) para
R ∈]0,+∞[ y z0 ∈ C. Si supD(z0,R) |f | < +∞ y f(z0) = f ′(z0) = · · · = f (m−1)(z0) = 0,
entonces

(1) Para todo z ∈ D(z0, R)

|f(z)| ≤M
(
|z − z0|
R

)m
(2) Si existe z ∈ D(z0, R)\{z0} tal que (1) es una igualdad, entonces existe

λ ∈ C con |λ| =M y tal que

f(z) = λ

(
z − z0
R

)m
para todo z ∈ D(z0, R).

Demostración. — Definamos g(z) = f(z)/(z−z0)m. Dado que f posee un cero
de orden n ≥ m en z0, existe h ∈ O(Ω), h(z) ̸= 0, y tal que f(z) = (z−z0)nh(z)
con n ≥ m, entonces existe g holomorfa enD(z0, r) para todo r < R. Al aplicar
el principio del máximo a g en D(z0, r) tenemos que

max
D(z0,r)

|g| = max
Γ(z0,r)

≤ M

rm

Haciendo r → R, tenemos que

sup
D(z0,R)

|g| ≤ M

Rm
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y luego obtenemos (1). Si hay igualdad en (1), entonces g alcanza su supremo
en un punto de D(z0, r) y luego g(z) ≡ µ := λ/Rm es constante, de donde
concluimos (2).

Ejercicio 1.20.4. — Sea D = {z ∈ C tal que |z| < 1} y f : D→ D holomorfa
tal que f(0) = 0. Probar que |f(z)| ≤ |z| para todo z ∈ D y que |f ′(0)| ≤ 1.

Ejemplo importante 1.20.5. — (Automorfismos del disco unitario D). Para
todo Ω ⊆ C abierto no vaćıo, definimos

Aut(Ω) := {f : Ω→ Ω biholomorfismo} = {f : Ω→ Ω holomorfa y biyectiva}

Veamos que si f ∈ Aut(D) entonces:

f(z) = λ

(
z − a
1− az

)
con |λ| = 1 y a ∈ D .

Ejercicio 1.20.6. — Verificar que a = f−1(0) y

λ =
f ′(0)

1− |a|2

Comencemos por convencernos que dichas f son automorfismos de D. Si
λ = 1 y definimos

φa(z) :=
z − a
1− az

para z ∈ D, entonces |1− az| ≥ 1− |a| · |z| > 0 pues a ∈ D y además:

1− |φa(z)|2 =
(1− |a|2)(1− |z|2)

|1− az|2
(ejercicio)

Entonces φa(D) ⊆ D. Además, para w ∈ D tenemos que w = φa(z) si y solo
si w(1 − az) = z − a si y solo si w + a = z(1 + aw), lo que por definición es
equivalente a que z = φ−a(w). Aśı, φ−1

a = φ−a y luego φa ∈ Aut(D).

Ejercicio 1.20.7. — Probar que Aut(D) actúa transitivamente en D, i.e.,
para todos a, b ∈ D, existe f ∈ Aut(D) tal que f(a) = b.

Indicación: Considerar f = φ−b ◦ φa.

En el caso general en que |λ| = 1, i.e., λ = eiθ para θ ∈ R. Por ejemplo,
hλ(z) = λz = eiθz es la rotación en ángulo θ y luego hλ ∈ Aut(D). Aśı,

f(z) = hλ ◦ φa(z) = λ

(
z − a
1− az

)
∈ Aut(D)
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Rećıprocamente, si f ∈ Aut(D) y escribimos a := f−1(0) ∈ D, entonces

g := f ◦ φ−1
a = f ◦ φ−a ∈ Aut(D)

y g(0) = f(a) = 0. Por el Lema de Schwarz, |g(z)| ≤ |z| para todo z ∈ D.
Reemplazando g por g−1 ∈ Aut(D) obtenemos |g−1(z)| ≤ |z| para todo z ∈ D
y por tanto

|z| = |g−1(g(z))| ≤ |g(z)| =⇒ |g(z)| = |z| ∀z ∈ D

y luego el Lema de Schwarz implica

g(z) = hλ(z) = λz

para algún λ ∈ C con |λ| = 1. Finalmente

f = g ◦ φa = hλ ◦ φa
y luego f es de la forma deseada.

Corolario 1.20.8. — Sea f : D→ D una función holomorfa arbitraria. En-
tonces, se verifica la desigualdad

|f ′(z)|
1− |f(z)|2

≤ 1

1− |z|2

para todo z ∈ D. La igualdad se alcanza si y solo si f ∈ Aut(D).

Demostración. — Si, tal como en el ejemplo anterior, consideramos

φa(z) =
z − a
1− az

=⇒ φ′
a(z) =

1− |a|2

(1− az)2

y luego φ′
a(0) = 1− |a|2 y φ′

a(a) = 1/(1− |a|2). Si fijamos z0 ∈ D y consider-
amos g := φf(z0) ◦ f ◦ φ−z0 , que cumple g(0) = 0 por construcción y además
g : D→ D, por el Lema de Schwarz, |g(z)| ≤ |z| para todo z ∈ D y |g′(0)| ≤ 1.
Dado que

g′(0) = φ′
f(z0)

(f(z0)) · f ′(z0) · φ′
−z0(0) =

1

1− |f(z0)|2
· f ′(z0)(1− |z0|2)

y luego |g′(0)| ≤ 1 equivale a la desigualdad deseada. Si la igualdad |g(0)| = 1,
que equivale a

lim
z→0

∣∣∣∣g(z)z
∣∣∣∣ = 1

se verifica, entonces g(z)/z ≡ λ es constante, con λ ∈ C tal que |λ| = 1.
Entonces, g(z) = λz es un automorfismo de D y por tanto f también lo es.
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Ejercicio 1.20.9. — Sea H := {z ∈ C tal que Im(z) > 0} (semiplano de
Poincaré). Probar que f : D→ H, dado por

f(z) = i

(
1− z
1 + z

)
está bien definida y es un biholomorfismo.

1.21. Espacios de Fréchet y convergencia de funciones holomorfas

Sea k = R o C y Ω ⊆ k no vaćıo. Recordemos que una sucesión
{fn : Ω→ k}n∈N de funciones a valores en k converge uniforme a f : Ω→ k

si para todo ϵ > 0, existe N ∈ N tal que para todo n ≥ N y todo x ∈ Ω,
|fn(x)− f(x)| < ϵ.

No es dif́ıcil probar (usando la desigualdad triangular) que ĺımite uniforme
de funciones continuas es continua. Sin embargo, la sucesión de funciones
anaĺıticas reales

fn : [0, 1]→ R, x 7→ 1

n
sin(nx)

converge uniforme a f ≡ 0, pero f ′n(x) = cos(nx) no converge.

En esta sección, veremos que las funciones holomorfas se comportan mucho
mejor al considerar la convergencia uniforme sobre compactos de C, lo cual
nos servirá también como excusa para introducir algunas nociones que son
utilizadas en Análisis Funcional.

Definición 1.21.1. — Sea k = R o C, y V un k-espacio vectorial. Decimos
que una función p : V → R≥0 es una seminorma si:

(1) p(λx) = λp(x) para todo λ ∈ k y todo x ∈ V .
(2) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) para todos x, y ∈ V .

Ejemplo importante 1.21.2. — Sea Ω ⊆ C abierto no vaćıo y V := C 0(Ω)

espacio vectorial de funciones continuas f : Ω → C a valores complejos. Para
todo compacto no vaćıo K ⊆ Ω, definimos la seminorma

pK : C 0(Ω)→ R≥0, f 7→ pK(f) := sup
K
|f |

Aśı, obtenemos una familia de seminormas {pK}K⊆Ω indexada por todos los
compactos K ⊆ Ω. En particular, f ≡ 0 si y solo si pK(f) = 0 para todo
K ⊆ Ω.
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Recuerdo 1.21.3. — Si X es un conjunto (no vaćıo), una topoloǵıa en X

es una colección T = {Ui}i∈I de subconjuntos de X tales que
(1) ∅ ∈ T y X ∈ T .
(2) Si U, V ∈ T , entonces U ∩ V ∈ T .
(3) Si {Uj}j∈J ⊆ T , entonces

⋃
j∈J Uj ∈ T .

Los elementos de T son llamados abiertos de X, y sus complementos cerra-
dos. Una función f : X → Y entre dos espacios topológicos es continua si
para todo V ⊆ Y abierto, la preimagen f−1(V ) ⊆ X es abierto.

Observación 1.21.4. — Esto generaliza en gran medida la discusión en §1.3
y §1.4.

Ejemplo 1.21.5. —
(1) En X = R, los abiertos son la unión (arbitraria) de intervalos abiertos.
(2) En X = C, los abiertos son la unión (arbitraria) de discos abiertos.
(3) En X × Y la topoloǵıa producto se obtiene al declarar abiertos los

conjuntos de la forma U × V , con U ⊆ X y V ⊆ Y abiertos, y sus
uniones arbitrarias.

Definición 1.21.6. — Sea k = R o C, y V un k-espacio vectorial. Decimos
que V es un espacio vectorial topológico si:

(1) V es un espacio topológico.
(2) La suma + : V × V → V , (x, y) 7→ x+ y es continua.
(3) La multiplicación por escalares × : k×V → V , (λ, x) 7→ λx es continua.

Observación 1.21.7. — Dado que la suma es continua, si x ∈ V y U ⊆ V

es un abierto tal que x ∈ U , entonces existe U0 abierto tal que 0 ∈ U0 y

U = x+ U0
def
= {x+ y tal que y ∈ U0}

Es decir, basta entender las vecindades del 0 ∈ V .

Ejemplo importante 1.21.8. — Sea V := C 0(Ω)
def
= {f : Ω → C continua},

junto con la familia de seminormas {pK}K⊆Ω (con pK(f) = supK |f |). Dota-
mos V de una estructura de espacio vectorial topológico declarando que las
vecindades de 0 ∈ C 0(Ω) son los conjuntos

UK,ϵ := {f ∈ C 0(Ω) tal que pK(f) < ϵ}

con ϵ > 0 y K ⊆ Ω compacto, (y sus uniones arbitrarias). Aśı, decimos que
U ⊆ C 0(Ω) es abierto si para todo f ∈ U existe un UK,ϵ tal que f +UK,ϵ ⊆ U .
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Observación 1.21.9. — La topoloǵıa anterior definida en C 0(Ω) se conoce
como la topoloǵıa de la convergencia uniforme sobre compactos de Ω.
Aśı, una sucesión {fn}n∈N ⊆ C 0(Ω) converge a f ∈ C 0(Ω) si y solo si fn → f

uniformemente sobre todo compacto K ⊆ Ω, i.e., si y solo si

lim
n→+∞

pK(fn − f) = 0

para todo K ⊆ Ω compacto.

Observación importante 1.21.10. —
(1) La discusión anterior para C 0(Ω) se generaliza literalmente al caso de

funciones holomorfas O(Ω) ⊆ C 0(Ω). Aśı, (O(Ω), {pK}K⊆Ω) es un sube-
spacio vectorial topológico de C 0(Ω).

(2) Los espacios vectoriales topológicos C 0(Ω) y O(Ω) son localmente
conexos (i.e., su topoloǵıa puede definirse a partir de una familia, a
priori arbitraria, de seminormas).

(3) Mejor aún, C 0(Ω) y O(Ω) son espacios vectoriales topológicos cuya
topoloǵıa está definida a partir de una familia numerable de semi-
normas. Basta escribir Ω =

⋃
n≥0Kn con Kn ⊆ int(Kk+1) compactos,

y considerar {pKn}n≥0 familia numerable de seminormas.
(4) Como consecuencia de (3), C 0(Ω) y O(Ω) son metrizables, i.e., su

topoloǵıa se define a partir de una métrica d(x, y). Expĺıcitamente:

d(x, y) :=
∑
n≥0

min{1, pK(x− y)}
2n

∀x, y ∈ V

donde V = O(Ω) o V = C 0(Ω).

Definición 1.21.11. — Sea V un espacio vectorial topológico. Entonces:
(1) Una sucesión de Cauchy en V es una sucesión {xn}n≥n0 ⊆ V tal que

para toda vecindad U de 0 ∈ V , existe N ∈ N≥n0 tal que xn − xm ∈ U
para todos n,m ≥ N .

(2) Decimos que V es completo si es metrizable y todaa sucesión de Cauchy
en V converge.

(3) Un espacio de Fréchet es un espacio vectorial topológico localmente
convexo, metrizable y completo.

Ejemplo 1.21.12. —
(1) Todo subespacio vectorial topológicos cerrado de un espacio de Fréchet

es un espacio de Fréchet.
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(2) Dado que C es completo, toda sucesión de Cauchy {fn}n≥n0 en
(C 0(Ω), {PKn}n≥0) converge a una función f ∈ C 0(Ω), i.e., (C 0(Ω), {PKn}n≥0)

es un espacio de Fréchet.

Veamos ahora el caso de funciones holomorfas. En particular, el resultado
siguiente justifica que la topoloǵıa de la convergencia uniforme sobre compactos
es la “buena” topoloǵıa en nuestro contexto:

Teorema 1.21.13. — Sea Ω ⊆ C abierto no vaćıo, y sea {fn}n≥n0 una
sucesión en O(Ω). Supongamos que fn converge a f : Ω → C uniformemente
en todo compacto K ⊆ Ω. Entonces

(1) f ∈ O(Ω).
(2) Para todo m ≥ 0, la sucesión de derivadas {f (m)

n }n≥n0 converge a f (m)

uniformemente sobre todo compacto K ⊆ Ω.

Demostración. — Como f es ĺımite uniforme de funciones continuas,
f ∈ C 0(Ω). Sea K ⊆ Ω compacto con borde de clase C 1 por pedazos,
entonces para todo z ∈ int(K)

fn(z) =
1

2πi

∫
∂K

fn(w)

w − z
dw (Cauchy)

Dado que fn converge uniformemente a f en el compacto ∂K, y dado que
|w − z| ≥ δ := d(z,C\K) > 0, tomando el ĺımite obtenemos que

f(z) =
1

2πi

∫
∂K

f(w)

w − z
dw ∀z ∈ int(K)

y por tanto f ∈ O(Ω) (c.f. §1.14). Para ver (2), fijemos r > 0 tal que r < δK ,
con δK suficientemente pequeño. Entonces, para tood z ∈ int(K) tenemos

f (m)
n (z) =

m!

2πi

∫
Γ(z,r)

fn(w)

(w − z)m+1
dw y f (m)(z) =

m!

2πi

∫
Γ(z,r)

f(w)

(w − z)m+1
dw

luego, por la desigualdad de Cauchy

|f (m)
n (z)− f (m)(z)| ≤ m!

rm
sup
Γ(z,r)

|fn − f |

Sea Kr := {z ∈ Ω tal que d(z,K) ≤ r} compacto contenido en Ω (pues
r < δK

def
= d(K,C\Ω)), entonces

sup
K
|f (m)
n (z)− f (m)(z)| ≤ m!

rm
sup
Kr

|fn − f |
n→+∞−→ 0
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Ω

K

•z Γ(z, r)
Kr

Imagen 34. El compacto Kr.

Corolario 1.21.14. — Sea Ω ⊆ C abierto no vaćıo. Entonces, el espa-
cio vectorial O(Ω) es un subespacio vectorial cerrado del espacio de Fréchet
(C 0(Ω), {pK}K⊆Ω). En particular, (O(Ω), {pK}K⊆Ω) es un espacio de Fréchet.

Demostración. — Simplemente una reformulación del resultado anterior.

Ejercicio 1.21.15. — Sea
∑
fn una serie de funciones holomorfas, con

fn ∈ O(Ω). Si
∑
fn converge uniformemente en todo compacto K ⊆ Ω a

F =
∑+∞

n=0 fn, probar que:
(1) F ∈ O(Ω).
(2) Para todo m ∈ N, se tiene que F (m) =

∑+∞
n=0 f

(m)
n .

1.22. Derivación bajo el signo integral y Función Γ de Euler

En esta sección estudiaremos funciones holomorfas definidas a partir de in-
tegrales, siendo el caso más emblemáticos la función Γ de Euler.

Teorema 1.22.1. — Sean a, b ∈ R con a < b, y Ω ⊆ C abierto no vaćıo. Sea

F : Ω× [a, b]→ C, (z, t) 7→ F (z, t)

tal que
(1) F (z, t0) es holomorfa para todo t0 ∈ [a, b] fijo.
(2) F es continua en Ω× [a, b].

Entonces, la función

f : Ω→ C, z 7→ f(z) :=

∫ b

a
F (z, t)dt
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es holomorfa en Ω, y para todo m ≥ 0 se tiene que

f (m)(z) =

∫ b

a

∂m

∂zm
F (z, t)dt

para todo z ∈ Ω.

Demostración. — Un cambio de variable lineal nos permite asumir a = 0 y
b = 1. Veamos que f es el ĺımite uniforme de sumas de Riemann. Para cada
n ≥ 1, consideremos la suma de Riemann

fn(z) :=
n∑
j=1

F (z, tj)∆tj :=
n∑
j=1

F

(
z,
j

n

)
1

n
=

1

n

n∑
j=1

F

(
z,
j

n

)
Notemos que fn ∈ O(Ω). Veamos que {fn}n≥1 converge uniformemente a f
en todo compacto K ⊆ Ω, para esto, recordemos que una función continua
en un compacto es uniformemente continua (Teorema de Heine-Cantor): Para
todo ϵ > 0, existe δ > 0 tal que supK |F (z, t1) − F (z, t2)| < ϵ siempre que
|t1 − t2| < δ. Aśı, si n > 1/δ y z ∈ K, tenemos que

|fn(z)− f(z)|
def
=

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

∫ j/n

(j−1)/n
F

(
z,
j

n

)
− F (z, t)dt

∣∣∣∣∣∣
≤

n∑
j=1

∫ j/n

(j−1)/n

∣∣∣∣F (z, jn
)
− F (z, t)

∣∣∣∣ dt
<

n∑
j=1

ϵ

n
= ϵ

Aśı, fn
unif−→ f en todo compacto K ⊆ Ω, de donde deducimos que f ∈ O(Ω) y

la fórmula para f (m) (c.f. ejercicio 1.21.15).

Observación 1.22.2. — Utilizando herramientas de Teoŕıa de la Medida
e Integración, se pueden dar pruebas alternativas y versiones mejoradas del
resultado anterior.

Veamos una aplicación importante de lo anterior a la función Γ de Euler.

Definición 1.22.3. — La función Γ de Euler está definida mediante la
fórmula

Γ(z) :=

∫ +∞

0
tz−1e−tdt

donde tz−1 def
= exp((z − 1) ln(t)).
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Proposición 1.22.4. — La función Γ es holomorfa en el abierto {z ∈ C tal que Re(z) > 0}.

Demostración. — Notar que si z = x ∈ R es real, entonces Γ(x) converge para
todo x > 0. En efecto,∣∣∣∣∫ +∞

ϵ
tx−1e−tdt

∣∣∣∣ ≤ C ∫ +∞

ϵ
tx−1dt = Cϵx/x < +∞

cerca de t = 0. Sea z ∈ C con Re(z) := x > 0, y consideremos a := x/2 y
b := 2x. Consideremos

Ωa,b := {z ∈ C tal que a < Re(z) < b}

y veamos que Γ es holomorfa en Ωa,b.

Re

Im

a bx

z = x+ iy

Imagen 35. El abierto Ωa,b.

Para ello, consideremos ϵn := 1/n ∈]0, 1[ (n ≥ 2) y definimos

fn(z) :=

∫ 1/ϵn

ϵn

e−ttz−1dt
def
=

∫ n

1/n
tz−1e−tdt

Dado que F (z, t) := tz−1e−t es continua en Ωa,b× [1/n, n] y F (z, t0) ∈ O(Ωa,b)

para todo t0 ∈ [1/n, n] fijo, el Teorema anterior asegura que fn ∈ O(Ωa,b) para
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todo n. Veamos que fn
unif−→ Γ en Ωa,b cuando n→ +∞. Para esto

|Γ(z)− fn(z)| ≤
∣∣∣∣∫ ϵn

0
tz−1e−tdt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ +∞

ϵ−1
n

tz−1e−tdt

∣∣∣∣
≤
∫ ϵn

0
|tz−1|e−tdt+

∫ +∞

ϵ−1
n

|tz−1|e−tdt

=

∫ ϵn

0
|tx−1|e−tdt+

∫ +∞

ϵ−1
n

|tx−1|e−tdt

≤ C ϵ
x
n

x
+ 2C ′e−1/2ϵn

≤ C ϵ
a
n

a
+ 2C ′e−1/2ϵn n→+∞−→ 0

Luego Γ es holomorfa en Ωa,b, al ser ĺımite uniforme de funciones holomorfas,
luego Γ es holomorfa en {z ∈ C tal que Re(z) > 0}.

Lema 1.22.5. — Para todo z ∈ C tal que R(z) > 0 se tiene que

Γ(z + 1) = zΓ(z)

En particualar Γ(n+ 1) = n! para todo n ∈ N.

Demostración. — Integrando por partes, tenemos que

Γ(z + 1)
def
= lim

ϵ→0+
R→+∞

∫ R

ϵ
tze−tdt

= lim
ϵ→0+
R→+∞

([
tz(−e−t)

]t=+∞
t=ϵ

+

∫ R

ϵ
ztz−1e−tdt

)
= zΓ(z)

Además, Γ(1) =
∫ +∞
0 e−tdt =

[
−e−t

]t=+∞
t=0

= 1 = 0! y luego se deduce que
Γ(n+ 1) = n! por inducción.

Proposición 1.22.6. — La función Γ de Euler admite una extensión anaĺıtica
a C\Z≤0, que seguiremos denotando Γ.

Demostración. — Si z ∈ C verifica Re(z) > −(n+ 1) para n ∈ N, definimos

Γ̃(z) :=
Γ(z + n+ 1)

z(z + 1) · (z + n− 1)(z + n)
para z /∈ Z≤0
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Dicha función es holomorfa y verifica Γ̃(z) = Γ(z) si Re(z) > 0 gracias al lema
anterior.

Observación 1.22.7. — La fórmula anterior, y el hecho que Γ(1) = 1 implica
que limz→−∞ |Γ(z)| = +∞. En particular, no podemos extender Γ a Z≤0.

Ejercicio 1.22.8. — Calcular para cada n ∈ N, limz→−n(z + n)Γ(z).

Para concluir, estudiemos una variante importante de la función Γ, la
función beta (nombrada y estudiada por Euler y Legendre, en honor a
Jacques Binet).

Definición 1.22.9. — Sean x, y ∈ R>0. La función beta es la función en 2
variables

B(x, y) :=
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)

En particular, B(x, y) = B(y, x).

Ejercicio 1.22.10. — Probar, usando que Γ(z + 1) = zΓ(z), que para todos
x, y ∈ R>0

(1) B(x, y) = B(x+ 1, y) +B(x, y + 1).
(2) B(x, y + 1) =

y

x
B(x+ 1, y) =

y

x+ y
B(x, y).

Proposición 1.22.11. — Para todos x, y ∈ R>0, tenemos

B(x, y) =

∫ +∞

0

tx−1

(1 + t)x+y
dt

Demostración. — Tenemos que

Γ(x)Γ(y) =

(∫ +∞

0
tx−1e−tdt

)(∫ +∞

0
sy−1e−sdt

)
=

∫ +∞

0

∫ +∞

0
tx−1sy−1e−(t+s)dtds

Para calcular
∫ +∞
0 tx−1e−(s+t)dt consideramos t = su (dt = sdu), luego∫ +∞

0
tx−1e−(t+s)dt = sx

∫ +∞

0
e−(u+1)sux−1du

Notando que para todo λ > 0 tenemos que∫ +∞

0
tz−1e−λtdt =

Γ(z)

λz
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=⇒
∫ +∞

0

(∫ +∞

0
tx−1e−(t+s)

)
sy−1ds =

∫ +∞

0

(∫ +∞

0
e−(u+1)ssx+y−1

)
ux−1du

=

∫ +∞

0

Γ(x+ y)

(u+ 1)x+y
ux−1du

Finalmente,

B(x, y)
def
=

Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
=

∫ +∞

0

ux−1

(1 + u)x+y

Ejercicio 1.22.12. — Probar que para todo x, y ∈ R>0 se tiene

(1) B(x, y) = 2

∫ π/2

0
cos2x−1(θ) sin2y−1(θ)dθ.

(2) B(x, y) =

∫ 1

0
wx−1(1− w)y−1dw.

Ejemplo 1.22.13. — Sea

I =

∫ +∞

0
e−x

2
dx =

1

2

∫ +∞

0
e−tt−1/2dt

def
=

1

2
Γ

(
1

2

)
Por otro lado,

B

(
1

2
,
1

2

)
=

Γ(1/2)2

Γ(1)
= Γ(1/2)2

Finalmente,

B

(
1

2
,
1

2

)
= 2

∫ π/2

0
cos2·(1/2)−1(θ) sin2·(1/2)−1(θ)dθ = 2

∫ π/2

0
dθ = π

Luego, Γ(1/2) =
√
π y aśı I =

√
π/2.

Ejercicio 1.22.14. — Calcular las siguientes integrales:

(1)
∫ 2π

0
sin4(θ)dθ.

(2)
∫ 3

1
(x− 1)10(x− 3)3dx.

Observación 1.22.15. — Las funciones Γ y β son muy usadas en Probabil-
idad y Estad́ıstica!
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1.23. Productos infinitos de funciones holomorfas

Definición 1.23.1. — Sea Ω ⊆ C abierto no vaćıo y {fn}n≥0 ⊆ O(Ω)

sucesión de funciones holomorfas en Ω. Denotamos por um =
∏m
n=0 fn = f0 · · · fm

a la sucesión de productos parciales.

Decimos que el producto infinito
∏
fn converge (respectivamente con-

verge ubniformemente) si la sucesión {un}n≥0 converge (respectivamente
converge uniformemente), y denotamos el ĺımite por

P (z) =

+∞∏
n=0

fn(z)

Observación 1.23.2. — Si existe C ∈ R>0 con C > 1 tal que |fn(z)| < C

para todo z ∈ Ω y para todo n ≥ n0, entonces
∏
fn

unif−→ 0 (pues Cn → 0). De
manera similar, si C > 1 entonces

∏
fn no converge si |fn(z)| > C para todo

z ∈ C.

Convención: Consideraremos productos infinitos donde fn
n→+∞−→ 1 uni-

formemente en todo compacto K ⊆ Ω. En particular, la rama del logaritmo
ln(fn) está bien definida en K para todo n ≥ n0(K). Aśı, omitiendo finitos
términos, tenemos que∏

fn converge en Ω⇐⇒
∑

ln(fn) converge en Ω

Teorema 1.23.3. — Sea Ω ⊆ C abierto conexo no vaćıo, y
∏
fn producto de

funciones holomorfas en Ω con fn ̸≡ 0 en Ω. Sea fn := 1 + gn. Si:
(1)

∑
|gn| converge uniformemente en todo K ⊆ Ω compacto, o bien

(2)
∑
gn y

∑
|gn|2 convergen uniforme en todo K ⊆ Ω compacto

Entonces ∏
fn → P :=

+∞∏
n=0

fn

uniformemente en todo K ⊆ Ω compacto, donde P ∈ O(Ω), P ̸≡ 0, y además,

P ′

P
=

+∞∑
n=0

f ′n
fn

en Ω\

(
+∞⋃
n=0

f−1
n (0)

)
donde esta última serie converge uniformemente en todo K ⊆ Ω compacto
(omitiendo los finitos términos que se anulan en K si fuese necesario).
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Demostración. — Sea K ⊆ Ω compacto. Tanto (1) como en (2), existe n0 tal
que para todo n ≥ n0 se tiene supK |gn| ≤ 1/2. Luego, fn = 1+ gn no se anula
en K para todo n ≥ n0

=⇒ ln(fn) = ln(1 + gn) =

+∞∑
k=1

(−1)k−1 g
k
n

k

(1) Sea C ∈ R>0 tal que para todo w ∈ C con |w| ≤ 1/2 se tenga que
| ln(1 + w)| ≤ C|w|. Luego, para p, q ≥ n0 se tiene que existe N ∈ N:∣∣∣∣∣

q∑
n=p

ln(fn)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
q∑

n=p

ln(1 + gn)

∣∣∣∣∣ ≤ C
q∑

n=p

|gn| < ϵ ∀p, q ≥ N

Luego vn :=
∑n

k=n0
fk

def
= exp(vn) converge uniformemente en K a

v =
∑+∞

k=n0
ln(fk) ∈ O(Ω). Luego, un =

∏n
k=n0

fk
def
= exp(vn) con-

verge uniformemente a la función holomorfa exp(v), i.e.,
∏
fn converge

uniformemente a la función holomorfa P :=
(∏n0−1

k=0 fk

)
·exp(v) en todo

compacto de Ω.
(2) Sea C ′ ∈ R>0 tal que para todo w ∈ C con |w| ≤ 1/2 se tenga que
| ln(1 + w) − w| ≤ C ′|w|2. Luego, para p, q ≥ n0 se tiene que existe
N ∈ N:∣∣∣∣∣

q∑
n=p

ln(fn)−
q∑

n=p

gn

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
q∑

n=p

(ln(1 + gn)− gn)

∣∣∣∣∣ ≤ C ′
q∑

n=p

|gn|2 < ϵ ∀p, q ≥ N

Luego vn =
∑n

k=p ln(fk) converge uniformemente enK a v =
∑+∞

k=n0
ln(fn) ∈ O(K),

y tal como antes deducimos que
∏
fn

unif−→ P =
(∏n0−1

k=0 fk

)
exp(v) en

todo compacto K ⊆ Ω.

En ambos casos, si P =
(∏n0−1

k=0 fk

)
exp(v), la derivada logaŕıtmica de P se

define mediante P ′/P , donde

P ′

P
=

n0−1∑
k=0

f ′k
fk

+ v′ con v′ def
=

+∞∑
k=n0

(ln(fk))
′ =

+∞∑
k=n0

f ′k
fk

=⇒ P ′

P
=

+∞∑
k=0

f ′k
fk

Como consecuencia de la demostración anterior tenemos que:
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Corolario 1.23.4. — Con las hipótesis anteriores, el conjunto de ceros del
producto infinito P (z) =

∏+∞
n=0 fn(z) está dado por

⋃
n≥0 f

−1
n (0). En particu-

lar, P ≡ 0 en Ω si y solo si alguno de sus factores fn es nulo en Ω.

Ejercicio 1.23.5. — Considere el producto infinito P (z) :=
∏+∞
n=0(1 + zn).

(1) Determinar su radio de convergencia R ∈ [0,+∞].
(2) Probar que P (z) = 1

1−z para todo z ∈ D(0, R).

Ejemplo importante 1.23.6. — (Euler, 1735) Veamos que para todo z ∈ C

sin(z) = z
+∞∏
n=1

(
1− z2

n2π2

)
Sea P (z) = z

∏+∞
n=1

(
1− z2

n2π2

)
= z

∏+∞
n=1 fn(z), con fn(z) = 1 − z2

n2π2 y con

gn(z) := − z2

n2π2 . Dado que
∑
|gn| converge uniformemente en todo K ⊆ C

compacto, tenemos que P ∈ O(C) es una función entera. Además, los ceros de
P están dados por

V (P )
def
= {z ∈ C tal que P (z) = 0} = {nπ, n ∈ Z}

y son todos de multiplicidad 1.

=⇒ g(z) :=
P (z)

sin(z)
∈ O∗(C)

función entera sin ceros. Más aún, el Teorema anterior implica que para todo
z ∈ C\πZ:

P ′(z)

P (z)
=

1

z
+

+∞∑
n=1

f ′n(z)

fn(z)
=

1

z
−

+∞∑
n=1

2z

n2π2 − z2
=

1

z
+

+∞∑
n=1

(
1

z − nπ
+

1

z + nπ

)
i.e., P ′/P = limN→+∞ SN con SN (z) =

∑N
n=−N

1
z−nπ (función impar!). En

particular, P ′/P es una función π-periódica y luego:
g′(z)

g(z)
=
P ′(z)

P (z)
− cos(z)

sin(z)
=
P ′(z)

P (z)
− cot(z)

con cot(z) entera y π-periódica. Veamos que g es constante: Consideremos el
cerrado ΩA ⊆ C, con A ∈ R>0 fija, dada por:

ΩA := {z = x+ iy ∈ C : |x| ≤ π/2, |y| ≥ A}

Ejercicio 1.23.7. — Probar que para todo z = x+ iy ∈ ΩA se tiene:
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y = A

y = −A

−π
2

π
2

Imagen 36. El cerrado ΩA.

(1)

| cot(z)|2 ≤ coth2(y)
def
=

cosh(y)

sinh(y)

y luego | cot(z)| ≤ C1 := coth(A).
(2) ∣∣∣∣1z

∣∣∣∣ ≤ 1

A
y

∣∣∣∣ 2z

n2π2 − z2

∣∣∣∣ ≤ 8|z|
n2π2

Aśı, existen C1, C2 ∈ R>0 tal que |g′(z)/g(z)| ≤ C1+C2|z| para todo z ∈ ΩA.
Dado que g′(z)/g(z) es entera, y

{z = x+ iy ∈ C : |x| ≤ π/2, |y| ≤ A}

compacto, podemos asumir (modificando C1, C2 si fuese necesario) que:∣∣∣∣g′(z)g(z)

∣∣∣∣ ≤ C1 + C2|z| para todo z ∈ C con |Re(z) ≤ π

2
|

Dado que g′(z)/g(z) es π-periódica,∣∣∣∣g′(z)g(z)

∣∣∣∣ ≤ C1 + C2|z| ∀z ∈ C

Luego, la desigualdad de Cauchy (ver §1.15) implica que g′(z)/g(z) es un poli-
nomio de grado ≤ 1, π-periódica (y por tanto constante), impar! i.e., g′(z) ≡ 0

en C, luego g(z) es una función constante. Dado que

lim
z→0

g(z) = lim
z→0

(
+∞∏
n=1

fn(z)

)
/(sin(z)/z) = 1, g(z) ≡ 1 en C
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Aśı, deducimos que

sin(z) = z
+∞∏
n=1

(
1− z2

n2π2

)
∀z ∈ C

Más aún, la derivada logaŕıtmica de lo anterior implica:

cot(z) =
1

z
−

+∞∑
n=1

2z

n2π2 − z2
=

1

z
+

+∞∑
n=1

(
1

z − nπ
+

1

z + nπ

)
z ∈ C\πZ

Derivando esto último, obtenemos que:

1

sin2(z)
=

+∞∑
n=−∞

1

(z − nπ)2
∀z ∈ C\πZ

Consecuencia (Solución al Problema de Basilea): Sea

S :=
+∞∑
n=1

1

n2
= 1 +

1

4
+

1

9
+

1

16
+ · · ·

La última identidad de Euler, evaluada en z = π/2, implica que

1 =

+∞∑
n=−∞

1

(π/2− nπ)2
=

+∞∑
n=−∞

1

(π2/4)(2n− 1)2

=
4

π2

+∞∑
n=−∞

1

(2n− 1)2

=
8

π2

+∞∑
n=1

1

(2n− 1)2

=⇒
+∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
=
π2

8

Luego,

S
def
=
∑
n≥1

1

m2

def
=
∑
n≥1

1

(2n)2
+
∑
n≥1

1

(2n− 1)2
=

1

4
S +

π2

8

=⇒ S =
4

3

π2

8
=
π2

6

Cultura general 1.23.8. — En general, se puede probar que para todo
n ∈ N≥1:

ζ(2n) =
(−1)n−1(2π)2n

2(2n)!
B2n
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donde
ζ(z) :=

∑
n≥1

1

nz

es la función zeta de Riemann y donde los B2n ∈ Q son los números de
Bernoulli. Los valores de ζ(2n+ 1) son mucho más misteriosos!

Ejercicio 1.23.9. — (1) Probar que

sinh(2z) = πz

+∞∏
n=1

(
1 +

z2

n2

)
para todo z ∈ C.

(2) Deducir que
+∞∏
n=1

(
1 +

1

n2

)
=
eπ − e−π

2π

Ejercicio 1.23.10. — Probar la fórmula de Wallis
π

2
=

2 · 2
1 · 3

· 4 · 4
3 · 5
· · · 2m · 2m

(2m− 1)(2m+ 1)
· · ·

Observación 1.23.11. — Esto permite calcular

volRm(Bm) =


πn

n!
si m = 2n,

2n+1πn

1 · 3 · 5 · · · (2n+ 1)
si m = 2n+ 1

donde Bm = {x ∈ Rm : ∥x∥eucl ≤ 1}.



CAPÍTULO 2

FUNCIONES MEROMORFAS Y RESIDUOS

En general, es un problema dif́ıcil entender el comportamiento de una
función holomorfa cerca el borde de su dominio. Sin embargo, si nos restringi-
mos a ciertos puntos del borde que sean aislados, es posible extender muchos
resultados de la Parte I del curso.

2.1. Series de Laurent

Definición 2.1.1. — Sea z0 ∈ C y sean R1, R2 ∈ [0,+∞] tales que R1 < R2.
Definimos el anillo abierto de centro z0, de radio interior R1 y de radio
exterior R2 mediante:

A(z0;R1, R2) := {z ∈ C : R1 < |z − z0| < R2}

Del mismo modo, el anillo cerrado se define mediante

A(z0;R1, R2) := {z ∈ C : R1 ≤ |z − z0| ≤ R2}

Notación. D∗ := {z ∈ C : 0 < |z| < 1} def
= A(0; 0, 1) es el “disco perforado”.

Definición 2.1.2. — Una serie de Laurent (centrada en z0 = 0) es una
serie de la forma

S(z) =
∑
n∈Z

anz
n

donde an ∈ C y donde z ∈ C∗ def
= C\{0}.

Observación 2.1.3. — Podemos escribir una serie de Laurent como suma de
dos series de potencias al escribir m = −n y w = 1/z si n < 0:

S(z) =
∑
n≥0

anz
n +

∑
m≥1

a−mw
m
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Por definición, decimos que la serie de Laurent S(z) converge si las dos series
de potencias anteriores convergen.

Expĺıcitamente, si R ∈ [0,+∞] es el radio de convergencia de la serie∑
n≥0 anz

n y R′ ∈ [0,+∞] es el radio de convergencia de
∑

m≥1 a−mw
m, en-

tonces

S(z) =
∑
n∈Z

anz
n converge para todo z ∈ C tal que

1

R′ < |z| < R

i.e., S(z) converge en el anillo A(0; 1/R′, 1/R) (el cual es vaćıo si 1/R′ ≥ R,
i.e., R′ ≤ 1/R).

Más aún, la teoŕıa de series de potencias (ver §1.6) implica que S(z) converge
uniformemente en todo anillo compacto A(0; r1, r2) ⊆ A(0; 1/R′, R). Además,
dado que

F (z) =
∑
n≥0

anz
n ∈ O(D(0, R)) y G(w) =

∑
m≥1

a−mw
m ∈ O(D(0, R′))

tenemos que S(z) es holomorfa en A(0; 1/R′, R) y se calcula que

S′(z) =
∑
n∈Z

nanz
n−1

con convergencia uniforme en todo anillo compactoA(0; r1, r2) ⊆ A(0; 1/R′, R).

Teorema 2.1.4. — Sea f una función holomorfa en el anillo abierto
A(z0;R1, R2) ⊆ C con 0 ≤ R1 < R2 ≤ +∞. Entonces, f admite un desarrollo
en serie de Laurent (centrada en z0) de la forma

f(z) =
∑
n∈Z

an(z − z0)n

con convergencia normal en todo compacto K ⊆ A(z0;R1, R2). Más aún, para
todo r ∈]R1, R2[ y todo n ∈ Z se tiene que

an =
1

2πi

∫
Γ(z0,r)

f(w)

(w − z0)n+1
dw

def
=

1

2πrn

∫ 2π

0
f(z0 + reit)e−intdt

Demostración. — Reemplazando z por z − z0, podemos asumir z0 = 0.
Consideremos un anillo compacto K = A(0; r1, r2) ⊆ A(0;R1, R2) con
R1 < r1 < r2 < R2. Aqúı, ∂K = Γ−(0, r1) ∪ Γ(0, r2) donde

Γ−(0, r1) tiene orientación horaria (i.e., negativa), y donde
Γ(0, r2) : tiene orientación anti-horaria (i.e., positiva).
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Luego, la fórmula de Cauchy implica que para todo z ∈ A(0; r1, r2) se tiene

f(z) =
1

2πi

∫
Γ(0,r1)

f(w)

w − z
dw − 1

2πi

∫
Γ(0,r2)

f(w)

w − z
dw

Si w ∈ Γ(0, r2), entonces |z| < r2 = |w| (i.e., |z/w| < 1) y luego

1

w − z
=

1

w
· 1

(1− z/w)
=

1

w

+∞∑
n=0

( z
w

)n
=

+∞∑
n=0

zn

wn+1

De manera similar, si w ∈ Γ(0, r1) entonces |z| > r1 = |w| (i.e., |w/z| < 1) y
aśı

1

w − z
= −1

z
· 1

(1− w/z)
= −1

z

+∞∑
m=0

(w
z

)m
= −

+∞∑
m=0

wm

zm+1

Aśı, tenemos que

f(z) =
∑
n≥0

(
1

2πi

∫
Γ(0,r2)

f(w)

wn+1
dw

)
zn+

∑
m≥0

(
1

2πi

∫
Γ(0,r1)

f(w)wmdw

)
z−m−1

Si escribimos n := −m−1 ≤ −1 (i.e.,m := −n−1), entonces f(z) =
∑

n∈Z anz
n

con:

an =
1

2πi

∫
Γ(0,r2)

f(w)

wn+1
dw si n ≥ 0, an =

1

2πi

∫
Γ(0,r1)

f(w)

wn+1
dw si n ≤ −1

Veamos que la integral
∫
Γ(0,r)

f(w)
wn+1dw no depende de r ∈]R1, R2[:

La fórmula de Cauchy aplicada a la función holomorfa g(w) = f(w)/wn+1

y el compacto K = A(0; r1, r2) ⊆ A(0;R1, R2) implica que

0 =

∫
∂K

g(w)dw
def
=

∫
Γ(0,r2)

g(w)dw −
∫
Γ(0,r1)

g(w)dw

para todos r1 < r2 en el intervalo ]R1, R2[.

Ejemplo 2.1.5. — La función f(z) = exp(1/z) es holomorfa en C∗. Además,
su serie de Laurent (centrada en z0 = 0) está dada por

f(z) =
+∞∑
n=0

1

n!

1

zn

En particular, la “parte negativa" es infinita.
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2.2. Singularidades aisladas y Teorema de Casorati-Weierstrass

Definición 2.2.1. — Sea Ω una vecindad abierta de un punto z0 ∈ Ω, y sea
f ∈ O(Ω\{z0}). Decimos que z0 es:

(1) Una singularidad removible (o reparable) de f si f posee una
extensión holomorfa f̃ ∈ O(Ω) (i.e., f(z) = f̃(z) para todo z ∈ Ω\{z0}).

(2) Una singularidad no removible de f (o simplemente una singulari-
dad) si f no puede ser extendida a f̃ ∈ O(Ω).

Proposición 2.2.2. — Una función f ∈ O(Ω\{z0}) posee una singularidad
removible en z0 si y solo si los coeficientes an de su serie de Laurent centrada
en z0 ∑

n∈Z
an(z − z0)n

verifican que an = 0 para todo n < 0.

Demostración. — Podemos suponer que Ω = D(z0, ε) es un disco pequeño, y
aśı

Ω\{z0} = {z ∈ C tal que 0 < |z − z0| < ε}
es un disco perforado. Luego, f posee un desarrollo en serie de Laurent

f(z) =
∑
n∈Z

an(z − z0)n

con radio de convergencia R ≥ ε para la parte positiva
∑

n≥0 an(z−z0)n y con
radio de convergencia R′ = +∞ para la parte negativa

∑
m≥1 a−mw

m. Si f
puede extenderse en una función holomorfa f̃ en el disco D(z0, ε), obtenemos
un desarrollo en serie de potencias

f̃(z) =
∑
n≥0

bn(z − z0)n en D(z0, ε)

La unicidad de los coeficientes de la serie de Laurent implica entonces que
an = bn para todo n ≥ 0 y que an = 0 para todo n < 0.

Ejercicio 2.2.3. — Determinar si las funciones f(z) = sin(z)/z y g(z) = sin(z)/z2

poseen singularidades removibles en z0 = 0.

Corolario 2.2.4. — Una función f ∈ O(Ω\{z0}) posee una singularidad re-
movible en z0 si y solo si f es acotada en una vecindad de z0.

Demostración. — Si f se extiende holomórficamente en z0, entonces dicha ex-
tensión es continua y por ende acotada en una vecindad de z0. Rećıprocamente,
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si |f(z)| ≤ M para todo z ∈ D(z0, δ) entonces escogiendo r < δ y usando el
hecho que el coeficiente an de la serie de Laurent de f está dado por

an =
1

2πrn

∫ 2π

0
f(z0 + reit)e−nitdt

deducimos que |an| ≤ Mr−n, y luego an = 0 para todo n < 0 al considerar el
ĺımite r → 0.

Lo anterior nos permite distinguir en diferentes tipos de singularidades, que
están resumidos en la siguiente observación, que a su vez es la definición más
importante de la sección.

Observación importante 2.2.5. —
Sea f ∈ O(Ω\{z0}) con serie de f(z) =

∑
n∈Z an(z − z0)n. Si z0 es una

singularidad no-removible entonces la parte negativa
∑

n<0 an(z− z0)n no
es identicamente nula. Hay dos posibilidades a considerar:

(1) Polos: Si la parte negativa es una suma finita, y denotamos por
m := max{|n| ∈ N>1 tal que an ̸= 0 con n < 0} entonces

f(z) =
a−m

(z − z0)m
+ · · ·+ a−1

(z − z0)
+

+∞∑
n=0

an(z − z0)n con a−m ̸= 0

Decimos entonces que f posee un polo de orden m en z0, y que
a−m

(z − z0)m
+ · · ·+ a−1

z − z0
es la “parte polar" de f . En particular, tenemos que

a) a−m = limz→z0(z − z0)mf(z)
b) Existe C ∈ R>0 tal que

|f(z)| ≤ C

|z − z0|m

en una vecindad de z0.
c) f(z) = g(z)/(z − z0)m donde

g(z) = a−m + a1−m(z − z0) + · · ·+ an(z − z0)n+m + . . .

=
∑
n≥0

an−m(z − z0)n

es una función holomorfa en Ω verificando g(z0)
def
= a−m ̸= 0.
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(2) Singularidad esencial: Si la parte negativa
∑

n<0 an(z − z0)n es una
serie infinita, decimos entonces que f posee una singularidad esencial
en z0. En tal caso, la función

gm(z) := (z − z0)mf(z)

no es acotada en una vecindad de z0 para todo m ∈ N≥1.
En resumen, si Ω es una vecindad abierta de z0 ∈ C y f ∈ O(Ω\{z0})

entonces se tienen tres posibilidades:
(1) z0 es una singularidad removible de f ; o bien
(2) z0 es un polo de orden m ∈ N≥1 de f ; o bien
(3) z0 es una singularidad esencial de f .

Ejemplo 2.2.6. —
(1) La función f(z) = exp(1/z) =

∑+∞
n=0

1
n!

1
zn posee una singularidad esen-

cial en z0 = 0.
(2) La función f(z) = (z2 − 2z + 3)/(z − 2) verifica que

z2 − 2z + 3

z − 2
=
z(z − 2) + 3

z − 2
= z +

3

z − 2
= 2 + (z − 2) +

3

z − 2

y luego f posee un polo de orden 1 en z0 = 2.
(3) La función

f(z) =
1− cos(z)

z2
=

1

z2

(
1−

(
1− z2

2!
+
z4

4!
− z6

6!
+ · · ·

))
=

1

2!
− z2

4!
+
z4

6!
+ · · ·

posee una singularidad removible en z0 = 0.

Terminoloǵıa. T́ıpicamente, se dice que un polo de orden m = 1 (re-
spectivamente m = 2, respectivamente m = 3, etc.) es un polo simple
(respectivamente polo doble, respectivamente polo triple, etc.).

Ejercicio 2.2.7. — Sean p, q ∈ C[z] polinomios, donde q ̸= 0, y sea
f(z) = p(z)/q(z) ∈ C(z) función racional. Probar (e.g. usando fracciones
parciales) que f posee “a lo más polos" como singularidades, i.e., posee
singularidades removibles o polos.

El resultado siguiente nos da una dicotomı́a que nos permite distinguir entre
polos y singularidades esenciales.

Teorema 2.2.8. — (Casorati 1868, Weierstrass 1878) Sea f : Ω\{z0} → C
una función holomorfa tal que z0 es una singularidad no-removible.
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(1) Si z0 es un polo, entonces |f(z)| → +∞ cuando z → z0.
(2) Si z0 es una singularidad esencial, entonces todo punto de C es un

punto de adherencia de f(z) cuando z → z0, i.e., f(W\{z0}) = C para
toda vecindad abierta W de z0.

Demostración. — El punto (1) se obtiene del hecho que f(z) = g(z)/(z− z0)m
con m ≥ 1 y g ∈ O(Ω) con g(z0) ̸= 0.

Para (2), suponemos por contradicción que existe un abierto conexo W ⊆ Ω

tal que z0 ∈ W y f(W\{z0}) ̸= C. Luego, si a ∈ C\f(W\{z0}) entonces
tendŕıamos que |f(z)− a| ≥ ε para todo z ∈W\{z0}. Luego

g(z) =
1

(f(z)− a)
cumple que |g(a)| ≤ 1/ε para todo z ∈ W\{z0} y, al ser acotada, tendŕıamos
que g se extiende en una función holomorfa no nula g̃ ∈ O(W ).

Como f(z) = a+ 1/g(z), se tiene que g posee un cero de cierto orden m en
z0 y entonces f posee un polo de orden m en z0, i.e., la singularidad de f en
z0 no seŕıa esencial.

Cultura general 2.2.9. — El Gran Teorema de Picard señala que si
f : Ω\{z0} → C posee una singularidad esencial en z0, entonces para toda
vecindad perforada W\{z0}, la función f alcanza infinitas veces (!) todo valor
en C, salvo quizás un punto (cf. exp(1/z) ̸= z0 = 0 para todo z ∈ C∗).

2.3. Funciones meromorfas y Teorema de factorización de Weier-
strass

Aśı como las funciones racionales son cocientes de polinomios, las funciones
meromorfas serán (localmente) cocientes de funciones holomorfas. Además,
para incluir singularidades aisladas en el análisis consideramos el “plano com-
plejo extendido” C ∪ {∞} en varias ocasiones.

Definición 2.3.1. — Sea Ω ⊆ C abierto no vaćıo y f : Ω → C ∪ {∞}.
Decimos que f es meromorfa en Ω si:

Para todo punto z0 ∈ Ω, existe una vecindad abierta conexa
V de z0 y funciones holomorfas g, h ∈ O(V ), con h ̸≡ 0 no
idénticamente nula, de tal suerte que f |V = g/h.

Denotamos por M (Ω) al conjunto de funciones meromorfas en Ω.

Se tiene la siguiente caracterización de las funciones meromorfas.
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Teorema 2.3.2. — Sea Ω ⊆ C abierto no vaćıo. Una función f : Ω→ C∪{∞}
es meromorfa si y solo si f es holomorfa en el complemento de una sucesión
de singularidades no removibles {an} que es localmente finita (i.e., puntos
aislados) en Ω y donde cada singularidad an ∈ Ω es un polo.

Demostración. — Si f loc
= g/h con g, h ∈ O(V ), entonces el hecho que h ̸≡ 0

en V implica que existe D(z0, ε) ⊆ V tal que

h(z) = (z − z0)mu(z)

en D(z0, ε) con u ∈ O∗(D(z0, ε)). Luego,

f(z) = (z − z0)−mg(z)u(z)−1 y donde g/u ∈ O(D(z0, ε))

y luego z0 es un polo de orden ≤ m. Rećıprocamente, si f solo posee singular-
idades aisladas dadas por polos, entonces sabemos (por el desarrollo en serie
de Laurent) que f(z) loc

= g(z)/(z − z0)m con g holomorfa en una vecindad del
polo z0, i.e., f es meromorfa.

Ejercicio 2.3.3. —
(1) O(Ω) ⊆M (Ω), i.e., toda función holomorfa es meromorfa.
(2) Ejercicio. Sean P,Q ∈ C[z] polinomios con Q ̸= 0, entonces

f(z) = P (z)/Q(z) es meromorfa en C, i.e., f ∈M (Ω).
(3) La función f(z) = 1/ sin(π/z) es holomorfa en Ω = C\A, donde

A = {0} ∪ {±1/n, n ∈ N≥1}. Además, dado que g(z) = sin(π/z)

tiene ceros simples en cada z0 = 1/n (pues g′(z) = −(π/z2) cos(π/z))
tenemos que f posee polos simples en cada z0 = 1/n.

Aśı, f es meromorfa en C∗ pero no es meromorfa en C dado que la
sucesión de polos {±1/n}n≥1 no es localmente finita en torno a 0 ∈ C.

La noción de ”divisor" (introducida por Dedekind y Weber) es muy útil para
recopilar los órdenes de ceros y polos de una función meromorfa.

Definición 2.3.4. — Sea Ω ⊆ C un abierto no vaćıo. Un divisor en Ω es
una función

D : Ω→ Z, p 7→ D(p) := mp

tal que su soporte, definido por

supp(D) := {z ∈ Ω tal que D(z) ̸= 0}

consiste en una sucesión {zn} ⊆ Ω de puntos aislados en Ω, donde
D(zn) := mn ̸= 0 es la multiplicidad del punto zn en el divisor D. Lo
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anterior suele resumirse escribiendo simplemente

D =
∑
n

mn[zn]

Si mn ≥ 0 para todo n escribimos D ≥ 0 y decimos que D es un divisor
efectivo.

Observación 2.3.5. — El conjunto Div(Ω) de divisores en Ω posee una
estructura de grupo abeliano: La función nula es el neutro 0 ∈ Div(Ω),
si D ∈ Div(Ω) entonces −D ∈ Div(Ω), si D,D′ ∈ Div(Ω), entonces
D +D′ ∈ Div(Ω).

Definición 2.3.6. — Sea Ω ⊆ C abierto no vaćıo, y f ∈ M (Ω) función
holomorfa que no es idénticamente nula en ninguna componente conexa de
Ω (y en particular, los cunjuntos de ceros V (f) ⊆ Ω y de polos P (f) ⊆ Ω

forman sucesiones de puntos aislados en Ω). Definimos el divisor asociado a
f mediante

div(f) =
∑
z∈Ω

mz[z]

donde z ∈ V (f)∪P (f), y donde mz > 0 (respectivamente mz < 0) es el orden
del cero (respectivamente -(orden del polo)) si z ∈ V (f) (respectivamente si
z ∈ P (f)). En particular div(f) ≥ 0 si y solo si f ∈ O(Ω).

Ejemplo 2.3.7. —
(1) Si f(z) = exp(z), div(f) = 0 (ni ceros ni polos).
(2) Si f(z) = (z − 2)(z2 + 1)2, div(f) = 1[2] + 3[i] + 3[−i].
(3) Si f(z) = z/(z − 1)2, div(f) = 1[0]− 2[1]

def
= [0]− 2[1].

(4) Si f(z) = 1/ sin(π/z) ∈M (C∗), entonces div(f) =
∑

n∈Z\{0}−[1/n].

El ”Teorema de factorización de Weierstrass" permite hallar funciones
holomorfas con (un divisor efectivo de) ceros pre-escritos.

Notación: Para p ∈ N, definimos el factor principal de Weierstrass de
orden p como la función W0(z) = 1− z si p = 0, y como

Wp(z)
(1) = (1− z) exp

(
z +

z2

2
+ · · ·+ zp

p

)
(1)o bien Ep(z)

′′factorelemental”deWeierstrass
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si p ≥ 1. En particular, z0 = 1 es un caso somple de Wp y en z0 = 0 la función
ln(Wp) admite desarrollo en serie de potencias

ln(Wp(z)) = ln(1− z) + z +
z2

2
+ · · ·+ zp

p
= −

+∞∑
n=p+1

zn

n

con |z| < 1. Luego

| ln(Wp(z))| ≤
1

p+ 1

+∞∑
n=p+1

|z|n =
1

p+ 1

|z|p+1

1− |z|
para |z| < 1

Aśı, | ln(Wp(z))| ≤ 2−p si |z| ≤ 1/2.

Teorema 2.3.8. — (Teorema de Factorización de Weierstrass): Para todo
divisor efectivo en un abierto no vaćıo Ω ⊆ C, de la forma

D =
∑
z∈Ω

mz[z] =
∑
n∈N

mz[zn] ≥ 0

existe una función holomorfa f ∈ O(Ω) tal que div(f) = D, i.e., una función
f cuyos ceros son exactamente los puntos {zn} y cada uno con multiplicidad
mn ≥ 0.

Demostración. — Podemos suponer que zn ̸= 0 para todo n ≥ 0, pues si
z0 = 0 basta con multiplicar por zm0 la función construida a partir de los
{zn}n≥1.

Suponemos primero que Ω = C: En tal caso, el hecho que los {zn} sean
puntos aislados se traduce en que limn→+∞ |zn| = +∞. Definimos

f(z) :=
∏
n∈N

Wn+mn

(
z

z0

)mn

Aśı, la convergencia del producto infinito se reduce a estudiar la convergencia
uniforme de la serie ∑

n∈N
mn| ln(Wn+mn(z/zm))|

sobre compactos de C. Para ello, notemos que si z ∈ D(0, R) entonces existe
n0 ∈ N tal que |zn| ≥ 2R para todo n ≥ n0 y por ende |z/z0| ≤ 1/2 para todo
n ≥ n0. Luego

| ln(Wn+mn(z/z0))| ≤ 2−(n+mn) ∀z ∈ D(0, R) ∀n ≥ n0
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de donde deducimos la convergencia uniforme de
∑

n∈Nmn| ln(Wn+mn(z/zm))|
en D(0, R) y aśı, la convergencia de f(z) =

∏
nWn+mn(z/z0)

mn en todo com-
pacto de Ω = C. Por construcción div(f))D.

Supongamos ahora que Ω ̸= C: En tal caso, el hecho que los {zn} sean
puntos aislados se traduce en que max{|zn|, dist(zn,Ω)−1} n→+∞−→ +∞. Por
conveniencia realizamos una partición N = I ∪ J de los ı́ndices de tal suerte
que

n ∈ I def⇔ |zn| ≥ dist(zn, ∂Ω)−1 y n ∈ J def⇔ |zn| < dist(zn, ∂Ω)−1

Aśı, limn∈I,n→+∞ |zn| = +∞. Luego, el razonamiento en el caso anterior
muestra que

g(z) :=
∏
n∈I

Wn+mn(z/z0)
mn

converge en C y sus ceros están dados por los {zn}n∈I con multiplicidad mn.
Por otra parte, tenemos que limn∈J,n→+∞ dist(zn, ∂Ω) = 0. Para cada n ∈ J ,
sea wn ∈ ∂Ω tal que |zn − wn| = dist(zn, ∂Ω), y definamos

h(z) :=
∏
n∈J

Wn+mn((zn − wn)/(z − wn))mn

donde Wn+mn((zn − wn)/(z − wn)) se anula en el único punto z = zn que
verifica (zn −wn)/(z −wn) = 1. Sea K ⊆ Ω compacto y sea δ := dist(K, ∂Ω),
luego existe n0 tal que |zn −wn|

def
= dist(zn, ∂Ω) ≤ δ/2 para todo n ≥ n0 y por

tanto ∣∣∣∣zn − wnz − wn

∣∣∣∣ ≤ δ/2

δ
=

1

2
∀z ∈ K

=⇒
∣∣∣∣ln(Wn+mn

(
zn − wn
z − wn

))∣∣∣∣ ≤ 1

2n+mn

en K. Luego h converge uniformemente en todo compacto K ⊆ Ω. Aśı, la
función f := gh ∈ O(Ω) verifica div(f) = D.

Observación 2.3.9. — La elección de ı́ndices ”n + mn" asegura la conver-
gencia en general. Sin embargo, si {zn}n≥0 ⊆ C son puntos aislados tales que
para p ∈ N se cumple que ∑

n≥0

mn

|zn|p+1
< +∞



104 CAPÍTULO 2. FUNCIONES MEROMORFAS Y RESIDUOS

Luego f(z) =
∏
nWp(z/zn)

mn converge uniformemente en todo K ⊆ C com-
pacto. En particular, si

∑
mn/|zn| < +∞ entonces f(z) =

∏
(1 − z/z0)mn

funciona!

Corolario 2.3.10. — Sea Ω ⊆ C abierto no-vaćıo y f ∈ M (Ω) función
meromorfa. Entonces, existe una escritura global

f = g/h en Ω

donde g, h ∈ O(Ω), y donde h posee como ceros los polos de f y como multi-
plicidades los órdenes de cada polo correspondiente.

Demostración. — Escribamos el divisor div(f) como

div(f) =
∑

zn∈V (f)

mn[zn]−
∑

wn∈P (f)

dn[wn]

=: div(f)+ − div(f)−
donde V (f) = {zn} es el conjunto de ceros (con mn > 0) y P (f) = {wn} es el
conjunto de polos (con −dn < 0, i.e., dn > 0). El Teorema de factorización de
Weierstrass nos permmite hallar h ∈ O(Ω) tal que div(h) = div(f)−. Luego,
g := fh ∈ O(Ω) y div(g) = div(f)+.

Observación 2.3.11. — Notar que si Ω ⊆ C es un abierto conexo no vaćıo
entonces O(Ω) es un dominio entero (i.e., f, g ∈ O(Ω) son tales que fg ≡ 0

en Ω, entonces f ≡ 0 o g ≡ 0 en Ω). Aśı, el corolario anterior nos dice que

M (Ω) ∼= k(Ω)

donde k(Ω) := Fr(O(Ω)) es el cuerpo de fracciones de O(Ω).

Cultura general 2.3.12. — Sea ρ ∈ R>0. Decimos que f ∈ O(Ω) tiene un
orden de crecimiento ≤ ρ si |f(z)| ≤ A exp(B|z|ρ) para ciertas constantes
A,B ∈ R>0 y para todo z ∈ C. El orden de crecimiento de f es el ı́nfimo
ρ0 de dichos ρ.

Teorema 2.3.13. — (Teorema de Factorización de Hadamard) Supongamos
que f ∈ O(Ω) tiene orden de crecimiento ρ0, y sea κ := ⌊ρ0⌋ su parte entera.
Si z0 = 0 y {zn}n≥1 = {z1, z2, . . . } son los ceros de f , entonces

f(z) = eP (z)zm
+∞∏
n=1

Wκ(z/z0)

donde P ∈ C[z] polinomio de grado ≤ κ y donde m = mult0(f) ≥ 0.



2.4. TEOREMA DE RESIDUOS 105

Ejercicio 2.3.14. — Usar el Teorema de Factorización de Hadamard que:
(1) Para todo z ∈ C

eaz − ebz = (a− b)ze(a+b)z/2
+∞∏
n=1

(
1 +

(a− b)2z2

4n2π2

)
(2) Para todo z ∈ C

cos(πz) =

+∞∏
n=0

(
1− 4z2

(2n+ 1)2

)
(3) La ecuación ez = z tiene infinitas soluciones en C.

2.4. Teorema de Residuos

Recordemos que si Ω ⊆ C es una vecindad abierta de z0 y f ∈ O(Ω\{z0}),
entonces f admite un desarrollo en serie de Laurent

f(z) =
∑
n∈Z

an(z − z0)n = · · ·+ a−2

(z − z0)2
+

a−1

z − z0
+ a0 + a1(z − z0) + · · ·

donde
an =

1

2πi

∫
Γ(z0,ϵ)

f(z)

(z − z0)n+1
dz

para todo n ∈ Z, y donde ϵ > 0 suficientemente pequeño tal que D(z0, ϵ) ⊆ Ω.
En particular

a−1 =
1

2πi

∫
Γ(z0,ϵ)

f(z)dz

Definición 2.4.1. — Sea Ω ⊆ C vecindad abierta de z0 ∈ C y f ∈ O(Ω\{z0}),
y consideramos ω := f(z)dz la 1-forma diferencial asociada. Definimos el
residuo de ω en z0 mediante

Res(ω, z0) :=
1

2πi

∫
Γ(z0,ϵ)

ω

donde ϵ > 0 es suficientemente pequeño tal que D(z0, ϵ) ⊆ Ω.

Observación 2.4.2. — El residuo Res(ω, z0) corresponde al coeficiente a−1

de la serie de Laurent de f centrada en z0.

Notación. En muchos textos se habla del “residuo de f en z0”, dado por:

Res(f, z0) :=
1

2πi

∫
Γ(z0,ϵ)

f(z)dz
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y también lo usaremos frecuentemente. Sin embargo, desde un punto de vista
técnico, es mejor hablar del residuo de una 1-forma diferencial, pues:

(1) Se comporta mejor al hacer cambios de variable (“biholomorfismos”).
(2) Esta definición se extiende mejor a funciones de varias variables comple-

jas (!). El residuo de Poincaré asocia una (n − 1)-forma diferencial
Res(ω) a una n-forma diferencial ω = f(z1, . . . , zn)dz1 ∧ · · · ∧ dzn.

A continuación, ejemplificamos las propiedades más útiles de los residuos.

Ejemplo 2.4.3. — Sea f ∈ O(Ω\{z0}).
(1) Si f posee una singularidad removible en z0, entonces

Res(f, z0) = 0 (cf. Teorema de Cauchy-Goursat)

(2) Si f(z) = exp(1/z) =
∑

n≥0(1/n!)z
−n, entonces Res(f, 0) = 1.

(3) Si f ∈ M (Ω) es meromorfa y f = u/v con u, v ∈ O(Ω) entonces
Res(f, z0) se calcula mirando (¡finitos términos!) los desarrollos de series
de potencias en z0 de u y v, y con ello se puede deducir los primeros
términos de la serie de Laurent de f centrada en z0. Por ejemplo:

Supongamos que f = u/v con u, v ∈ O(Ω) y f posee un polo simple
en z0, i.e., u(z0) ̸= 0 y v posee un cero simple en z0 (i.e., v(z0) = 0 y
v′(z0) ̸= 0). Aśı,

v(z) = v′(z0)(z − z0)h(z)

con h ∈ O(Ω), tal que h(z0) ̸= 0, luego

f(z) =
u(z0)

v′(z0)
(z − z0)−1 +O(1)

Por ende,

Res
(
u(z)

v(z)
, z0

)
=
u(z0)

v′(z0)
si v(z0) = 0 y v′(z0) ̸= 0.

El análisis anterior se generaliza a la siguiente fórmula, bastante útil en
la práctica.

Ejercicio 2.4.4. — Probar que si f posee in polo de orden m ≥ 1 en
z0 entonces

Res(f, z0) =
1

(m− 1)!

dm−1

dzm−1
((z − z0)mf(z))

∣∣∣∣
z=z0
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(4) Para funciones concretas dadas, se sugiere intentar escribirla (local-
mente) como cociente f(z) = u(z)/v(z) para ciertas funciones holo-
morfas u, v y estudiar las series de potencias de cada una de ellas, o bien
utilizar directamente la fórmula del Ejercicio anterior.

Ejercicio 2.4.5. — Sea f(z) = tan(z) ∈M (C). Calcular Res(tan(z), a)
para todo a ∈ C.

(5) No es necesario restringirse a ćırculos Γ(z0, ε) para calcular residuos.
Sea U vecindad abierta de z0 tal que K := U ⊆ Ω es compacto con
borde ∂K de clase C 1 por pedazos. Entonces:

Res(ω, z0) =
1

2πi

∫
∂K

ω

En efecto, el Teorema de Cauchy aplicado al compacto

K0 := U\D(z0, ε) ⊆ Ω\{z0}

implica que

0 =

∫
∂K0

ω =

∫
∂K

ω −
∫
Γ(z0,ε)

ω

para todo ε > 0 suficientemente pequeño.

La siguiente propiedad de cambio de variable, justifica el hecho de usar
formas diferenciales en lugar de funciones al momento de integrar.

Proposición 2.4.6 (Cambio de variable). — . Sea Ω ⊆ C una vecindad
abierta de z0, f ∈ O(Ω\{z0}) y ω = f(z) dz la 1-forma diferencial asociada.
Supongamos que z = φ(w) es un cambio de variable biholomorfo entre una
vecindad de w0 := φ−1(z0) y una vecindad de z0, entonces

Res(φ∗ω,w0) = Res(ω, z0)

donde φ∗ω := f(φ(w))φ′(w) dw es el pullback de ω por φ.

Demostración. — Para una vecindad abierta acotada (suficientemente
pequeña) W de w0 tal que ∂W es de clase C 1, el abierto imagen U := φ(W )

es una vecindad de z0 = φ(w0) tal que ∂U es de clase C 1. Aśı, como z = φ(z)

Res(φ∗ω,w0)
def
=

1

2πi

∫
∂W

f(φ(w))φ′(w)dw =
1

2πi

∫
∂U
f(z)dz

def
= Res(ω, z0),

donde la orientación de los bordes es preservada dado que det(dφw) > 0 gracias
a las ecuaciones de Cauchy-Riemann reales.
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Ejemplo 2.4.7. — Sabemos que Res(exp(1/z), 0) = 1. Luego, si consider-
amos el cambio de variable (localmente biyectivo) z = sin(w), luego

Res(exp(1/ sin(w)), 0) = 1

Del mismo modo, Res(exp(1/ sin(w)) cos(w), nπ) = 1 para todo n ∈ Z y como
cos(nπ) = (−1)n se tiene que

Res(exp(1/ sin(w)), nπ) = (−1)n ∀n ∈ Z

El teorema principal de esta sección, que es una vasta generalización del
Teorema de Cauchy-Goursat y de la Fórmula de Cauchy, es el siguiente:

Teorema 2.4.8 (Teorema de Residuos). — Sea Ω ⊆ C un abierto no-vaćıo
y {an}n≥0 ⊆ Ω una sucesión de puntos aislados. Supongamos que f es una
función holomorfa en Ω\{an}n≥0. Entonces,

Para todo compacto K ⊆ Ω con borde de clase C 1 por pedazos tal
que ∂K ∩ {an}n≥0 = ∅ se tiene∫

∂K
f(z) dz = 2πi

∑
an∈K

Res(f, an).

Demostración. — La hipótesis del Teorema implican que K ∩ {an}n≥0 es un
conjunto finito de puntos que no pertenecen al borde ∂K. Aśı, existen radios
rn > 0 tal es que D(an, rn) ⊆ int(K). Luego K0 = K\

⋃
an∈K D(an, rn) es

un compacto con frontera C 1 por pedazos y f holomorfa en una vecindad de
∂K0, luego el Teorema de Cauchy implica que

0 =

∫
∂K0

f(z)dz =

∫
∂K

f(z)dz −
∑
an∈K

∫
Γ(an,rn)

f(z)dz

de donde se obtiene la fórmula deseada.

Ejemplo 2.4.9. —
(1) Sea f(z) = exp(1/z2). Entonces f admite el desarrollo en serie de

Laurent

f(z) = 1 +
1

1!

1

z2
+

1

2!

1

z4
+

1

3!

1

z6
+ · · · ∀z ∈ C∗

Luego, Res(exp(1/z), 0) = 0. Aśı, el Teorema de Residuos implica (por
ejemplo) que ∫

∂D(0,r)
e1/z

2
dz = 0

para todo r > 0.
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(2) Sea f(z) = 1/(z(z − 2)4) y sea Γ(0, 3) el ćırculo de radio 3 con centro
en z0 = 0 (orientado en sentido anti-horario). Luego, el Teorema del
Residuo nos dice que∫

Γ(0,3)
f(z)dz = 2πi(Res(f, 0) + Res(f, 2))

En z0 = 2, escribimos

f(z) =
1

(z − 2)4
· 1
z
=

1

(z − 2)4
· 1

2 + (z − 2)

=
1

2(z − 2)4
· 1(

1− −(z−2)
2

)
=

+∞∑
n=0

(−1)n

2n+1
(z − 2)n−4

y luego (en n = 3) tenemos que Res(f, 2) = −1/16.
En z0 = 0, al ser un polo simple

Res(f, 0) = lim
z→z0

(z − z0)f(z) = lim
z→0

zf(z) =
1

(−2)4
=

1

16

=⇒
∫
Γ(0,3)

f(z)dz = 2πi(1/16− 1/16) = 0

De forma similar, ∫
Γ(2,1)

f(z)dz = −π
8
i

Ejercicio 2.4.10. — Calcular∫
Γ(0,2)

5z − 2

z(z − 1)
dz

2.5. Cálculo de integrales reales mediante residuos

En esta sección explicaremos cómo el Teorema de Residuos puede ser us-
ado para calcular integrales reales que involucran funciones holomorfas, que
muchas veces no poseen primitivas elementales. Incluso en el caso de que las
funciones posean premitivas conocidas, suele pasar que el cálculo de residuos
permite obtener resultados mucho más rápidamente.
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Ejemplo 2.5.1. — Fracciones racionales en R =]−∞,+∞[.
Supongamos que queremos calcular∫ +∞

−∞
f(x)dx

donde f(x) = P (x)/Q(x) es cociente de dos polinomios P,Q ∈ R[x] tales que
(1) f(z) = P (z)/Q(z) no posee polos en el eje real.
(2) d := gr(Q)− gr(P ) ≥ 2, lo que implica convergencia absoluta.

Para calcular
∫
R f(x)dx consideramos el compacto

K := D(0, R) ∩ {z : Im(z) ≥ 0},

es decir, la semi-circunferencia con bordes γ1(t) = t para t ∈ [−R,R] y
γ2(t) = Reit para t ∈ [0, 2π].

γ2

R−R

• a1

γ1

• a2

Imagen 1. Semi-disco de radio R en el semi-plano superior.

Sea c ∈ R el cociente entre el coeficiente principal de P y Q, de tal suerte
que |f(z)| ∼ |c| · |z|−d cuando |z| → +∞. En particular,∣∣∣∣∫

γ2

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ℓ(γ2)C ′R−d = πRC ′R−d =
C ′′

Rd−1
→ 0

cuando R→ +∞.
Por otro lado, el Teorema de Residuos implica que∫

∂K
f(z)dz

def
=

∫
γ1

f(z)dz +

∫
γ2

f(z)dz = 2πi
∑
an∈K

Res(f, an)
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donde ∫
γ1

f(z)dz
def
=

∫ R

−R
f(t)dt

Luego, si R→ +∞ obtenemos∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
dx = 2πi

∑
Im(an)>0

Res
(
P

Q
, an

)
Por ejemplo, para calcular∫ +∞

0

x2

x6 + 1
dx =

1

2

∫ +∞

−∞

x2

x6 + 1
dx

debemos determinar los polos de f(z) = P (z)/Q(z), con P (z) = z2 y
Q(z) = z6 + 1.

z6 + 1 = 1⇐⇒ z6 = −1 = eiπ ⇐⇒ z = an := eiπ/6e2πin/6

= exp

(
iπ

6
(2n+ 1)

)
con n = 0, 1, . . . , 5. Solamente a0 = eiπ/6, a1 = i y ei5π/6 tienen Im(an) > 0.
Más aún, dado que f = P/Q posee polos simples, se tiene que

Res(f, an) =
P (an)

Q′(an)
(ver §2.4 Ejemplo 2.4.3.(3))

En particular,

Res(f, an) =
a2n
6a5n

=
1

6a3n
y aśı (dado que a30 = a32 = i, a31 = −i), conclúımos que∫

R
f(x)dx = 2πi

(
1

6i
− 1

6i
+

1

6i

)
=
π

3
, i.e.,

∫ +∞

0

x2

x6 + 1
dx =

π

6

Cabe destacar que en caso general, podŕıamos haber considerado el com-
pacto K := D(0, R) ∩ {Im(z) ≤ 0}. En tal caso, dado que la orientación del
eje real es la opuesta, se deduce que∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
dx = −2πi

∑
Im(an)<0

Res(f, an)

Aśı, dado que f = P/Q no posee polos en el eje real tenemos que∑
a∈C

Res(f, a) = 0

Esto último se extiene a funciones meromorfas más generales mediante:
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Definición 2.5.2. — Una vecindad del infinito es un anillo abierto de la
forma

A(0, R,+∞)
def
= C\D(0, R) = {z ∈ C tal que |z| > R}

para R > 0. Sea f ∈ O(A(0, R,+∞)) holomorfa en una vecindad del infinito,
y sea φ(z) := 1/z biholomorfismo entre A(0;R,+∞) y A(0; 0, 1/R). Para
ω = f(z)dz, se tiene que φ∗ω

def
= −f(1/w)w−2dw y definimos

Res(ω,∞) := Res(f,∞) := Res(−f(1/w)w−2, 0)

i.e., Res(f,∞) = −(coeficiente a−1 de la serie de Laurent de f centrada en 0).
Además, decimos que z = ∞ es un polo de orden m de f si w = 0 es un

polo de orden m de f(1/w) (i.e., la serie de Laurent de f centrada en 0 posee
finitos coeficientes an ̸= 0 con n ≥ 0); y en caso contrario decimos que f posee
una singularidad esencial en z =∞.

Proposición 2.5.3. — Sea f ∈M (C) función meromorfa, entonces∑
a∈C∪{∞}

Res(f, a) = 0

si f posee finitos polos (de tal suerte que la suma es finita).

Demostración. — Consideremos R ≫ 0 tal que D(0, R) contiene a todos los
polos de f , salvo z =∞. Entonces∫

Γ(0,R)
f(z)dz = 2πi

∑
a∈C∪{∞}

Res(f, a)

Por otra parte, notando que w = 1/z cambia la orientación de ćırculos centra-
dos en z0 (pues env́ıa γ(t) = Reit en γ̃(t) = 1

Re
−it), tenemos que∫

Γ(0,R)
f(z)dz =

∫
Γ(0,R)

ω = −
∫
Γ(0,1/R)

φ∗ω
def
= −2πiRes(f,∞)

i.e.,
∑

a∈C∪{∞} Res(f, a) = 0.

Ejemplo 2.5.4. — Fracciones racionales trigonométricas en [0, 2π].
Supongamos que queremos calcular∫ 2π

0
F (cos(t), sin(t))dt

donde F (x, y) ∈ R(x, y) es una función racional en 2 variables que no se inde-
termina en el ćırculo x2+y2 = 1 de R2. Si escribimos z(t) = eit con t ∈ [0, 2π],
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tenemos que z′(t) = ieit y luego si definimos

f(z) := F

(
1

2

(
z +

1

z

)
,
1

2i

(
z − 1

z

))
1

iz
∈ C(z)

obtenemos una función racional tal que si z = eit ∈ ∂D entonces

f(eit) = F (cos(t), sin(t))
1

ieit

es decir, ∫ 2π

0
F (cos(t), sin(t))dt

def
=

∫
∂D
f(z)dz.

En particular, el Teorema de Residuos nos dice que∫ 2π

0
F (cos(t), sin(t))dt = 2π

∑
a∈D

Res(g(z), a)

donde
g(z) :=

1

z
F

(
1

2

(
z +

1

z

)
,
1

2i

(
z − 1

z

))
∈ C(z)

funcional racional. Por ejemplo, para calcular

I =

∫ 2π

0

1

2 + cos(t)
dt

consideramos F (x, y) = 1
2+x , y luego

g(z) =
1

z

(
1

2 + 1
2(z + 1/z)

)
=

2

z2 + 4z + 1
.

Como z2 + 4z + 1 = (z − λ1)(z − λ2) con λ1 = −2 −
√
3 ̸∈ D, −2 +

√
3 ∈ D

tenemos que

I = 2πRes(g, λ2) = 2π
2

λ2 − λ1
=

2π√
3

Ejemplo 2.5.5. — Integrales de Fourier. Sea f : R→ R.
Veremos pronto que el Análisis de Fourier requiere calcular transformadas

de Fourier de la forma siguiente (salvo cambios de signo)∫ +∞

−∞
f(x)e2πiωxdx, ω ∈ R fijo

y donde podemos asumir que ω > 0, haciedo u = −x si fuera necesario. Dicho
signo es importante, pues si z = x+ iy entonces |e2πiωz| = e−2πωy y por ende
usaremos el Teorema de Residuos en el semi-plano superior {Im(z) = y ≥ 0}.
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Proposición 2.5.6. — Supongamos que ω > 0 y f se extiene en una función
holomorfa f(z) definida en una vecindad abierta de

H := {z ∈ C tal que Im(z) ≥ 0},

salvo quizás finitos puntos singulares aj /∈ R. Si lim
|z|→+∞, z∈H

f(z) = 0, entonces∫ +∞

−∞
f(x)e2πiωxdx = 2πi

∑
Im(aj)>0

Res(f(z)e2πiωz, aj)

Demostración. — Consideramos el compacto

K := D(0, R) ∩ {z : Im(z) ≥ 0},

es decir, la semi-circunferencia con bordes γ1(t) = t para t ∈ [−R,R] y
γ2(t) = Reit para t ∈ [0, 2π]. Sea ω := f(z)e2πiωz dz.

γ2

R−R

• ai

γ1

• aj

Imagen 2. Semi-disco de radio R en el semi-plano superior.

El Teorema del Residuo implica que∫
∂K

ω
def
=

∫
γ1

ω +

∫
γ2

ω = 2πi
∑
a∈K

Res(f, a)

y donde ∫
γ1

ω
def
=

∫ R

−R
f(x)e2πiωxdx

R→+∞−→ I



2.5. CÁLCULO DE INTEGRALES REALES MEDIANTE RESIDUOS 115

la integral deseada. Finalmente, notamos por un lado que I2 :=
∫
γ2
ω cumple

|I2| ≤MR

∫ π

0
Re−2πωR sin(t)dt = 2MRR

∫ π/2

0
e−2πωR sin(t)dt

donde MR := supΓ(0,R)∩H |f(z)| y donde |e2πiωz| = e−2πωRy(t) = e−2πwR sin(t) si
z = z(t) = R cos(t) + iR sin(t). Por otro lado, se sabe que(2) sin(t) ≥ 2t

π para
t ∈ [0, π/2] y luego

|I2| ≤ 2MR

∫ π/2

0
e−4ωRtdt =

(
1− e−2πRω

2ω

)
MR → 0

cuando R→ +∞.

Por ejemplo, se tiene que∫ +∞

−∞

e2πiωx

1 + x2
dx = 2πiRes

(
e2πiωz

1 + z2
, i

)
= 2πi

e−2πω

2i
= πe−2πω.

Observación importante 2.5.7. — El método anterior puede usarse (con
pequeñas modificaciones) si f posee finitos polos simples reales. Por ejemplo,
si f(z) = 1/z y e2πiωz = eiz (i.e., ω = 1/2π) consideramos el compacto

Kε,R := {z = reiθ ∈ C tal que ε ≤ r ≤ R, 0 ≤ θ ≤ π},

es decir, la región delimitada por ∂K = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 ∪ γ4 como en la figura.

γ4

γ1
γ2

γ3

Kε,R

−R −ε ε R

Imagen 3. El compacto Kε,R

Dado que f no posee polos en int(Kϵ,R) y que f(z)→ 0 cuando |z| → +∞,
la integral sobre el semi-ćırculo exterior tiene a 0 cuando R → +∞. Aśı, el

(2)Si g(t) := sin(t)
t

entonces g′(t) = t cos(t)−sin(t)

t2
< 0 para t ∈]0, π/2[ dado que t < tan(t) en

dicho intervalo. Aśı, g(t) ≥ g(π
2
) = 2

π
para todo t ∈ [0, π

2
].
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Teorema de Cauchy-Goursat implica que

lim
R→+∞
ε→0+

(∫ −ε

−R

eix

x
dx+

∫ R

ε

eix

x
dx+

∫
{|z|=ε, Im(z)≥0}

eiz

z
dz

)
= 0

Para la última integral, notamos (usando series de Laurent) que eiz/z = z−1+i+O(z)

y luego, si z = z(t) = εeit con t ∈ [0, π] entonces∫
{|z|=ε, Im(z)≥0}

eiz

z
dz =

∫ 0

π
(ε−1e−it + i+O(ε))εieitdt = −iπ + 2iε+O(ε2),

de donde deducimos que∫ +∞

−∞

eix

x
dx = 2

∫ +∞

0

sin(x)

x
dx

def
= 2 lim

R→+∞
ε→0+

∫ R

ϵ

eix − e−ix

2ix
dx

= −1

i
lim
ε→0+

∫
{|z|=ε, Im(z)≥0}

eiz

z
dz = −1

i
(−iπ) = π.

De lo anterior, conclúımos además que
∫ +∞
0

sin(x)
x dx = π

2 .

Ejemplo 2.5.8. — Integrales con factor xa (a /∈ Z) en [0,+∞[.
Sea a ∈ R \ Z. Supongamos que queremos calcular∫ +∞

−∞
f(x)xadx

donde f(x) = P (x)/Q(x) es el cociente de polinomios P,Q ∈ R[x] tales que:
(1) P (0) ̸= 0 y Q no posee ceros reales positivos (i.e., en [0,+∞[)
(2) a > −1 y deg(Q) > deg(P ) + a+ 1.

Consideremos 0 < δ ≪ ε < 1 < R y el compacto KR,δ,ε como en la figura:

KR,ε,δ

γ1

γ2

γε

γR ⊆ D(0, R)

R+ iδε+ iδ

R− iδε− iδ

γR

γε ⊆ D(0, ε)

••−ε ε

• a1

• a2

• a3

Imagen 4. El compacto KR,δ,ε.
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Consideremos f(z)za donde za := exp(a logπ(z)) está definida usando la
rama del logaritmo definida en C\R≥0, y se calcula que cuando δ → 0+ la
suma de las integrales sobre segmentos horizontales converge a

(1− e2πia)
∫ R

ε
f(x)xadx,

y que (2) implica que las integrales sobre los ćırculos interior y exterior tienden
a cero cuando ϵ→ 0+ y R→ +∞. En resumen, se tiene que∫ +∞

−∞
f(x)xadx =

2πi

1− e2πia
∑

aj∈C\R≥0

Res(f(z)za, aj).

Por ejemplo,∫ +∞

0

xa−1

1 + x
dx =

2πia

1− e2πia
Res

(
za

z(z + a)
,−1

)
=

2πi

1− e2πia
eiπa

(−1)
=

π

sin(πa)
.

Ejemplo 2.5.9. — Integrales con factor ln(x) en [0,+∞[.
Supongamos que queremos calcular∫ +∞

0
f(x) ln(x)dx

donde f(x) = P (x)/Q(x) es cociente de dos polinomios P,Q ∈ R[x] tales que
(1) Q no posee ceros en R≥0.
(2) deg(Q) ≥ deg(P ) + 2

Aqúı, la astucia es considerar g(z) := (logπ(z) − iπ)2f(z) donde logπ(z) es
la rama del logaritmo definida en C\R≥0 y considerar el compacto KR,ε,δ del
Ejemplo anterior. Con nuestras hipótesis:

(1) Las integrales sobre los ćırculos interior y exterior tienden a 0 cuando
ε→ 0+ y R→ +∞.

(2) En el eje real, obtenemos curvas γ(t) = t± iδ y luego, en el ĺımite:∫ R

ε
(ln(x)− iπ)2f(x)dx︸ ︷︷ ︸

cuando δ→0+

+

∫ ε

R
(ln(x)− iπ + 2πi)2f(x)dx︸ ︷︷ ︸

cuando δ→0−

= −4iπ
∫ R

ε
f(x) ln(x)dx

Aśı, obtenemos∫ +∞

0
f(x) ln(x)dx = −1

2

∑
a∈C\R≥0

Res((logπ(z)− iπ)2f(z), a).

Observación 2.5.10. —
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(1) La integral
∫ +∞
0 f(x) ln(x)dx converge incluso cuando z = 1 es un polo

simple de f(z) = P (z)/Q(z). Considerando, en el cálculo anterior,
pequeños ćırculos de la forma Γ(1, ϵ) y usando Ln(z) (la rama principal
del logaritmo) se puede probar que∫ +∞

0
f(x) ln(x)dx = −1

2
Res((logπ(z)− iπ)2f(z), a) +

π2

2
Res(f(z), 1)

Por ejemplo,∫ +∞

0

ln(x)

x2 − 1
dx− 1

2
Res

(
(logπ(z)− iπ)2

z2 − 1
,−1

)
︸ ︷︷ ︸

=0 pues logπ(−1)=iπ

+
π2

2
Res(f(z), 1).

Aśı, conclúımos que ∫ +∞

0

ln(x)

x2 − 1
dx =

π

4
.

(2) La misma astucia permite evaluar (en principio) integrales de la forma∫ +∞

0
f(x)R(ln(x))dx

donde R ∈ R[x] es cualquier polinomio. Para ello, se debe encontrar un
polinomio R̃ ∈ C[z] tal que R̃(z + 2πi) − R̃(z) = R(z) y considerar la
función g(z) := R̃(logπ(z))f(z) en KR,ε,δ.

Ejercicio 2.5.11. — Usar el Teorema del Residuos para calcular

(1)
∫ +∞

−∞

1

x4 + 1
dx

(2)
∫ +∞

−∞

x sin(x)

x2 + a2
dx para a > 0

Ejercicio 2.5.12. — Probar las siguientes fórmulas:

(1)
∫ 2π

0

1

(a+ cos(x))2
dx =

2πa

(a2 − 1)3/2
para todo a > 1.

(2)
∫ +∞

0

ln(x)

x2 + a2
dx =

π

2a
ln(a) para todo a > 0.



CAPÍTULO 3

INTRODUCCIÓN AL ANÁLISIS DE FOURIER

Históricamente, la transformada de Fourier de una función real f : R → R
se obtiene al considerar la serie de Fourier de una función T -periódica como
una suma de Riemann que, cuando T → +∞, tiende a la identidad

f(x) =

∫ +∞

−∞
f̂(w)e2πiwxdw ∀x ∈ R

donde f̂(w) :=
∫ +∞
−∞ f(x)e−2πiwxdx, w ∈ R, es la transformada de Fourier

de f . Nuestro objetivo será dar un marco teórico formal donde estas fórmulas
tengan sentido (¡y seamos capaces de probarlas!)

3.1. Transformada de Fourier y la clase F

Definición 3.1.1. — Sea f : R→ R (o C) función continua. Decimos que f
tiene decrecimiento moderado si existe A ∈ R>0 tal que

|f(x)| ≤ A

1 + |x|1+ϵ

para algún ϵ ∈ R>0, y donde frecuentemente se fija ϵ = 1. Denotamos por
M(R) al R-espacio vectorial de funciones de decrecimiento moderado.

Lema 3.1.2. — Sea f ∈M(R), entonces la transformada de Fourier

f̂(w) :=

∫
R
f(x)e−2πixwdx

converge para todo w ∈ R.
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Demostración. — Sea IN :=
∫ N
−N f(x)e

2πixwdx para todo N ∈ N≥1. Entonces,

|IN − IM | ≤
∫
N≤|x|≤M

|f(x)|dx ≤ 2A

ϵN ϵ

si M > N y luego {IN}N≥1 es una sucesión de Cauchy si y solo si es conver-
gente.

Ejercicio 3.1.3. — Sea f ∈M(R) de decrecimiento moderado. Probar que:
(1) Para todo h ∈ R se tiene

∫
R f(x− h)dx =

∫
R f(x)dx.

(2) Para todo δ ∈ R>0 se tiene δ
∫
R f(δx)dx =

∫
R f(x)dx.

(3)
∫
R |f(x− h)− f(x)|dx→ 0 cuando h→ 0.

Ejercicio 3.1.4. — Sea f ∈ M(R) de decrecimiento moderado. Probar que
si:

(1) g(x) := f(x+ h) con h ∈ R, entonces ĝ(w) = f̂(w)e2πihw.
(2) g(x) := f(x)e−2πixh con h ∈ R, entonces ĝ(w) = f̂(w + h).
(3) g(x) := f(δx) con δ ∈ R>0, entonces ĝ(w) = δ−1f̂(w/δ).

Definición 3.1.5. — Sea a ∈ R>0 y consideremos la franja horizontal

Sa := {z ∈ C tal que |Im(z)| < a}

Decimos que una función f ∈ O(Sa) pertenece a la clase Fa si existe A ∈ R>0

tal que

|f(x+ iy)| ≤ A

1 + x2

para todo x ∈ R y |y| < a, i.e., f tiene decrecimiento moderado (uniforme) en
cada recta horizontal {Im(z) = y} con −a < y < a. Más aún, decimos que f
pertenece a la clase Fa0 para algún a0 ∈ R>0.

Ejemplo 3.1.6. —

(1) f(x) = e−z
2 ∈ Fa para todo a > 0.

(2) Sea c ∈ R>0 y consideremos f(z) = 1/(z2 + c2), con polos simples en
z = ±ic, entonces f ∈ Fa para todo 0 < a < c. En efecto

|f(z)| ≤ 1

||z2| − c2|
=

1

|x2 + y2 − c2|
=

1

x2 + (c2 − y2)
Ejercicio 3.1.7. —

(1) Probar que f(z) = 1/ cosh(πz) pertenece a Fa para todo 0 < a < 1/2.
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(2) Probar que si f ∈ Fa entonces para todo n ∈ N≥1 se tiene que f (n) ∈ Fb

para todo 0 < b < a.
Indicación: Considerar las fórmulas y desigualdades de Cauchy

Teorema 3.1.8. — Sea f ∈ Fa para cierto a > 0. Entonces, existe B > 0

tal que
|f̂(w)| ≤ Be−2πb|w|

para todo w ∈ R y todo 0 ≤ b < a.

Demostración. — Dado que f̂(w) def
=
∫
R f(x)e

−2πixwdx, el caso b = 0 (i.e., f̂ es
acotada) se deduce del lema anterior (toda sucesión de Cauchy es acotada!).
Luego, podemos asumir que 0 < b < a. Supongamos que w > 0 y sea
g(z) := f(z)e−2πizw:

Consideremos el compacto

y notar que

|I4| ≤
∫ b

0
|f(−R− it)e−2πi(−R−it)w|dt ≤

∫ b

0

A

R2
e−πtwdt

≤
∫ b

0

A

R2
e0dt =

bA

R2

R→+∞−→ 0

y de manera similar |I2|
R→+∞−→ 0. Luego, cuando R → +∞, el Teorema de

Cauchy se traduce en

f̂(w) =

∫
R
f(x− ib)e−2πi(x−ib)wdx

=⇒ |f̂(w)| ≤
∫
R

A

1 + x2
e−2πbwdx ≤ Be−2πbw

para cierto B ∈ R>0. El caso w < 0 se prueba de manera similar cambiando
KR por el rectángulo de vértices −R,R,−R+ ib, R+ ib.

Observación 3.1.9. — El teorema anterior nos dice que si f ∈ F , entones
f̂ decrece rápidamente cuando |w| → +∞. Además, mientras más podemos
extender f (i.e., mientras mayor sea a > 0) entones tenemos un mejor decrec-
imiento de f̂ (i.e., mayor será b).
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3.2. Transformada inversa de Fourier y Fórmula de Poisson

En esta sección veremos cómo recuperar una función de clase F a partir de
su transformada de Fourier.

Lema 3.2.1. — Sea A ∈ R>0 y B ∈ R, entonces∫ +∞

0
e−(A+iB)wdw =

1

A+ iB

Demostración. — Como A > 0 y B ∈ R, |e−(A+iB)w| = e−Aw y luego∫ +∞
0 e−(A+iB)wdw converge. Por definición∫ +∞

0
e−(A+iB)wdw = lim

R→+∞

∫ R

0
e−(A+iB)wdw

= lim
R→+∞

[
−e

−(A+iB)w

A+ iB

]R
0

=
1

A+ iB

Teorema 3.2.2. — (Teorema de inversión de Fourier). Sea f ∈ F , entonces:

f(x) =

∫ +∞

−∞
f̂(w)e2πixwdw

para todo x ∈ R.

Demostración. — Escribamos∫
R
f̂(w)e2πixwdw =

∫ 0

−∞
f̂(w)e2πixwdw +

∫ +∞

0
f̂(w)e2πixwdw

Supongamos que w > 0 (2da integral): Si f ∈ Fa, fijamos b tal que 0 < b < a

y recordemos que (c.f. §2.5)

f̂(w) =

∫
R
f(u− ib)e−2πi(u−ib)wdu
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Luego:∫ +∞

0
f̂(w)e2πixwdw

def
=

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
f(u− ib)e−2πi(u−ib)we2πixwdudw

=

∫ +∞

−∞
f(u− ib)

∫ +∞

0
e−2πi(u−ib−x)wdwdu

=

∫ +∞

−∞
f(u− ib) 1

2πb+ 2πi(u− x)
du

=
1

2πi

∫ +∞

−∞

f(u− ib)
u− ib− x

du

i.e., ∫ +∞

0
f̂(w)e2πixwdw

def
= lim

R→+∞

1

2πi

∫
γR

f(z)

z − x
dz

donde γR es la curva γR(t) = t− ib con t ∈ [−R,R].

De manera completamente análoga:∫ 0

−∞
f̂(w)e2πixwdw = lim

R→+∞

1

2πi

∫
γ̃−R

f(z)

z − x
dz

donde γ̃R es la curva γ̃R(t) = t + ib con t ∈ [−R,R]. Aśı, si consideramos el
compacto:

y la función f ∈ O(KR), tenemos que la fórmula de Cauchy implica que

f(x) =
1

2πi

∫
∂KR

f(z)

z − x
dz

Por otra parte, el hecho que f ∈ Fa implica que∫
γi

f(z)

z − x
dz −→ 0

cuando R→ +∞ para i = 1, 2. Finalmente, deducimos que

f(x) =
1

2πi

∫
∂KR

f(z)

z − x
dz

R→+∞−→
∫ +∞

0
f̂(w)e2πixwdw +

∫ 0

−∞
f̂(w)e2πiwxdw

Ejemplo 3.2.3. — Funciones caracteŕısticas:
(1) Distribución normal. Sea f(x) = e−πx

2 y veamos que

f̂(w) = e−πw
2
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Notar que

f̂(w) =

∫
R
e−πx

2
e−2πixwdx =⇒ f̂(0) =

∫
R
e−πx

2
dx = 1

Aśı, podemos asumir w ̸= 0. Si w > 0 consideremos el compacto

y sea f(z) = e−πz
2 , Ij :=

∫
γj
f(z)dz. El Teorema de Cauchy implica

que
∫
∂KR

f(z)dz = 0. Por otro lado:

a) I1 =
∫ R

−R
f(t)dt

R→+∞−→
∫
R
e−πt

2
dt = 1.

b)

I3 =

∫ −R

R
f(t+ iw)dt = −

∫ R

−R
e−π(t+iw)

2
dt = −eπw2

∫ R

−R
e−πte−2πitwdw

y luego I3
R→+∞−→ −eπw2

f̂(w).
c)

I2 =

∫ w

0
f(R+ it)idt =

∫ w

0
e−π(R

2+2iRt−t2)idt

Luego |I2| ≤ Cwe−πR
2 R→+∞−→ 0 y similarmente |I4|

R→+∞−→ 0.
Finalmente, 0 = I1+I2+I3+I4

R→+∞−→ 1−eπw2
f̂(w), i.e., f̂(w) = e−πw

2 .
El caso w < 0 es completamente análogo.

Ejercicio 3.2.4. — Sea f(x) =
1

σ
√
2π
e−

1
2(

x−µ
σ )

2

donde µ ∈ R y

σ ∈ R>0. Calcular f̂(w).

(2) Distribución de Cauchy. Sea f(x) =
1

1 + x2
. Vimos en §2.5 que

f̂(−w) def
=

∫
R

e2πiwx

1 + x2
dx = πe−2πw

para w > 0. De manera similar (e.g. usando el Teorema de residuos) se
calcula que f̂(w) = πe−2πw para w > 0, i.e.,

f̂(w) = πe−2π|w| ∀w ∈ R

Ejercicio 3.2.5. — Sea

f(x) =
1

πγ

(
1 +

(
x− x0
γ

)2
)
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donde x0 ∈ R y γ ∈ R>0. Calcular f̂(w).

(3) Distribución de Laplace (o doble exponencial). Sea f(x) = e−2π|x|. El
ejemplo (2), junto con el Teorema de inversión de Fourier, implica que:
1

1 + x2
=

∫
R
πe−2π|w|e2πixwdw

x 7→w⇐⇒
w 7→−t

1

1 + w2
=

∫
R
πe−2π|t|e−2πitwdt

y luego f̂(w) =
1

π
· 1

1 + w2
para todo w ∈ R.

Teorema 3.2.6. — (Fórmula de Poisson). Sea f ∈ F , entonces∑
n∈Z

f(n) =
∑
n∈Z

f̂(n)

Demostración. — Supongamos que f ∈ Fa y sea b tal que 0 < b < a. Notemos
que la función

g(z) =
1

e2πiz − 1
posee polos simples en cada z = n ∈ Z y además Res(g, n) = 1/(2πi) para
todo n ∈ Z. Luego f(z)/(e2πiz − 1) posee polos simples en cada z = n ∈ Z y
además

Res
(

f(z)

e2πiz − 1
, n

)
=
f(n)

2πi

para todo n ∈ Z. Sea N ∈ N≥1 y consideremos el compacto KN dado por

Sea Ij :=
∫
γj

f(z)
e2πiz−1

. Luego, el Teorema de Residuos implica que∫
∂KN

f(z)

e2πiz − 1
dz = 2πi

∑
a∈KN

Res
(

f(z)

e2πiz − 1
, a

)
=

N∑
n=−N

f(n)

Dado que f ∈ F ,

lim
N→+∞

N∑
−N

f(n)
def
=
∑
n∈Z

f(n)

converge y además |I2|, |I4| → 0 cuando N → +∞. Luego, basta analizar
limN→+∞ I1 y limN→+∞ I3. Notar por un lado que si z(t) = t − ib pertenece
a γ1, entonces se tiene |e2πiz(t)| = e2πb > 1 pues b > 0. Aśı, dado que

1

w − 1
)
∑
n≥0

w−(n+1)
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si |w| > 1, tenemos que

1

e2πiz − 1
= e−πiz

+∞∑
n=0

e−2πinz ∀z ∈ γ1

De manera similar, dado que |e2πiz| < 1 si z ∈ γ3, tenemos que

1

e2πiz − 1
= −

+∞∑
n=0

e2πinz ∀z ∈ γ3

∑
n∈Z

f(n) = lim
N→+∞

∫
γ1

f(z)

e−2πiz
∑
n≥0

e−2πinz

 dz +

∫
γ−3

f(z)

∑
n≥0

e2πinz

 dz


=

+∞∑
n=0

lim
N→+∞

∫
γ1

f(z)e−2πi(n+1)zdz +

+∞∑
n=0

lim
N→+∞

∫
γ−3

f(z)e2πinzdz

Usando que f̂(w) =
∫
R f(x − ib)e−2πi(x−ib)wdx, y similar para la traslación

x 7→ x+ ib, obtenemos∑
n∈Z

f(n) =
+∞∑
n=0

∫
R
f(x)e−2πi(n+1)xdx+

+∞∑
n=0

∫
R
f(x)e2πinxdx

def
=

+∞∑
n=0

f̂(n+ 1) +
+∞∑
n=0

f̂(−n) =
∑
n∈Z

f̂(n)

Ejercicio 3.2.7. — Para todo t ∈ R>0, se define la función theta

θ(t) :=
∑
n∈Z

e−πn
2t

Probar, usando adecuadamente la fórmula de Poisson, que

θ(t) = e−1/2θ(1/t) t ∈ R>0

Ejercicio 3.2.8. — Probar que para todo a ∈ R>0 se tiene que
1

π

∑
n∈Z

a

a2 + n2
=
∑
n∈Z

e−2πa|n| = coth(πa)

Cultura general 3.2.9. — La función zeta de Riemann

ζ(z) :=
∑
n≥1

1

nz
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es holomorfa para todo z ∈ C tal que Re(z) > 1 (gracias al M -test de Weier-
strass). Más aún, se puede probar que para Re(z) > 1 se tiene que

π−z/2Γ(z/2)ζ(z) =
1

2

∫ +∞

0
u(z/2)−1(θ(u)− 1)du

¡Atención! La ecuación funcional de la función theta θ(t) = t−1/2θ(1/t) permite
extender anaĺıticamente la función zeta de Riemann a C\{1}.

3.3. Teorema de Phragmén-Lindelöf y Teorema de Paley-Wiener

En la sección anterior, probamos que si f ∈ F entonces

f(x) =

∫
R
f̂(w)e2πixwdw

donde
f̂(w) =

∫
R
f(x)e−2πixwdx

Sin embargo, es posible probar que el Teorema de inversión de Fourier sigue
valiendo si f y f̂ son funciones de decrecimiento moderado:

|f(x)| ≤ A

1 + x2
∀x ∈ R |f̂(w)| ≤ A′

1 + w2
∀w ∈ R

Es natural entonces preguntarse por condiciones que nos aseguren que podemos
usar técnicas de análisis complejo (y no solo análisis real).

Teorema 3.3.1. — Sea f : R → R función de decrecimiento moderado, y
supongamos que existen constantes a,A ∈ R>0 tales que

|f̂(w)| ≤ Ae−2πa|w| ∀w ∈ R

Entonces, f es la restricción a R de una función f(z), con f ∈ O(Sb) para
todo b tal que 0 < b < a. Aqúı

Sb
def
= {z ∈ C tal que |Im(z)| < b}

Demostración. — Para n ∈ N≥1, se define fn(z) =
∫ n
−n f̂(w)e

2πiwzdw.
Dado que F (z, w) = f̂(w)e2πiwz es continua y F (z, w0) ∈ O(C) para todo
w0 ∈ [−n, n] fijo, tenemos que fn ∈ O(C) es entera para todo n ≥ 1.

Por otro lado, notamos que nuestra hipótesis sobre f̂ implica∣∣∣∣∫
R
f̂(w)e2πiwzdw

∣∣∣∣ ≤ A∫
R
e−2π(a−b)|w|dw < +∞
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para todo b < a. De manera similar, tenemos que para todo z ∈ Sb se cumple∣∣∣∣∫
R
f̂(w)e2πiwzdw

∣∣∣∣ ≤ A∫
R
e−2π(a−b)|w|dw

n→+∞−→ 0

y por ende f(z) :=
∫
R f̂(w)e

2πiwzdw es ĺımite uniforme de funciones holomorfas
en Sb, de donde se deduce que f ∈ O(Sb).

Corolario 3.3.2. — Sea f : R → R función de decrecimiento moderado, y
supongamos que existen a,A ∈ R>0 tales que |f̂(w)| ≤ Ae−2πa|w| para todo
w ∈ R. Si f(x) = 0 para todo x ∈]c, d[ intervalo abierto, entonecs f ≡ 0.

Demostración. — f ∈ O(Sb) tendŕıa ceros no-aislados, entonces f ≡ 0 en Sb.

Ejercicio 3.3.3. — Sea f : R → R función continua de soporte compacto
(i.e., existe R ∈ R>0 tal que f(x) = 0 si |x| > R). Probar que si f̂ también es
una función de soporte compacto, entonces f ≡ 0 en R.

El Teorema de Palet-Wiener da una descripción precisa del comportamiento
de funciones cuya transformada de Fourier es de soporte compacto. Para ello,
será necesario el siguiente refinamiento del principio del máximo a abiertos
no-acotados.

3.4. Espacio de Schwartz y Aplicaciones a EDP

En esta sección estudiaremos el espacio de Schwartz de funciones de crec-
imiento rápido que, a pesar de ser un poco más restrictivo que el espacio de
funciones de crecimiento moderado M(R), tiene la ventaja de ser un espacio
conveniente para realizar cálculos.

Definición 3.4.1. — Sea f : R → R (o C) función de clase C∞. Decimos
que f tiene decrecimiento rápido si

sup
x∈R
|x|k|f (ℓ)(x)| < +∞ ∀k, ℓ ≥ 0

Denotamos por S(R) el R-espacio vectorial de funciones de decrecimiento
rápido llamado el espacio de Schwartz de R.

Ejemplo 3.4.2. —
(1) Si f ∈ S(R), entonces f ′ ∈ S(R). En particular, S(R) es cerrado bajo

diferenciación (i.e., d/dx : S(R)→ S(R) es un endomorfismo).
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(2) Si f ∈ S(R), entones xf(x) ∈ S(R). En particular, S(R) es cerrado
bajo multiplicación por polinomios (i.e., S(R) es un R[x]-módulo).

(3) Para todo a > 0, la gaussiana f(x) = e−ax
2 pertenece a S(R).

(4) Si f(x) = e−|x|, entonces f ∈M(R) pero f /∈ S(R) (pues f /∈ C 1(R)).

Ejercicio 3.4.3. — Sea a, b ∈ R con a < b. Probar que la función bump
(o función test) definida por

f(x) =


0 si x ≤ a o x ≥ b

e−1/(x−a)e−1/(x−b) si a < x < b

pertenece a S(R).

Observación 3.4.4. — Si f ∈ S(R) ⊆M(R), entonces

f̂(w) =

∫
R
f(x)e−2πixwdx

está bien definida.

¡Atención! En ocasiones, escribimos F [f ] := f̂ para denotar la transformada
de Fourier de f : R → R. De manera similar, escribimos F−1[f̂ ] = f siempre
que el Teorema de Inversión de Fourier sea válido (e.g., si f, f̂ ∈M(R)).

Proposición 3.4.5. — Sea f ∈ S(R), entonces
(1) F [f ′(x)](w) = 2πiwf̂(w).
(2) F [−2πixf(x)](w) = f̂ ′(w).

Demostración. — Para (1), integramos por partes∫ N

−N
f ′(x)e−2πixwdx = [f(x)e−2πixw]N−N + 2πiw

∫ N

−N
f(x)e−2πixwdx

Dado qeu f ∈ S(R) ⊆M(R), obtenemos la fórmula deseada cuando N → +∞:∫
R
f ′(x)e−2πixwdx = 2πixf̂(x)

Para (2), probaremos simultáneamente que f̂ es diferenciable y calcularemos
f̂ . Sea ϵ > 0 y h ∈ R, y definamos g(x) := −2πixf(x). Entonces

f̂(w + h)− f̂(w)
h

− ĝ(w) def
=

∫
R
f(x)e−2πixw

(
e−2πixh − 1

h
+ 2πix

)
dx
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Como f(x) y xf(x) pertenecen a S(R), existe N ∈ N≥1 tal que∫
|x|≥N

|f(x)|dx ≤ ϵ y
∫
|x|≥N

|x| · |f(x)|dx ≤ ϵ

Además, dado que (e−2πixh)′(0) = −2πix, para |x| ≤ N (compacto), existe
δ > 0 tal que si |h| < δ entonces∣∣∣∣e−2πixh − 1

h
+ 2πix

∣∣∣∣ ≤ ϵ

N

Luego, para |h| < δ tenemos que∣∣∣∣∣ f̂(w + h)− f̂(w)
h

− ĝ(w)

∣∣∣∣∣ ≤
∫ N

−N
|f(x)| ·

∣∣∣∣e−2πixh − 1

h
+ 2πix

∣∣∣∣ dx+ Cϵ

Aśı, f̂ ∈ C 1(R) y f̂ ′(w) = ĝ(w), con g(x) = −2πixf(x).

Como consecuencia de lo anterior obtenemos que la transformada de Fourier
define un automorfismo del espacio de Schwartz.

Teorema 3.4.6. — Sea f ∈ S(R), entonces f̂ ∈ S(R).

Demostración. — Notar que si g ∈ S(R) entonces ĝ es acotada (c.f., Lema en
§3.1), i.e., supw∈R |ĝ(w)| < +∞. Luego, si consideramos

g(x) :=
1

(2πi)k
dk

dxk

(
(−2πix)ℓf(x)

)
∈ S(R)

Luego ĝ(w) = wkf̂ ℓ(x) es acotada. Aśı, f̂ ∈ S(R).

Terminoloǵia(Kernel Gaussiano). Recordemos que
∫
R e

−πx2dx = 1, y que
f(x) = e−πx

2 es si propia transformada de Fourier, i.e., f̂(w) = e−πw
2 . Más

generalmente, para todo δ > 0 definimos el kernel Gaussiano

Kδ(x) :=
1√
δ
e−πx

2/δ, con K̂δ(w) = e−πδw
2

Notar que si δ → 0+ entonces Kδ se concentra en el origen y K̂δ tiende a
aplanarse, i.e., Kδ, K̃δ no pueden concentrarse simultáneamente en el origen:
la demostración matemática del Principio de Incertidumbre de Heisenberg se
basa en esta idea!

Tal como veremos al analizar ciertas Ecuaciones en Derivadas Parciales, los
kernel son útiles para modificar funciones mediante convolución.
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Definición 3.4.7. — Sean f, g ∈ S(R). Definimos su convolución mediante

(f ∗ g)(x) =
∫
R
f(x− t)g(t)dt

En particular, f ∗g = g∗f y está bien definida (pues para x ∈ R fijo, la función
f(x− t)g(t) tiene decrecimiento rápido en t).

Proposición 3.4.8. — Sean f, g ∈ S(R). Entonces:
(1) Se cumple la fórmula multiplicativa∫

R
f(x)ĝ(x)dx =

∫
R
f̂(y)g(y)dy

(2) f ∗ g ∈ S(R).
(3) F [f ∗ g](w) = f̂ ĝ(w).

Demostración. — La idea de la demostración (admitiendo algunos resultados
de Teoŕıa de la Medida):

(1) La función F (x, y) := f(x)g(y)e−2πixy es de decrecimiento moderado
al fijar la variable x o y, F1(x) :=

∫
R F (x, y)dy es de decrecimiento

moderado y F2(y) =
∫
R F (x, y)dx también. Aśı, el Teorema de Fubini

implica que ∫
R
F1(u)du =

∫
R
F2(y)dy

i.e., (1). Para (2), dado que g ∈ S(R), se tiene que para todo ℓ ≥ 0 se
cumple (para y ∈ R fijo)

sup
x∈R
|x|ℓ|g(x− y)| ≤ Aℓ(1 + |y|)2 (ejercicio)

Luego,

sup
x∈R
|xℓ(f ∗ g)(x)| ≤ Aℓ

∫
R
|f(y)|(1 + |y|)ℓdy < +∞ ∀ℓ ≥ 0

De manera similar, el hecho de que g ∈ S(R) permite bajo el signo
integral y probar que (f ∗ g)(k)(x) = (f ∗ g(k))(x) para todo k ≥ 1 y
luego, como g(k) ∈ S(R), el cálculo anterior implica que f ∗ g ∈ S(R).

Finalmente, (3) se deduce como en (1) al considerar

F (x, y) := f(y)g(x− y)e−2πixw
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Teorema 3.4.9. — Sea δ > 0. El kernel Gaussiano

Kδ(x) =
1√
δ
e−πx

2/δ

verifica que
(1) Kδ(x) ≥ 0 para todo x ∈ R y

∫
RKδ(x)dx = 1.

(2) Para todo η > 0,
∫
|x|>η |Kδ(x)|dx

δ→0−→ 0.

(3) Para todo f ∈ S(R), (f ∗Kδ)(x)
δ→0−→ f(x) uniformemente en x.

Demostración. — El hecho que
∫
R e

−πx2dx = 1 implica (1). Para (2), notemos
que ∫

|x|>η
|Kδ(x)|dx

x=y
√
δ

=

∫
|y|>η/

√
δ
e−πy

2
dy

δ→0−→ 0

Para (3), notemos que si f ∈ S(R) entonces f es uniformemente continua en
R. Para todo ϵ > 0, existe R > 0 tal que |f(x)| < ϵ si |x| ≥ R. Además, f
es uniformemente continua en el compacto [−2R, 2R] y luego existe η > 0 tal
que si |x|, |y| ≤ 2R y |x− y| < η implica |f(x)− f(y)| < ϵ.

Por otro lado, si |x| ≤ 2R y |y| > 2R entonces si |x− y| < η:

|x| ≥ |y| − |x− y| ≥ 2R− η ≥ R =⇒ |f(x)− f(y)| < 2ϵ

Similar: |x| > 2R y |y| > 2R: |x−y| < η, luego |f(x)−f(y)| < 2ϵ. Finalmente,
se tiene que:

(f ∗Kδ)(x)
(1)
=

∫
R
Kδ(t)(f(x− t)− f(x))dt

y aśı, dado que Kδ ≥ 0, tenemos

|f ∗Kδ(x)− f(x)| ≤
∫
|t|>η

Kδ(t)|f(x− t)− f(x)|dt︸ ︷︷ ︸
=I1

+

∫
|t|≤η
|f(x− t)− f(x)|dt︸ ︷︷ ︸

=I2

Aqúı, I1
δ→0−→ 0 por (2) y dado que f es acotada, y I2

δ→0−→ 0 pues f es uniforme-
mente continua y

∫
RKδ(t)dt = 1.

Las ideas utilizadas en el resultado anterior permiten resolver EDP al
escoger buenos kernel.
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Supongamos que queremos resolver la Ecuación de Calor 1-dimensional, i.e.,
encontrar u(x, t) tal que

(E)


∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
para todo x ∈ R y t > 0

u(x, 0) = f(x) para todo x ∈ R( temperatura inicial)

Al tomar transformada de Fourier, respecto a la variable x, a la ecuación (E):

=⇒ ∂û

∂t
(w, t) = (2πiw)2û(w, t) = −4π2w2û(w, t)

Para w fijo, obtenemos una EDO en la variable t de solución

û(w, t) = A(w)e−4π2w2t

donde
(1) û(w, 0) = f̂(w) y luego A(w) = f̂(w).
(2) La función e−4π2w2t es la transformada de Fourier del kernel de Calor

Ht(x) := Kδ(x) con δ = 4πt, i.e.,

Ht(x) =
1√
4πt

e−x
2/4t2 y Ĥt(w) = e−4π2w2t

Teorema 3.4.10. — Dado f ∈ S(R), definimos u(x, t) := (f ∗ Ht)(x) para
todo t > 0. Entonces

(1) La función u es de clase C∞ para x ∈ R y t > 0, y además u verifica la
Ecuación de Calor

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2

(2) u(x, t) t→0−→ f(x) uniformemente en x ∈ R.

Demostración. — Como u def
= f ∗Ht, tenemos que û = f̂ · Ĥt = f̂(w)e−4π2w2t y

luego u(x, t) =
∫
R f̂(w)e

−4π2w2te2πiwxdw. Aśı, (1) se obtiene derivando dicha
integral, mientras que (2) es consecuencia directa del Teorema anterior dado
que δ = 4πt→ 0 cuando t→ 0.
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Ejercicio 3.4.11. — Considere la región Ω := {(x, y) ∈ R2, x ∈ R, y > 0} y
considere la Ecuación de Laplace

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 en Ω

u(x, 0) = f(x) para todo x ∈ R

(1) Deducir que û(w, y) = f̂(w)e−2π|w|y si f ∈ S(R).
(2) Probar que u(x, y) = (f ∗ Py)(x) soluciona la EDP anterior, donde

Py(x) :=
1

π
· y

x2 + y2

es el kernel de Poisson.
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