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Sea A un anillo conmutativo. Si ¢ : A — B es un morfismo de anillos y I C A es un ideal, denotaremos por I - B o
por ¢(I) - B al ideal generado por ¢(I).

Problema 1 (30 puntos)

El objetivo de este problema es estudiar unidades en un anillo y su relaciéon con el ideal radical de Jacobson.
Recordemos que una unidad en A es un elemento a € A tal que existe b € A de tal suerte que ab = 1. El conjunto de
unidades de A forma un grupo multiplicativo y es denotado A*. Definimos el (ideal) radical de Jacobson del anillo
A, rad(A), como la interseccion de todos los ideales maximales de A.

1. Sea a € A. Probar que a € rad(A) si y solo si 1 — ab es una unidad para todo b € A.

2. Recordemos que a € A es nilpotente si existe n € NZ1 tal que a™ = 0, es decir, a € nil(A). Sea a € A nilpotente.
Demostrar que 1 + a es una unidad en A y deducir que la suma de un elemento nilpotente y de una unidad
es también una unidad.

3. Sea A[z] el anillo de polinomios en una variable = con coeficientes en A y sea f = ag+a12+...+a,a™ € Afz].
Probar que f es nilpotente en A[z] siy sblo si ag, ..., a, son nilpotentes en A.

4. Sea a € A nilpotente y p C A un ideal primo. Probar que a € p.
5. Demostrar que nil(A[z]) = rad(A[z]).

Problema 2 (40 puntos)

El objetivo de este problema es estudiar algunas propiedades geométricas del espectro de un anillo al dotarlo de su
topologiaﬂ de Zariski. Se define el espectro del anillo A por

Spec(A) = {p C A, p ideal primo}.

Por motivos sicolégicos, es conveniente denotar a un ideal primo de A por la letra z cuando se le piensa como un
punto de X = Spec(A), al cual denotaremos como p, cuando se le piensa como un ideal de A. Dado un subconjunto
S C A, definimos

V(S) = {p € Spec(A) | § C p}.

1. Demostrar que si I = (S) es el ideal generado por un subconjunto S C A, entonces V(S) = V(I) = V().

2. Verificar que los conjuntos V(S) verifican los axiomas de los conjuntos cerrados en un espacio topolégico.
Dicha topologia en X = Spec(A) ser4 llamada topologia de Zariski.
Indicacion : Para probar que la union de dos cerrados es un conjunto cerrado, verificar que para dos ideales
1,J C A se tiene que V(I) UV (J) =V (IJ).

3. Describir (e.g. dibujar) Spec(Z), Spec(R), Spec(C) y Spec(C[z]).

4. Recordemos que un espacio topologico X es quasi-compacto si todo cubrimiento abierto de X admite un sub-
recubrimiento finito. Demostrar que Spec(A) con la topologia de Zariski es quasi-compacto.
Indicacion : Dado f € A, denotamos por Uy el complemento de V(f) en Spec(A). Notar que basta considerar
cubrimientos abiertos de la forma {Uy, }ier y probar que si Spec(A) = U;erUy, entonces ({fi}icr) = A y
por ende podemos escribir 1 = ., gifi para cierto conjunto finito J C I y ciertos g; € A. Concluir que
Spec(A) = U;e Uy,

5. Sea = € Spec(A). Probar que el conjunto {x} (singleton) es cerrado para la topologfa de Zariski si y solo si el
ideal p, es maximal. Dar un ejemplo de un punto cerrado y de un punto no-cerrado en Spec(Z).

Problema 3 (30 puntos)

El objetivo de este problema es estudiar la localizacion de un anillo respecto a un subconjunto multiplicativo. Re-
cordemos que un subconjunto S C A es multiplicativo si 1 € S y si a,b € S implica que ab € S. Sea S C A un
subconjunto multiplicativo y definamos en el conjunto A x S la relacion de equivalencia siguiente :

(a,8) ~ (d',s") & 3t e, tlas’ —a's) = 0.

Denotaremos por S™'A := (A x S)/ ~ al conjunto cociente, y por ¢ la clase de equivalencia de (a, s). Decimos que
S71A es la localizacion de A respecto a S.

1. Sea X un conjunto y sea 7 = {U;};c; una familia de subconjuntos de X. Decimos que T es una topologiasi ) € Ty X € 7, si
toda unién arbitraria U;c ;U; € 7 para todo J C I, y si la interseccién U; N Uz € 7 para cualquier par Uy, Uz € 7. Los elementos de 7
son llamados abiertos y sus complementos cerrados.
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1. Probar que si A es un dominio entonces S = A\ {0} es multipliticativo y S~1A = K 4 es el cuerpo de fracciones
de A. Probar que si f € A no es nilpotente, entonces S = {f"},en es multiplicativo. En este tltimo caso,

denotamos ST A por Ay.

2. Demostrar que la suma ¢ + & := @+bs v myltiplicacion <. % = ab

y = = 22 estan bien definidas en S~1A. Luego,
S~1A es un anillo conmutativo (no es necesario probarlo). Probar que la aplicacién ¢ : A — S~1A dada por
a+— § es un morfismo de anillos y determinar ker(¢).

3. Probar que la aplicacion Spec(S™1A4) — {q € Spec(4) | gN S = 0} definida por p + ¢~*(p) C A es una
biyeccion, cuya inversa esta dada por q — S~1q:= (S x q)/ ~= q- S !A, el ideal generado por «(q). Deducir
que si f € A no es nilpotente, entonces hay una biyeccién entre Spec(Ay) y el abierto Uy de Spec(A) definido
como el complemento de V (f).

4. Demostrar que los elementos del conjunto ¢(S) son unidades en el anillo S~ A. En otras palabras, los elementos
de S pasan a ser invertibles al localizar.

5. Demostrar la propiedad universal de la localizacion : Para todo morfismo de anillos ¢ : A — B tal que
©(S) C B*, existe un tinico morfismo ¢ : S™'A — B tal que

A 4 B
S-14

es un diagrama conmutativo (es decir, p = ¢ o).
Indicacion : Probar que necesariamente p(2) = p(a)p(s)™! (unicidad) y que dicha expresion estd bien definida
(existencia).

Problema opcional (30 puntos)

El objetivo de este problema es definir y estudiar algunas propiedades del anillo de enteros p—ddicos Z,. Para ello
comenzamos definiendo la nocion de limite proyectivo asociado a un sistema proyectivo :

Sea (I, <) un conjunto de indices ordenados. Un sistema proyectivo de conjuntos indexados por I es una familia
{A;}icr de conjuntos dotados de funciones f;; : A, — A; para cada par de indices ¢ > j y de tal suerte que
fiko fij = fie y fis = ida,. Definimos el limite proyectivo del sistema proyectivo como el subconjunto siguiente
del producto [[,.; A :

m A; = {(171)161 € HAi Vi> g, xj = fzj(xz)} .

el i€l

S

Si suponemos que los A; son anillos (resp. grupos), entonces el producto []..; A; es naturalmente un anillo (resp.

grupo) y @ie s A; es un subanillo (resp. subgrupo).

icl

Sea p un ntmero primo y consideremos {Z/p"Z},cn el sistema proyectivo de anillos indexado por I = N, donde
fram : Z/p"Z — Z/p™Z es la proyeccion canodnica si n > m. El limite proyectivo
Z, = @ Z/p"Z
neN

es llamado el anillo de enteros p-adicos. Denotaremos por ¢ : Z — Z,, el morfismo de anillos dado por la férmula
t(a) = (@ mod p™)pen, por m, : Z, — Z/p"Z la proyeccion sobre el factor Z/p™Z y definiremos la valuacion p-adica
mediante v(a) := max{n € N| m,(a) =0} donde a € Z, \ {0}.

1. Demostrar que ker(m,) = {a € Z,, | v(a) > n} = 1(p)"Z,.

2. Probar que ¢ : Z — Z, es inyectivo y que induce isomorfismos Z/p"Z — Z,/.(p)"Z, para todo n € N.

3. Probar que Z, es un dominio y que Z,; = {a € Z,, | v(a) = 0}.

4. Demostrar que los ideales de Z,, son todos de la forma ¢(p)"Z, para cierto n € N. En particular, todo ideal de

Z,, puede ser generado por un elemento y Z, posee un tnico ideal maximal.
Comentario anexo : Se puede demostrar que Z, es un anillo compacto y totalmente discontinuo (de hecho, son
homeomorfos al conjunto de Cantor), donde la topologia esta generada por abiertos de la forma
a+p"Z,={z€Z,|v(z—a)>n},

donde a € Z, y n € N, que es ademés la topologia asociada a la distancia p-adica |a — b| := p~v(@=)  Mas atn, Ly,
es la completacion (en sentido de espacios métricos) de Z respecto a la distancia p-adica, es decir, Z es denso en Z,,
y los limites de sucesiones de Cauchy en Z convergen en Z,.

De manera mas general, si A es un anillo y I C A es un ideal, el limite proyectivo A ;= h£1neN A/I™ se llama la
completacion [-adica de A, siendo muy utilizada en teoria de ntimeros y geometria algebraica.



Addendum : Intuicién detras de los limites proyectivos

El objetivo de esta secciéon es motivar y dar un poco de intuicién sobre limites proyectivos y enteros p-adicos.

Desde un punto de vista topologico, los limites proyectivos son una generalizacion de las intersecciones. A modo de
ejemplo, considerar la familia {X,, },en junto con las funciones fy., : X;, = X, dadas por inclusiones

Xo2X12X2D...

En este caso, se verifica que por definicion @n Xn = Npen Xn- La idea clave en el ejemplo es que un punto en la

eN
interseccion nos da un punto en x, en cada X,, de tal suerte que x,,11 va a parar a z, (que es el mismo punto). De

manera mas general, si tenemos funciones f,,, : X,, — X,, que no son necesariamente inclusiones
Xo+— X1 X+ ...

Entonces un punto en lim X,, es una colecciéon de puntos (z,, )nen, uno por cada X,,, de tal suerte que x,+1 va a
neN €Ny ; +

parar a z,,. Por ejemplo, si Xg es un conjunto con 1 elemento (e.g. Z/2°Z = {0}), X es un conjunto con 2 elementos
(e.g. Z/2Z), X5 es un conjunto con 4 elementos (e.g. Z/47), etc. y cada funcion X,,11 — X,, es 2 :1 (i.e., cada punto
tiene 2 preimagenes, entonces un punto en el limite proyectivo puede ser pensado como una eleccién de una de estas
dos preimagenes (e.g. 0 o 1) para cada n € N.

Un segundo ejemplo motivador, méas algebraico, es el siguiente :

Supongamos que queremos resolver la ecuacién 22 = —1 en Z, y olvidemos por un instante que sabemos que esto es
imposible. Notamos que si dicha solucion existe en Z entonces también existe en Z/p"Z para todo primo p y todo
n € N (ver que en tal caso 2> = —1 mod p"). Para fijar ideas, supongamos que p = 5 :

En Z/57Z la ecuacién x? = —1 tiene solucion (de hecho, dos x; = 2 y 22 = 3, que son la misma salvo por un
signo). Tomemos por ejemplo x = 2 mod 5. Asi, queremos hallar x € Z tal que 2> = —1 y 2 =2 mod 5. Un tal =
es de la forma x = 5y + 2 con y € Z. Al reemplazar en la ecuaciéon obtenemos

(5y +2)? = =1 < 25y% + 20y = —5 < 5y + 4y = —1.
Luego, 20y = —5 mod 5% y 4y = —1 mod 5. Asi, y =1 mod 5 y al substituir obtenemos

r=5y+2=5-142=7 mod 5°

Si continuamos de este modo y escribimos x = 25z + 7 con z € Z, al reemplazar en 2> = —1 obtenemos que z = 2
mod 5 y luego = 57 mod 53. Vale la pena destacar que 57 = 7 mod 52 y que 7 = 2 mod 5. Si continuamos con

este proceso, obtenemos un elemento x = (2,7,57,...) € Zs que resuelve la ecuacion x? = —1.



