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1. Sea R una relacién de equivalencia en un conjunto A, demuestre que:

a) Vae A, ac€lar

b) Sib € [a]r entonces a € [b]g y ademds [a|g = [b]r
¢) Ya,be A, [alg = [blg o bien [a]g N [b]r = 0.
)

2. a) Demuestre que la divisién euclidea implica que:

Z/nZ = {[O]nv [1]7“ AR [n - 1]n}

b) Demuestre que V a,b € Z se tiene que [a+b],, y [a-b], solo dependen de la clase y no del
representante elegido, i.e. si a = a/(mod n) y b = ¥’ (mod n) entonces [a+b], = [a' + V],
y[a-b,=1[d V],

3. Sea G un grupo tal que g? = e, Vg € G. Demuestre que G es abeliano.
4. Demuestre que los subgrupos de Z son de la forma nZ con n € Z.

5. Sea f : G — G’ un morfismo sobreyectivo. Demuestre que si G es abeliano, entonces G’ es
abeliano y que si G es ciclico entonces G’ es ciclico.

6. Sea G un grupo finito tal que existe p primo que divide a |G|, demuestre que existe un elemento
en GG de orden p. Para demostrar esto, se define a S como el conjunto:

S={(z1, - ,zp) |z € Gy x122---xp =€}

a) Muestre que S tiene |G[P~! elementos.
Defina la relacién ~ en § como a ~ b <= b es una permutacion ciclica de a.

b) Pruebe que la permutacién ciclica de un elemento de S sigue estando en S.
¢) Pruebe que ~ es una relacién de equivalencia en S.

d) Pruebe que una clase de equivalencia contiene un tnico elemento si y solamente si es de
la forma (z,--- ,x) con 2P =e.

e) Pruebe que cada clase de equivalencia tiene orden 1 o p. Deduzca que |G|P~! = k + pd,
donde k es el nimero de clases de tamano 1 y d es el ntimero de clases de tamano p.

f) Dado que {(e,---,e)} es una clase de equivalencia, por el enunciado (e) concluya que
debe haber un elemento x € G distinto de e tal que P = e.

7. Usando el Teorema de Lagrange en el grupo multiplicativo (Z/pZ)* demuestre que si p es un
nimero primo, entonces a? = a(mod p) para todo a € Z.



