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Problema 1 (30 puntos)

Sea GG un grupo arbitrario. Decimos que un subgrupo H de G verifica la propiedad & (dentro de G) si para todo
automorfismo ¢ : G = G se cumple que ¢(H) = H.

(a) Probar que si H satisface la propiedad &, entonces H < G es un sub-grupo normal de G.

Solucion: Sabemos que para todo g € G la conjugacion ¢, : G = G, x — gzg~' es un automorfismo

de G. En particular, si H satisface la propiedad & entonces ¢,(H) = H para todo g € G y por ende
@0q4(h) = ghg™' € H para todo g € G y todo h € H. Luego, H < G es un sub-grupo normal.
(b) Probar que el grupo de Klein Z/2Z x Z/2Z posee un sub-grupo normal que no verifica la propiedad £2.

Solucion: Dado que G = Z/27Z x Z /27Z es un grupo abeliano, tenemos que todo sub-grupo de G es normal.
Por otra parte, si consideramos H = (([1]2,[0]2)) X Z/2Z y ¢ : G = G, ([z]2,[y]2) — ([y]2, [2]2), tenemos
que o(H) € H y luego H no verifica la propiedad Z.

(¢) Sea H un sub-grupo de G que verifica la propiedad & dentro de G, y sea K un sub-grupo de H que verifica
la propiedad & dentro de H. Probar que K verifica la propiedad & dentro de G.

Solucién: Sea ¢ : G = G un automorfismo de G. Dado que H verifica la propiedad &2 dentro G, tenemos
que p(H) = H y luego la restriccion |y : H = H define un automorfismo de H (i.e., o|g € Aut(H)).
Dado que K verifica la propiedad & dentro de H, sabemos que ¢|g(K) = K y luego p(K) = K, probando
asi lo pedido.

Cultura general: Un sub-grupo H que verifica la propiedad & es llamado un sub-grupo caracteristico de G.

Problema 2 (30 puntos)

El objetivo de este problema es estudiar grupos abelianos finitamente generados.

(a) Clasificar todos los grupos abelianos de orden 500 mo6dulo isomorfismo.
Indicacion: Notar que sil < dy | da| -+ | ds entonces di divide al producto dy - - - d.
Solucién: El teorema de estructura de grupos abelianos finitamente generados implica que todo grupo
abeliano G con |G| = 500 puede escribirse de manera tnica como

GX=Z/AWZx - xZ/dZ,

para tinicos enteros positivos (factores invariantes) 1 < dy | da | -+ | ds tales que dy - --ds = 500 = 2253.
En particular, gracias a la indicacién tenemos que d; divide 2253 y por ende s < 3. Basta analizar todos los
casos posibles:

v s =1: Obtenemos G1 = Z/500Z.

v s =2y d? divide 500: Si d; = 2, obtenemos que Gy = Z/2Z x Z/250Z. Si d; = 5, obtenemos que
Gs =Z/5Z x Z/100Z. Si d; = 10, obtenemos que G4 = Z/10Z x Z/50Z.

v s =3y d3 divide 500: Necesariamente d; = 5. Repitiendo el mismo tipo de andlisis para grupos abelianos
de orden 100 (y restringiéndonos al caso de dos factores invariantes dy y ds, que sean divisibles por
d; = 5), o bien chequeando los posibles factores de 100 = 2252 divisibles por d; = 5, obtenemos
G5 = (Z/5Z)* x Z/20Z o bien G¢ = Z/5Z x (Z/10Z)*.

En conclusion, existen 6 grupos abelianos no-isomorfos de orden 500.

(b) En cada grupo obtenido en el item (a), determinar (mo6dulo isomorfismo) todos los 2-subgrupos de Sylow.

Indicacion: Puede utilizar el teorema chino del resto adecuadamente para simplificar cdlculos.



Soluciéon: Sabemos que si G un grupo abeliano finito, entonces el tinico 2-subgrupo de Sylow de G esta
dado por el subgrupo de 2-torsién dado por

2’”.
T (G) := { g € G tal que existe n € N=! con 27g oef Zg =0
j=1

En otras palabras, el subgrupo de elementos cuyo orden es una potencia de 2. Para calcular T5(G) en cada
caso del item (a), utilizamos el teorema chino del resto:

V Gy 2 Z/AZ x Z/25Z y luego To(G1) = Z/4Z.

vV Ga =2 (Z/)2Z)? x Z)125Z y luego T5(Gs) = (Z/2Z)>.

V' G332 Z/5Z x Z/AZ x Z/25Z y luego T>(G3) = Z/4Z.

V G4 = (Z)27)* x Z/5Z x Z)25Z y luego To(Gy) = (Z/27Z)*.
vV G5 = (Z/5Z)% x Z/AZ y luego Ty(G5) = Z/AZ.

vV Gg =2 (Z/5Z)3 x (Z/2Z)?* y luego T»(Ge) = (Z/2Z)>.

(¢) Sea G un subgrupo finito de GL,(Q), y consideremos el subgrupo de (Q",+) dado por
H:={Av, AcGyveZ"} CQ"

Probar que H es un grupo libre finitamente generado.
Indicacion: Primero pruebe que es finitamente generado, y luego que es libre.

Solucién: El grupo abeliano H esta generado por los elementos de la forma Ae;, donde (eq,...,e,) es la
base canénica de Z" y A es un elemento del grupo finito G. Luego, H es finitamente generado. El teorema
de estructura de grupos abelianos finitamente generados implica que

H>Z"xZ/dZx - xZ/d,Z,

para tnicos enteros 7 € N (rango) y 1 < dy | d2 | -+ | ds (factores invariantes). Sin embargo, como H es
subgrupo de (Q", +), no puede contener elementos no-nulos de orden finito. En otras palabras, s = 0 y luego
H = 7" es libre finitamente generado.

Problema 3 (40 puntos)

El objetivo de este problema es estudiar una representacion explicita del grupo simétrico Ss3, asi como también su
representacion dual.

(a) Sea G un grupo finito arbitrario y pyv : G — GL(V), g — p, una representacion. Recordemos que la
representacién dual de py esta dada por!

pv+: G — GL(V"), g = py-(g) == p, .
Sea W C V un sub-espacio G-invariante respecto a py. Probar que el sub-espacio?
We :={f e V* tal que {(w) = 0 para todo w € W}

es un sub-espacio G-invariante respecto a py«. Deducir que py irreducible si y sélo si py+ es irreducible.

Solucién: Sea W C V un sub-espacio G-invariante respecto a py, i.e., pg(w) € W para todo w € W y todo
g € G. Para probar que W° C V* es G-invariante respecto a py- consideremos £ € W° y g € GG arbitrarios

y calculamos
def t 1

def —
pv-g(0) = py (0) Z Lo p,t = Lo py,
por lo que (py« 4(€))(w) = £(ps—1(w)) = 0, puesto que p,-1(w)) € W y £ € W°. En otras palabras,
pv+q(l) € W paratodol € W°ytodog € G,ie, W° C V* es G-invariante respecto a py«. Reciprocamente,
por dualidad, tenemos que si W° C V* es G-invariante respecto a py« entonces (WW°)° = W es un sub-espacio
G-invariante respecto a py .

1Recordemos que si u : V — V es una aplicacion lineal, entonces la aplicaciéon transpuesta *u : V* — V* esta definida por
Yu(£) := £ owu para todo £ € V*, i.e., u(f)(v) = £(u(v)) para todo £ € V* y todo v € V. Ver también aqui.

2Puede usar directamente, sin demostracién, el hecho que dimg(W) + dimg(W°) = dimg(V) = dimc(V*) y que (W°)° = W si
identificamos V' y con su bidual V**. Ver aqui para mas detalles.
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Finalmente, py es irreducible si y solo si todo sub-espacio W C V' que es G-invariante cumple W = {0}
o bien W = V. Equivalentemente, W verifica dimg (W) = 0 o bien dimc(W) = dimc(V). Esto altimo
equivale a su vez a que dimg(W°) = dime(V*) o bien dime(W°) = 0, respectivamente. Asi, concluimos que
py irreducible si y s6lo si py« es irreducible.

En todo lo que sigue, consideremos G = S3. Sea
V= {(961,9627333) c C3 tal que 1 + xo + 13 = 0} ~ (2

con base e; = (1,—1,0) y ea = (0,1, —1), y sea py = p: S3 = GL(V) = GL3(C), 0 — p, la representacion
dada por py (21,22, 73) = (To(1), Te(2), To(3)). Demuestre que p es una representacion irreducible.

Indicacion: Para calcular (x,x), notar que el valor de x(o) sdlo depende de la clase de conjugacion de o.
Ademds, puede usar la representacion de permutacion pperm = Pirivial @ pv 0 bien usar la base (eq, e2).

Soluciéon: Sabemos que py es irreducible si y solo si (xv,xy) = 1. Ademéas, y = yy es una funcion
central, i.e., el valor x(o) solo depende de la clase de conjugacion de o € S3. Por otro lado, sabemos que hay
exactamente 3 clases de conjugacion en S3 (que corresponden a particiones del entero 3):

€= {Id}7 t= {(172)7 (173)7 (273)}’ yc= {(273a 1)7 (3, 1’2)}5

donde x(e) = dimc (V) = 2. Luego, basta calcular x(t) = x((1,2)) y x(¢) = x((2,3,1)) para determinar el
caracter x:

v' 0 = (1,2): Considerando la base (e, e2), notamos que p,(e1) = (—1,1,0) = e1 y py(e2) = (1,0,—1) =

e1 + es. Luego,
-1 1
w=(0 1)

y por ende x(t) = tr(R,) = 0. Alternativamente, considerando pperm = Pirivial P pv, tenemos que
Xperm = Xtrivial + Xv = 1 4+ x. Dado que Xperm(t) = 1, tenemos que x(t) = 0.
v’ 0 =(2,3,1): Considerando la base (e1, e2), notamos que p,(e1) = (0,1,—1) = €1 y po(e2) = (—1,0,1) =

—e1 — eo. Luego,
0 -1
=1 2)

y por ende x(c¢) = tr(R,) = —1. Alternativamente, considerando pperm = Ptrivial ® pv, tenemos que
Xperm = Xtrivial + Xv = 1+ X- Dado que Xperm(c) = 07 tenemos que X(C) =—1.

Finalmente, calculamos
(x,x) & |S|Z Z‘X 22+3 02+2-(-1)?) =1.
og€S3 0653
Asi, tenemos que py es irreducible.

Es py isomorfa a su representacion dual py -7

Solucién: Los célculos del item (b) implican que xv+ = Xv = xv pues xv (o) € R para todo o € S3. Por
otra parte, sabemos que xy+ = xy siy s6lo si py« = py.

Sea Vp :=V ® V, ;Cuantas veces aparece py en py,?. En otras palabras, si
VoW - & Wy

es la descomposicién en sub-representaciones irreducibles, jcuantos W; tales que W; = V' aparecen?.

Solucién: Sabemos que la representacion irreducible py aparece exactamente (xv;, xv ) veces en V. Ademas,

def 2
sabemos que xv, = xXvgv = Xi, por lo que calculamos

(xves xv) = ZXV va 23+3 0% +2-(-1)%) =1,
G'GS O‘GSg

y concluimos asi que existe exactamente un W; tal que W; = V.



Bonus (20 puntos)

El objetivo de este problema es dar una demostracion, usando acciones de grupos, del hecho que si p > 3 es un
namero primo con p = 1 mdd 4 entonces p es suma de dos cuadrados (cf. Tarea 1). Para esto, consideremos el
conjunto finito no-vacio dado por

X = {x = (z,y,2) € N° tal que 2? + dyz = p},

y definamos la funcién ¢ : X — X dada por?

(a)

(r+2z,z,y—xz—2) siz<y-—z,
pr,y,2) =9 Qy-z,y,x—y+z) siy—z<z<2y,
(x —2y,z —y+zy) siz>2y.

Probar que ¢ o p = Idx y probar que ¢ posee un tnico punto fijo (i.e., existe un tnico xg = (g, Yo, 2z0) tal
que ¢(Xo) = Xo).

Indicacion: Para probar que ¢ posee un unico punto fijo serd necesario utilizar el hecho que p es primo y que
p = 4k + 1 para un tinico entero k € N=1,

Solucién: Para verificar que para todo x = (x,y, 2) € X se tiene que p(¢(x,y, 2)) = (x,y, z) consideramos
los 3 casos posibles para la definiciéon de ¢:

v x <y — z: En este caso p(z,y,2) = (a,b,¢) con a = x4+ 2z, b =2y c=y—x— z Notamos que
a > 2b (pues en caso de igualdad, tendriamos que z = 0 y luego p = 4yz serfa multiplo de 4) y luego
v(a,b,c) déF(a— 2b,a — b+ ¢,b) = (x,y, 2).

vV y—2z < x < 2y: En este caso ¢(x,y,2) = (a,b,¢) cona =2y —x,b=yyc=ax—y+ z Luego,
b—c=2y—ax—2y2b=2y,porloqueb—c<aya<2b(pueslos casos de igualdad quedan excluidos
por definicion de X, ver el pie de pagina). Asi, ¢(a,b,c) &« (2b —a,b,a—b+c) = (z,y,2).

v' x> 2y: En este caso ¢(z,y,2) = (a,b,c) cona=2—-2y,b=x—y+zyc=y. Luego,b—c=x—2y+z,
por lo que a < b — ¢ (pues en caso de igualdad, tendriamos que z = 0 y luego p = 2% no serfa primo).
Asi, p(a,b,c) =t (a+2c,c,b—a—c)=(z,y,2).

Asi, concluimos que g o ¢ = Idx.

Para estudiar los puntos fijos de ¢ consideramos x = (z,y,2) € X y notamos que, por definicion de ¢, si
x < y—ux (resp. ¢ > 2y) y ¢(x,y,2) = (x,y,2) entonces necesariamente z = 0 (resp. y = 0), de donde
obtendriamos que p = 22 no es nimero primo. Luego, sélo hay que considerar el caso y —z < < 2y, donde

notamos que (z,y, z) = ¢(z,y, 2) = (2y — z,y,x — y + 2) equivale a que x = y. Finalmente, si (z,z,2) € X
entonces p = 22 + 4z = x(4z + ), y esto dltimo equivale a que z = 1y p = 4z + 2 = 4z + 1 (pues p es un
ntimero primo). Por otro lado, p = 1 mdd 4 implica que existe un tinico & € NZ! tal que p = 4k + 1 y por
ende xg = (1,1,k) € X es el tnico punto fijo de .
Probar que | X| := card(X) es impar.
Indicacion: Considerar el 2-grupo G = Z/2Z = (p) C Biy(X) que actia en X via @, i.e., [1]2 - x = p(x).
Solucién: Como G es un 2-grupo que actuia en X via ¢, tenemos que

X =|X| méd 2.
Por otro lado, | X¢| d:“card({x € X tal que ¢(x) = x}) = 1, gracias al item (a). Luego, |X| =1 méd 2, i.e.,
| X| es impar.
Probar que la funcion ¢ : X — X, (z,y,2) — (z, z,y) posee al menos un punto fijo.
Indicacion: Considerar el 2-grupo H = Z./27 = () C Biy(X) que actia en X via v, i.e., [1]2 - x :=¢¥(x).

Solucién: La funcion v verifica (por definicion de X) que ¥(X) C X y ¢ o ¢ = Idx. Asi, ella define una
accion del 2-grupo H = Z/27Z en X. En particular,

IXH|=|X| méd 2.

Por otro lado, |X| =1 méd 2 gracias al item (b), y luego | X#| % card({x € X tal que 1)(x) = x}) > 1. En
otras palabras, ¢ posee al menos un punto fijo.

3Puede utilizar, sin demostracion, el hecho que efectivamente ¢(X) C X y que los casos & = y — z o = 2y no pueden ocurrir pues
p = x2 4 4yz es primo.



(d) Concluir que si p =1 mdd 4 entonces existen u,v € N tales que p = u? + v2.

Solucién: Sea xg = (g, Yo, yo0) € X el punto fijo de ¥ obtenido en el item (c¢). Por definicion de X, tenemos
que p = 23 + 4y3. Luego, p = u? + v? con (u,v) = (20, 2yo) € N?, demostrando lo pedido.

Cultura general:* La demostracion presentada en la Tarea 1 es una adaptacion de Euler (1747) a ideas de Fermat
(1640). La demostracion presentada en el Certamen 1 fue descubierta por Zagier (1990).

Mini-bonus (1 punto)

Sea R = x122x324T5x6T7Ts Un nimero entero positivo de 8 digitos, donde x; € {0,...,9} es el i-ésimo digito, y
sea
V= 3z 4+ 229 + Tx3 + 624 + bx5 + 4206 + 327 + 228 € N.

Consideremos el grupo finito (Z/11Z,+), cuyos elementos denotaremos
0 = [0]11, ]. = [1]11, .. .,9 = [9]11,K = [10]11
Verificar que si R es el entero positivo formado por los primeros 8 digitos de su RUT, entonces el digito verificador
(que viene luego del guion) esta dado por [~V]1; € Z/11Z, usando la notaciéon anterior.
Observacion: Puede determinar V con una calculadora, pero justifique el cdlculo de [—V]i1.

Solucion: Consideremos el RUT de la Universidad, dado por 81.668.700—4. Asi, sus primeros 8 digitos estan dados
por R = 81668700, de donde calculamos V' = 172. Finalmente, —V —4 = —176 = —16-11, de donde comprobamos
que [-V]11 = 4.

4Ver el libro «Primes of the form x2 + ny?» por David A. Cox (2013) para una discusién mas detallada.
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