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§49. LOCAL VERSUS GLOBAL
(CONTINUACION)




RECUERDO

La vez anterior probamos que si f,g € C[X,Y] no-constantes sin factores
irreducibles comunes, entonces

(C[va]“f’g)_;’ @ OAQ,p/<fvg>

peV(H)nV(g)

es un isomorfismo. En particular,

dime(C[X,Y]/(f.9)) = Y. wp(f.9)

peV(H)nV(g)

Esto permite relacionar los niimeros de interseccién locales ju,( f, g) con el
objeto global C[X,Y]/(f,g). Mas atin, permite establecer la cotal

#{peV(f)nV(g)} <dime C[X,Y]/(f,g)-

!Notar que esta cota no toma encuenta multiplicidades (!).




COTAS SUPERIORES

Sean f,g € C[X,Y] no-constantes, con m = deg(f) y n =

deg(g), y con partes principales f,, y g,. Supongamos que f,, y gn no
tienen factores irreducibles comunes. Probar que todo h € (f,g) € C[X,Y]
de grado d := deg(h) puede escribirse como h = af + bg para ciertos poli-
nomios a,b de grados deg(a) <d—-m vy deg(b) <d-n.

Estamos listos para enunciar el primer paso hacia el Teorema de Bézout.

Teorema

Sean f,g € C[X,Y] no-constantes, con m = deg(f) y n=deg(g), y sin
factores irreducibles comunes. Entonces,
Q@ dimc(C[X,Y]/(f,g)) < mn.

@ Si las partes principales f,, y gn no tienen factores irreducibles
comunes, entonces

dime (C[X, Y]/(f, 9)) = mn.




DEMOSTRACION

Para todo d > m +n consideremos la sucesién de C-e.v. dada por?
CLX, Y]ed-m x C[X, Y]ca-n = C[X, Y]ea = C[X,Y]/{f,9)
donde a(a,b) :=af + bg, y donde 7 es la proyeccién al cociente.

Si (a,b) € ker(a) entonces af = —bg y luego, dado que f,g no tienen
factores comunes, a = cg y b = —c§ para cierto c€ C[ X, Y |<g_m-n. Asi,
d—-m-n+ 2)

ker(a) = CX, Ylaa-m-n* (9,-1), con dimeker() = (* ™"

Dado que Im(«) < ker(), tenemos que

d+2
' )—dimclm(a)

d+2
dimg¢ Im(7) = ( . ) — dimc ker(7) < (
d+2 d- 2 d- 2
:( K )—( mr )—( e )+dimcker(a):mn.
2 2 2
2Aqui, V= C[X,Y]<q es el e.v. de polinomios de grado < d. Asi, dime(Vy) = (df).




DEMOSTRACION (CONTINUACION)

La cota dimg Im(7) < mn es indep. de d (siempre que d > m +n) y luego
es vélida para la imagen del morfismo sobreyectivo

e (C[X,Y] % (C[X)Y]/<f7g>)

i.e., dimc(C[X,Y]/(f,g)) < mn.

Finalmente, basta notar que si f,, y g, no tienen factores irreducibles co-
munes, entonces el Ejercicio anterior implica que ker(7) ¢ Im(a), i.e.,
tenemos la igualdad ker(7) = Im(«) y por ende las desigualdades son igual-
dades en este caso. O

Ejemplo: La clase pasada vimos que si f = (X2 +Y?)2+3X2Y -Y3y
g=(X?+Y?)3-4X2Y? entonces

1o,0)(f,9) = 14.

Por otro lado, dim¢ C[X,Y]/(f, g) < deg(f)deg(g) =4-6 = 24.




§50. CURVAS PLANAS PROYECTIVAS
Y TEOREMA DE BEzoUT




ESPACIO PROYECTIVO (CF. CLASE 5)

Sea n € N. El espacio proyectivo de dimensién n (sobre C), denotado
IP", es el conjunto de rectas vectoriales en C™*!. Equivalentemente,

P (€ - {0})/ -,

donde (zq,...,2n) ~ (Yo,---,yn) si existe A € C* tal que z; = \y; para todo
i€{0,...,n}. Denotamos por [xo,...,xn] € P" la clase de (zo,...,zy).

Notar que
v: A" L)]pn) (:Ula"'amn) e [Lxl?"'axn]

permite ver A" dentro de P, y la imagen de esta inclusién coincide con
O = i o] G g =3 )




EL INFINITO

Los puntos de Hy := P" \ Uy = {zy = 0} son de la forma [0,z1,...,2,] ¥y
por ende hay una biyeccién Hy = P" 1.

Luego, P* €Uy u Hy = A" uP™ !, y decimos que Uy (resp. Hy) es la parte
afin (resp. el hiperplano al infinito) de P".
Por ejemplo, P! = A’ uPY = Al 1 {0}, donde oo := [0, 1].

'7((0)




EL PLANO PROYECTIVO P2

Consideramos el plano proyectivo P?, con coordenadas [z, v, 2] € P2.

Dado que (z,y) denotan usualmente las coordenadas de A?, es que consid-

eramos
A2 S P2 (2,y) — [2,y,1]

en este caso. Asi, W

LZZ{[;E,y,Z]EP2|z:0};P1 \’%\\\
Ve

es la recta al infinito.

/\ A pesar de ser la eleccién mds tipica, también podemos elegir cualquier
recta
L={[z,y,z] € P? | ax + by + cz = 0}

y considerar A% = P2\ L (mediante un cambio de coordenadas en GL3(C)).




CURVAS PLANAS PROYECTIVAS

Una curva plana proyectiva C' € P? es el lugar de ceros de un polinomio
homogéneo no-constante F' € C[X,Y, Z]. Explicitamente,

C =V(F)E{[z,y,z] € P? tal que F(z,y,z) =0}.

Como en el caso afin, decimos que deg(F) es el grado de la curva C.

Por ejemplo, F' =Y Z — X? define una curva C = V(F) de grado 2.

/\ Atencién

Es importante restringirse a polinomios homogéneos F € C[X,Y, Z] para
que la ecuacién “F = 0" esté bien definida en P2. En el ejemplo, si se tiene
[z,y,z] = [A\x, Ay, Az] entonces

F(A\z, Ay, A\z) = N2 (yz - 2%) = N2F(z,y, 2).




AFIN VERSUS PROYECTIVO

Hay una correspondencia biyectiva entre

Polinomios de - Polinomios homogéneos de grado d
grado d en C[X,Y] en C[X,Y, Z] no divisibles por Z
FXY)=Y ay; X'V — F(X,Y,Z) £ ay X'YIZ5

Y] 0,]
def

f(X,)Y)=F(X,Y,1) — F(X,Y,Z2)

Por ejemplo,
@ A f=Y-X?asociamos F=YZ- X2 con F(X,Y,1)=Y - X?=f.
Q@ A f=4+X+Y +2X3Y asociamos

F=4Z*+XZ3+YZ3 +2X3Y,
con F(X,Y,1) =4+ X +Y +2X3Y = f.
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PARTE AFIN Y CLAUSURA PROYECTIVA

Sea F e C[X,Y, Z] homogéneo no-constante y sea C = V(F) c P2,
La parte afin de C es C, := V(f) € A%, donde f = F(X,Y,1). Equivalen-
temente, C, = C'n A% donde A — P2. Del mismo modo, decimos que

Coo ::CHLdéf{[xay’O] e P? | F'(z,y,0) :O}QLglP’l

T = 5
son los puntos al infinito de C. (%\\ L
Sea f € C[X,Y] no-constante y sea C' = V(f) € A curva afin. %~
La clausura proyectiva de C es C := V(F) c P2, donde F es el polinomio

homogéneo asociado a f. Dado que F no es divisible por Z, C' no contiene
la recta al infinito L como componente, y C, = C.

\7

Sin embargo, C puede tener Coo # @. Si f = fo+ fi +...+ f; suma de
partes homogéneas, entonces F = Z%fo+ Z¥ fi + ...+ Zfa1 + fay luego

600 = {[ib’,y,O] e P? | fd(xay) = 0} S i =P,




EL ANILLO LOCAL Opz

Sea p € P2 un punto. El anillo local de P? en p es
' ’ .
Op2 ) = {5 ‘ F,G e C[X,Y, Z] homogéneos del mismo grado y G(p) + 0}.

F  FEXY]1)

Si p = [0,30,1] € A>  P?, entonces Opz , — Op2 (10.40)) & = TXY

El anillo Op2 ,, no contiene C[X,Y, Z] como subanillo. Sin embargo, si

Fy, F; € C[X,Y, Z] son polinomios homogéneos definimos el ideal generado

por Fy y Iy, (F1, F2) € Op2 ,,, mediante

(Fl,F2> Zd:ef {ﬂFl + %FQ
by by

a;, b; homogéneos con deg(a;F;) = deg(bi)}

Si p = [20,90,1] € A% ¢ P?, el isomorfismo Op2 5, = Oa2 (20,y0) €NVIa
(F1, F) en (f1, f2), donde f; = F;(X,Y,1).
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MULTIPLICIDADES DE INTERSECCION

Sean F,G € C[X,Y, Z] homogéneos no-constantes y p € P2. Definimos la
multiplicidad (o niimero) de interseccién de F' y G en p mediante

U E) = dimc(@wp/(F,G)) e NU oo.

Si p = [z0,y0,1] € A? ¢ P?, entonces p1,(F,G) = fi(zg40)(f,9). donde
f=F(X,Y,1)yg=G(X,Y,1).

/A En la prictica, siempre podemos reducirnos al caso afin eligiendo la
recta al infinito L adecuadamente. Por ejemplo:

SiF=YZ-X%yG=Z, entonces p=[0,1,0] e V(F)nV(G). Escogemos
L = {y = 0}, con parte afin A2 = {y = 1} c P? con coordenadas (z,z).
Luego, tenemos F' v f =7 - X2 G g=Zy p (0,0), de donde:

:up(FvG) = M(O,O)(Z—Xzaz) =2.

iEyale




Teorema de Bézout

Teorema (Etienne Bézout, 1779)

Sean F,G € C[X,Y, Z] homogéneos no-constantes sin factores irreducibles
comunes. Entonces,

>, p(F,G) = deg(F) - deg(G).
peV(F)NV(G)

Demostracién: Sean f=F(X,Y,1) y g=G(X,Y,1). Sea ge A2cP? un
punto tal que g ¢ V(f)uV(g), i.e., f(q)g(q) #0.

Dado que I' := V/(F)nV(G) es un conjunto finito, podemos considerar una
recta L € P2 que pase por g y que no intersecte I'.

Haciendo un cambio de coordenadas en GL3(C), podemos asumir que L =
{#z =0} es la recta al infinito. En particular, tenemos deg( f) = deg(F') :=n,
deg(g) = deg(G) :==m y I' ¢ A% c P? coincide con V(f) nV(g) € A%
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DEMOSTRACION (CONTINUACION)

El Teorema del comienzo de hoy implica que

> m(FG) = X m(fg)=dimc(CIX,Y]/(f,g) <mn
peV (F)nV/(C) peV(HNV (9)

Mas adin, notar que todo polinomio homogéneo en dos variables se puede
factorizar: si H(X,Y) es de grado d, entonces H(X,Y) = Y¢H(X/Y,1)
y el polinomio h(T') := H(T,1) = a(T — A\1)---(T - \) se factoriza. Luego,

H(X,Y) =aY¥ (X = \Y)(X - \Y).

Aplicando esto a las partes principales f,,(X,Y) y gn(X,Y), tenemos
que los factores lineales corresponden a los puntos V(f),, = V(F)n L

y V(9)o, = V(G)n L al infinito.
La eleccién de L nos dice entonces que f,, y g, no tienen factores comunes,
y por ende ¥ v (F)nv(a) o (F, G) = mn. O
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EJEMPLO (TODAS LAS RECTAS SE INTERSECTAN)

Sean F,G € C[X,Y, Z] polinomios homogéneos de grado 1. El Teorema de
Bézout implica que V(F) n V(G) consiste en un tnico punto, i.e., todas
las rectas en P? se intersectan (!).

Por ejemplo, si consideramos en A2 las rectas afines paralelas A

¥

- 3%

L=
f=aX+bY +c y g=aX+bY +d, ﬁz\\
con c # d. Entonces V(f)nV(g) = @ en A% L

Sin embargo, si consideramos las clausuras proyectivas dadas por las curvas
V(F)cP?y V(G) cP?, donde

—

F=aX+b0Y+cZ y G=aX+bY +dZ,

entonces V(F)nV(G) = {[-b,a,0]}.




EJEMPLO (DOS CURVAS AFINES)

Sean f=X+Y2yg=X+Y?-X3

Las curvas afines V(f) € A% y V(g) € A? se intersectan en p = (0,0). M4s
aun,

Mp(fvg) :Mp(fv_X?)) :3:up(f’X) =3-2=6.

Por otra parte, el Teorema de Bézout implica que si
F=XZ+Y? y G=XZ%2+Y%Z- X3,

entonces ¥,y (rynv(q) Hp(F,G) = 2-3 = 6. En particular, deducimos que
F'y G no poseen puntos de interseccién en la recta al infinito.

Esto (ltimo se puede verificar directamente: dado que F(X,Y,0) = Y?y
G(X,Y,0) = -X3, tendriamos que V(F)n V(G) n L seria [0,0,0] ¢ P2,
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COMENTARIOS FINALES




COMENTARIOS

e Hay muchas aplicaciones del dlgebra (abstracta) a situaciones
concretas fuera de la matemadtica (notablemente fisica, quimica, y
ciencias de la computacién).

e En matemdticas, también les permitird tener un lenguaje comin (y
muy eficiente) para plantear y resolver diversos problemas.

o La geometria algebraica se interesa en estudiar las variedades
algebraicas mas generales, y resolver problemas de geometria (resp.
de algebra) utilizando técnicas algebraicas (resp. geométricas).




NOS VEMOS EN MAT426 ®©




