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RECUERDO ALGEBRA LINEAL

Subespacio generado

Sea V' un k-espacio vectorial. El subespacio generado por S C V,
denotado por (S), es el subespacio mas pequefio que contiene a S:

(S)y cw VSCW <V
|

@ Siempre existe y es

()= w
SCwW
W<V

@ Tenemos la siguiente caracterizacion:
Son todas las combinacidnes lineales posibles usando elementos
de S

(S) = Lin(S) = {Z a;s; | si € S,a; € k}

finita
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RECUERDO ALGEBRA LINEAL

Bases

Sea V un espacio vectorial. B es una base cuando contiene lo justo
para generar el espacio:

SCBAV=(S) — S=B

|
Podemos separar la definicion en dos:

@ Generador




RECUERDO ALGEBRA LINEAL

Bases

Sea V' un espacio vectorial. B es una base cuando contiene lo justo
para generar el espacio:

SCBAV=(S) = S=B

|
Podemos separar la definicién en dos:

@ Generador
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RECUERDO ALGEBRA LINEAL

Bases

Sea V un espacio vectorial. B es una base cuando contiene lo justo
para generar el espacio:

SCBAV=(S) — S=B

|
Podemos separar la definicién en dos:

@ Generador
(B)=V

@ Contiene lo justo:
SCBA(S)=(B) = S=B
(Esta propiedad es equivalente a ser linealmente independiente)
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LA BASE ES LO UNICO QUE
IMPORTA"?

., POR QUE?



SUMA DIRECTA



Un espacio vectorial V' es suma directa de una familia {W;};c; de
espacios vectoriales cuando
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Un espacio vectorial V' es suma directa de una familia {W;};c de
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Estas se comportan como inyecciones y proyecciones ortogonales
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Un espacio vectorial V' es suma directa de una familia {W;};c; de
espacios vectoriales cuando

@ Existen dos familias de transformaciones lineales
{Li : WZ‘ — V}z%[ Yy {ﬂ'i V- Wz}

Estas se comportan como inyecciones y proyecciones ortogonales:

Para j = ¢, se comportan como identidad:

7TZ(L1<37)) =T



Un espacio vectorial V' es suma directa de una familia {W;};c; de
espacios vectoriales cuando

@ Existen dos familias de transformaciones lineales
{Lz‘ W — V}Z’_>] Yy {TI'Z‘ V= Wz}

Estas se comportan como inyecciones y proyecciones ortogonales:

Para j = 7, se comportan como identidad:
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Para j # i, se comportan como O:

mj(ei(2)) = 0



Un espacio vectorial V' es suma directa de una familia {W;};c; de
espacios vectoriales cuando

@ Existen dos familias de transformaciones lineales
{LZ' : Wl’ — V}Z‘_>[ V% {TFi V= WZ}

Estas se comportan como inyecciones y proyecciones ortogonales:

Para j = 7, se comportan como identidad:
mi(i(z)) =«

Para j # i, se comportan como O:

mj(ui(x)) =0

@ V contiene lo justo para que se cumpla lo anterior.



EJEMPLO

Ta(ta(a) +15(b)) =



EJEMPLO

Ta(ta(a) + 15(0)) = Ta(ta(a)) + ma(es(b))



EJEMPLO

Ta(ta(a) +15(0)) = 7a(16(a)) + makes{t]]



EJEMPLO

Ta(ta(a) +15(0)) = 7a(16(a)) + makes{t]]

=a+0



EJERCICIO

Sea

w=Y (m(v))

finita

Pruebe que

Z ti(mi(w)) = w

finita



SUMA DIRECTA

© Para cualquier familia {W; };¢;, existe la suma directa y es dnica
salvo isomorfismos (sin importar ¢;, ;).
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SUMA DIRECTA

@ Para cualquier familia {W; };¢;, existe la suma directa y es dnica
salvo isomorfismos (sin importar ¢;, ;).

@ Como es Unica salvo isomorfismos, basta definir una:

@VV = {(wi)ig € [[W; | w; = 0 excepto finitos terminos}
i€l €l

Entonces, V' es suma directa de {W; };cr si y solo si

V=W

el



SUMA DIRECTA

Suma directa interna y externa

Es una suma directa interna si la familia consiste en subespacios y el

isomorfismo es
(ws)ier E Wy
iel

En otro caso, es externa.



;, COMO ESTO EXPLICA LA
UTILIDAD DE LAS BASES?



Propiedad universal de la suma directa

Sean T; : W; — X transformaciones lineales.
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Sean T; : W; — X transformaciones lineales. Estas se pueden pegar
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Propiedad universal de la suma directa

Sean T; : W; — X transformaciones lineales. Estas se pueden pegar
de manera lnica y crear una transformacién lineal:

T:@Wi—>X

el

de manera que T'|w, = W;.

iSon las unicas que hay!

Toda transformacién lineal de @,.; W; es el pegado de
transformaciones lineales T; : W, — X.

Es decir, toda transformacion lineal en la suma directa se puede
factorizar y lo Gnico que importa es saber que pasa en los 7;.



BASES COMO SUMAS DIRECTAS
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Sea B una base.
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Sea B una base.
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beB
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be B.



BASES COMO SUMAS DIRECTAS
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BASES COMO SUMAS DIRECTAS

B es base si y solo si

V=o

beB

Por lo tanto, lo tinico que importa es saber que pasa en cada
beB.
pues

V=P =Pr=dk=~r?

beB beB beB



Como es suma directa interna, B es base si y solo si
[+ @pep(b) — V definido por

(asb)oer = > _ aph

beB

es un isomorfismo.
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|
Como es suma directa interna, B es base siy solosi f: @,cpk =V
definido por
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|
Como es suma directa interna, B es base si y solo si f: k(B) — V
definido por

(ab)ber = > apb

beB

es un isomorfismo.
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Como es suma directa interna, B es base si y solo si f: k(B) — V
definido por

(av)oen — Y apb

beB

es un isomorfismo.

Podemos trasladar todo a este nuevo contexto:

© Es generadora cuando es morfismo sobreyectivo.

@ Es linealmente independiente (libre) cuando es morfismo
inyectivo.

© Es base cuando es isomorfismo.
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TEOREMA DE DESCOMPOSICION EN DIMENSION

FINITA

Lemme des Noyaux

Sea T : V — V una transformacién lineal. Si tenemos un polinomio
factorizado en dos, 0 mas, polinomios sin factores, no constantes, en

comun, entre si,
p(x) = p1(z)p2(x)

Entonces,
ker p(T") = ker p1 (T) @ ker po(T)

11/ 24



TEOREMA DE DESCOMPOSICION EN DIMENSION

FINITA

Teorema de Cayley-Hamilton

En un espacio V' de dimensién finita, sea 7' : V' — V una
transformacién lineal y p(x) el polinomio caracteristico. Entonces,

p(T)=0

Es decir, kerp(T) = V.
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APLICACION CAYLEY-HAMILTON

Teorema de descomposicién

Sea T : V — V una transformacién lineal y
p(z) = cte - pi'(z) - - 7" (z)

el polinomio caracteristico factorizado en factores lineales:
pi(x) = (z — \;). Entonces,

kerpi*(T) @ --- @ kerppm(T) =V

donde V es de dimensidn finita.

13/ 24



MODULOS



MODULOS

Un médulo es un espacio vectorial, solo que en vez de ocupar un
cuerpo k, se ocupa un anillo A.
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MODULOS

Un médulo es un espacio vectorial, solo que en vez de ocupar un
cuerpo k, se ocupa un anillo A.

|
Un k-espacio vectorial es un k-maédulo.

14 / 24
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;, QUE HAY DE DISTINTO?
iLOS IDEALES!



UN CUERPO k VISTO COMO UN
k-ESPACIO VECTORIAL, NO TIENE
SUBESPACIOS NO TRIVIALES.



|
Los subespacios son

{0, k}
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|
Los subespacios son

{0, k}
Geométricamente:

o o

0 k
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SIN EMBARGO, UN ANILLO A
VISTO COMO A-MODULO, TIENE A
LOS IDEALES COMO SUBMODULOS.



Consideremos M = 7Z como Z-médulo.




Consideremos M = 7Z como Z-médulo.
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Consideremos M = Z como Z-mddulo.
Geométricamente:

° © 0606060 0 0 0 0 o

-9-8-T7-6-5-4-3—-2-101 2 3 4 5 6 7 8 9

Consideremos el ideal 27Z, este es un submddulo.
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Consideremos M = 7Z como Z-médulo.

Geométricamente:
°
1

° e o o
—9-8-7-6-5-4-3-2-10 2 3 45 6 7

oo
Ne)

Consideremos el ideal 2Z, este es un submédulo.
Geométricamente:

37 geométricamente:
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w e
W
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D
-
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Nej

47, geométricamente:

O @€ 0O0OO @ 0O O @O0 0 O
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i~ @
S
(@)}
0
© e
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Consideremos M = 72 como Z-mdédulo.
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72 como Z-médulo.

Consideremos M

Geométricamente:
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72 como Z-médulo.

Consideremos M

Consideremos el ideal I = 2Z y el submédulo I'M submédulo.

Geométricamente:
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72 como Z-médulo.

Consideremos M

Consideremos el ideal I = 2Z y el submédulo I'M submédulo.

Geométricamente:
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7% como Z-médulo.
Tenemos como submédulo a Z, geométricamente:

Consideremos M
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72 como Z-médulo.
Tenemos como submédulo a ((1,1)), geométricamente:
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iGRACIAS A LOS IDEALES
TENEMOS SUBMODULOS MAS
EXOTICOS!



72 como Z-médulo.
Tenemos como submédulo a ((1,1)) N 2ZM, geométricamente:

Consideremos M
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.. QUE PERDEMOS?



., QUE PERDEMOS?
[LAS BASES SON MAS QUE LO
JUSTO PARA GENERAR.



|
Un conjunto que tiene lo justo para generar no necesariamente es
linealmente independiente, es decir, no necesariamente tiene una
nica escritura como combinacién lineal.
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|
Un conjunto que tiene lo justo para generar no necesariamente es
linealmente independiente, es decir, no necesariamente tiene una
nica escritura como combinacién lineal.

Por ejemplo, M = A = Rz, y|] como A-mddulo.

{z,y} tiene lo justo para generar, pero {z,y} es linealmente
dependiente: ax + by = 0 tiene solucién no trivial con a = y,b = —x.
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]
Por lo tanto, no necesariamente existe base, incluso cuando es

finitamente generado. En caso que exista, diremos que el mdédulo es
libre.
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Sin embargo, jla mayoria de resultados en dimensién finita solo
requieren tener una cantidad finita de generadores!

(i.e. médulo finitamente generado)
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Ya que podemos considerar anillos con ideales no triviales. Para
empezar de a poco, podemos considerar anillos con un ideal no trivial:

(i.e. anillos locales)
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PERO ESO SERA,



PERO ESO SERA, PARA UNA
PROXIMA AYUDANTIA.



