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1 Recuerdo

Definimos el radical de Jacobson de A como

rad(d) = () m,

mcA
maximal

la intersecciéon de todos los ideales maximales de A.

Lema 4.2.43. - Sea A un anillo no nulo. Entonces
rad(A) = {a € A| 1+ ax es invertible para todo x € A}.

Lema 4.2.69 (de la serpiente). - Sea un diagrama conmutativo de A-mddulos, donde las filas son sucesiones exactas

cortas. Entonces existe una sucesién exacta
0 — ker(a) — ker(8) — ker(7) 2 coker(a) — coker(8) — coker(y) — 0,

donde § es llamado el morfismo de conexion.

2 Ejercicios. cf. Certamen 2 2021-1

1. Sea A un anillo noetheriano y sea I A un ideal. Probar que si x € ﬂfil I™ entonces = pertenece al ideal

xl := {ax,a € I}. Indicacién: Por definicion, si I = {ay,...,a,), entonces I" esta generado por !

{P(a1,...,a,),P€ A[Xy,...,X,] polinomio homogéneo de grado n}.

Notar que si z € I™ entonces existe P, € A[Xy,...,X,] homogéneo de grado n tal que = P, (a1,...,a,).
Considerar J,, := (Py,...,P,) y deducir que para cierto N € N > 1 existen @; € A[X1,...,X,] tales que
x=Q1(a1,...,ar)z+ ...+ Qn (a1,...,a,)z.

Solucién: El caso x = 0 es directo, por lo que podemos asumir z # 0. Dado que A es noetheriano,
I =<{ay,...,a,y es finitamente generado. Luego, siguiendo la indicacion, el hecho que x € I"™ para todo
n € N > 1 implica que existe P, € A[X;,..., X, ] homogeneo no-nulo de grado n tal que z = P, (a1,...,a,).

En particular, existe una cadena ascendente
Jichcdsc---cJ, S

de ideales de A[X,...,X,], donde J, := (Py,...,P,;). El teorema de la base de Hilbert implica que

A[Xy,...,X,] es noetheriano y por ende dicha cadena de ideales debe estabilizarse. En particular, existe



N e N > 1tal que Py4q € {P),..., Py) o equivalentemente, existen polinomios Q1,...,Qn € A[X1,..., X,]

tales que
Py (X1, X)) =Q1 (Xq,...,. X)) PL(Xy,.. .. X))+ ...+ QN (Xq,..., X)) Py (X1,..., X},

donde cada Q; es no-constante pues gr (P,,) = n. Evaluando la identidad anterior en (a4, ..., a,) obtenemos

donde cada Q; es no-constante pues gr (P,,) = n. Evaluando la identidad anterior en (a1, ..., a,) obtenemos
x=0Q1(a1,...,a )z + ...+ Qn (a1,...,a,)x.

Dado que Q; (a1, ...,a,) € I, deducimos que z € xI.

2. Sea A un anillo noetheriano y sea I € A un ideal. Supongamos que al menos una de las siguientes condiciones
se verifica: (b1) A es un dominio de integridad y I # A; (b2) I < J(A), donde J(A) es el radical de Jacobson
de A. Probar, utilizando (a), que ﬂle I" =0.

Solucion:

Sea x € (|, I". El item (a) implica que existe a € I tal que z = az. Bajo la condicién (b) tenemos
que a # 1 dado que I # A y por ende se deduce que z = 0 dado que A es un dominio de integridad. Por
otro lado, bajo la condiciéon (by) tenemos que a € J(A) y luego 1 — a es un elemento invertible de A (por la

caracterizacion del ideal de Jacobson vista en clases), de donde se deduce nuevamente que z = 0.

3. Sea A un anillo no-nulo. El objetivo de este problema es estudiar algunas propiedades de las sucesiones
exactas. Para ello, consideremos
Mlﬁ’MQng_’O (*)

una sucesion de A-modulos (no necesariamente exacta). Ademas, dado un A-médulo N tenemos
* *
0 —> Homy (Ms, N) > Homy (Ma, N) £5 Homy (M, N) (%)

sucesion de A-modulos inducida por los respectivos pullback.

(a) Probar que si (x*) es exacta para todo A-moédulo N, entonces la sucesion ( » ) es exacta también.
Indicacion: Para probar que ker(y) < Im(yp), considerar N := My/Im(p) y g : M — N la proyeccion al
cociente. Probar que g € Im (¢p*) y deducir que ker(¢)) € Im(p). La inclusion Im(p) < ker(¢)) asi como
la igualdad Im(¢)) = M3 se prueban de manera andloga escogiendo N y f : M3 — N convenientes (e.g.

identidad o proyeccion a un cociente).
Finalmente, consideremos diagrama conmutativo de A-modulos, donde las filas son sucesiones exactas.
(b) Probar que si dos de los morfismos de A-modulos «, 8 o v son isomorfismos, entonces el tercero también.

Solucién: El lema de la serpiente implica que existe una sucesion exacta inducida

0 — ker(a) — ker(B) — ker(7) LN coker(a) — coker(8) — coker(y) — 0.

Luego, si o y 8 son isomorfismos entonces son inyectivos ( y luegoker(a) = 0,ker(8) = 0 ) y sobreyectivos (

y luego coker (o) = 0, coker(3) = 0 ). Asi, la sucesion exacta ( T ) se reduce a
0—0—0— ker(y) - 0— 0 — coker(y) — 0,

y en particular ker(y) = 0y coker () = 0 por exactitud. Asi, v es un isomorfismo. De manera completamente

analoga deducimos que si «'y 7 (resp. 8y 7 ) son isomorfismos, entonces 5 (resp. « ) también.

4. Calcular (Q/Z) ® Z(Q/Z).



Solucién: Dado que el producto tensorial esté generado por tensores simples de la forma x®y, basta analizar

x ®y para todos x,y € Q/Z. Todo x € Q/Z es la clase de equivalencia de cierto g € Q. En particular,

qr =q [%] = [p] =0en Q/Z. Luego, 2Q@y =2 ® %y =qr® %y = 0. Asi, dado que z ® y = 0 para todos
x,y € Q/Z, deducimos que (Q/Z) ® Z(Q/Z) = 0.

Probemos que para todo n,m € N > 1, se tiene que (Z/nZ) ® Z(Z/mZ) ~ Z/dZ, donde d = med(n, m).
Para esto, notar que (la clase de) 1 genera Z/nZ y Z/mZ como Z-modulo, y luego [1], ® [1], genera
(Z/nZ) ® Z(Z/mZ).

(a) Probar que el orden de [1], ® [1]n en (Z/nZ) ® Z(Z/mZ) es a lo mas d y deducir que [(Z/nZ) ®
Z(Z/mZ)| < d.

Solucién: Notamos que n ([1], ® [1]m) = [n]n®[1]m = 0y que m ([1], ® [1]m) = [1]n®[m]m = 0, por
Z-bilinealidad. Asi, el orden ¢ del generador del grupo abeliano ciclico finito (Z/nZ)RZ(Z/mZ) = Z/{Z
divide n y m, y por ende ¢ divide d. En particular, £ < d.

(b) Construir explicitamente una aplicacion Z-lineal sobreyectiva f : (Z/nZ)QRZ(Z/mZ) — Z/dZ y deducir
que (Z/nZ) Q Z(Z/mZ) =~ Z/dZ.

Solucién: Dado que d divide n y m, las aplicaciones Z-lineales
Z/nZ — 7/dZ, (3] > [2la ¥ Z/mZ — Z)dZ, [yl — [yl
estan bien definidas y son sobreyectivas. En particular, la aplicacion Z-lineal dada por
f:(Z/nZ) ® Z(Z/mZ) — Z/dZ, [x]n ® [ylm — [ryla

esta bien definida y es sobreyectiva. De lo anterior deducimos que ¢ > d, y asi (Z/nZ) ® Z(Z/mZ) =
Z/dZ.

3 Propuestos

Sea P un A-moédulo proyectivo. Pruebe que:

1.

Para todo morfismo sobreyectivo de A-modulos 1 : N — P existe una inversa por la derecha §: P — N tal

que 1 o B = Idp. Indicacion: Considere Idp : P — P y use la definicién de modulo proyectivo.

Deduzca que existe un A-moédulo K tal que P @ K es un A-moédulo libre, i.e., P es un sumando directo de

un A-modulo libre L. Indicacion: Considere el morfismo sobreyectivo L := A(P) — P,
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