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1 Recuerdo

Teorema 4.2.37 (Cayley-Hamilton). - Sea M un A-moédulo finitamente generado, y sea u : M — M un endomor-

fismo. Sean my, ..., m,, generadores de M y escribamos u (m;) = >,_; a;;m;, donde R = (a;;) € Myxn(A).

j
Sea P(X) = det (X1, — R) € A[X], entonces P(u) = 0 en End 4 (M).

1<i,j<n

Lema 4.2.69 (de la serpiente). - Sea un diagrama conmutativo de A-mdédulos, donde las filas son sucesiones exactas

cortas. Entonces existe una sucesioén exacta
0 — ker(a) — ker(8) — ker(y) LR coker(a) — coker(8) — coker(y) — 0,

donde § es llamado el morfismo de conexion.

2 Cayley-Hamilton

1. Sea A un anillo conmutativo no nulo. Asumamos que hay un mapa inyectivo de A-moédulos libres, A™ — A™.

Muestre que m < n.
Solucién:

Asuma por contradiccion que hay un mapa inyectivo ¢ : A™ — A™ con m > n. La primera idea es que
vemos a A™ como un submoédulo de A™, digamos, el submodulo generado por las primeras n cordenadas.
Consideremos entonces el morfismo inyectivo ¢ : A™ < A™ con el cual ¢' := to¢ : A™ — A™ es un

endomorfismo inyectivo en un A-moédulo finitamente generado.

Entonces, por el teorema de Cayley-Hamilton, ¢ satisface una ecuaciéon polinomial

P f g +ag = 0. (1)

[]i)
¢ +ag—19
Puede haber muchas ecuaciones de esta forma, consideraremos una que tenga grado minimal. Usando la

inyectividad de ¢ es facil ver que si la ecuacion es de grado minimal entonces ag # 0 (podemos factorizar
uno de los ¢).

Ademas, tenemos que

k—1 Jk—1

k—2
+---+a1¢’+ao=¢'0(¢ + ag_1¢’

¢'k+ak_1¢’ +-~~+a1) + apld. (2)

pero la imagen de ¢’ esta contenida en A™, por lo que la tltima coordenada de cualquier vector en la imagen
es 0. De esta forma, aplicando este polinomio en la variable ¢ a (0,...,0,1) € A™, obtenemos un vector

cuya tultima coordenada es ag, esto es un absurdo, porque el resultado deberia ser siempre 0.



3 Complejos y Sucesiones

1. Lema de los cuatro.

(a)

(b)

Suponga que uno tiene el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas:

A Y 00— D

P R

U - e Ay}

Si By 6 son inyectivas y « es sobreyectiva, entonces 7y es inyectiva.

Suponga que uno tiene el siguiente diagrama conmutativo de filas exactas:

Y s 0—243 DT E

NS A G

ey s .y o

Si 8y § son sobreyectivas y ¢ es inyectiva, entonces 7 es sobreyectiva.

Solucion:

(a)

Para mostrar que v es inyectiva, mostraremos que kery = 0. Sea x € C' un elemento tal que v(x) = 0.
Entonces ciertamente la composicion o’ (y(z)) = 0. Sin embargo, por la conmutatividad del diagrama,
0(o(x)) = o'(y(x)) = 0. Sin embargo, ¢ es inyectiva por lo que debe tenerse que o(z) = 0. Por
tanto = € kero = im v por exactitud, asi que existe un elemento y € B tal que ¥(y) = x. Ahora por
conmutatividad del diagrama, vemos que ¥’ (8(y)) = v(¥(y)) = v(z) = 0. Asi que B(y) € ker ¢y’ = im ¢/,
por lo que existe un elemento z € A’ tal que ¢'(z) = B(y). Ahora, ya que « es sobreyetica, existe un

elemento a € A tal que a(a) = z. Asi, por conmutatividad, tenemos que

Sin embargo, § es inyectiva, por lo que debemos tener y = ¢(a). Finalmente, vemos que z = 9(y) =
¥(p(a)) = 0 por la exactitud ya que ¥ oo = 0. Asi z = 0 asi que concluimos que v = 0 asf que v es

efectivamente inyectiva.

Sea x € C’ un elemento cualquiera. Ya que d es un mapa sobreyectivo, existe un elemento y € D tal
que 6(y) = o’ (x). Por conmutatividad, 7/(6(y)) = e(7(y)). Ahora, ya que é(y) = o’(x) y por exactitud,
observamos que e(7(y)) = 7/(6(y)) = 7' (¢/(x)) = 0 dado que 7’ 0 0’ = 0. Por tanto 7(y) € kere = 0 ya
que ¢ es inyectiva. Asi, 7(y) = 0 por lo que y € ker 7 = im o por lo que existe un elemento z € C' tal que
o(z) =y . Entonces, por conmutatividad del diagrama, tenemos que o'(y(z)) = §(0(2)) = §(y) = o'(x).
Ahora, por linealidad, vemos que o'(x — v(2)) = 0. Asi, x — v(z) € kero’ = Im(¢)’), por lo que existe
un elemento w € B’ tal que ¢'(w) = x —v(z). Ahora, como S es sobreyectiva, existe un elemento b € B

tal que 5(b) = w. Entonces, por conmutatividad,

Ahora por linealidad, vemos que x = y(1(b)) +7v(2) = v(¢»(b) + z). Por tanto = € imy asi que concluimos

que 7 es sobreyectiva.

2. Lema de los cinco.

Suponga que uno tiene el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas:



A—*,p-Y,c-—23sD-—T",F
S
P A : oA A O

Si By ¢ son isomorfismos, « es sobreyectiva, y ¢ es inyectiva, entonces - es un isomorfismo.

Solucién: Esto sigue facilmente de ambos resultados del lema de los cuatro ya que uno puede descomponer

el diagrama en:

y

Ahora simplimente usamos ambas partes del lema de los 4 para concluir que 7 es tanto inyectiva como

sobreyectiva, por tanto un isomorfismo.

. Lema de los nueve o Lema 3 x 3.

Considerar el siguiente diagrama de A-moédulos:

bbb
AN
Lo

Asuma que las tres filas son exactas y que las dos columnas de mas a la derecha son exactas. Pruebe que la
columna izquierda es exacta. Segunda version: Asuma que las tres filas son exactas y que las dos columnas

de més a la izquierda son exactas, pruebe que la columna de la derecha es exacta.
Solucién:

El lema de la serpiente nos dice que si tenemos un diagrama conmutativo con filas exactas

0 My ——s M, —2 5 M, 0
l g2 l g1 l go
a/ ﬁ/
0 Ny N, No 0

entonces hay una sucesiéon exacta inducida

0 — ker go — ker g1 — ker g9 — coker go — coker g; — coker gg — 0.

. ., gi f
Si sabemos que cada sucesion 0 — L; = M; — N; — 0 es exacta, entonces sabemos que ¢g; : L; — M;

mapea L; isomorficamente a ker f;, y que coker f; = 0. Por tanto, pensando en L; como ker f;, y aplicando

el lema de la serpiente a las dos columnas de més a la derecha (como en el diagrama de arriba), tenemos una



sucesion exacta
O*’L24’L1HLOHO‘>OH04’O,

asi que la columna izquierda es exacta siempre y cuando los mapas coincidan con los mapas inducidos por
el lema de la serpiente. Demostrar que los mapas coinciden se deja como un ejercicio propuesto no trivial.

. Splitting Lemma

Sea 0 —> N 5 M % P — 0 una sucesién exacta corta de R-médulos. Los siguientes son equivalentes:
(1) Hay un mapa R-lineal f': M — N tal que f'(f(n)) = n para todo n € N.

(2) Hay un mapa R-lineal ¢’ : P — M tal que g (¢'(p)) = p para todo p € P.

(3) La sucesion exacta corta escinde, es decir, hay un isomorfismo 6 : M — N @ P tal que el diagrama

siguiente conmuta.

0 —— N M- sp_ 0

Jd

0O—— N — NP — P ——0

Observacion: Si reemplazamos los R-modulos por grupos y los mapas R-lineales por morfismos de grupos,
las condiciones (1) y (2) no son equivalentes: para una sucesion exacta corta 1 — H Laestk— 1,
(1) corresponde a que G sea un producto directo de H y K mientras que (2) corresponde a que G sea un
producto semidirecto de H y K (cf. Certamen 1). La razon por la cual (1) y (2) no son equivalentes para
grupos se relaciona a la no-conmutatividad. Para una sucesion exacta de grupos abelianos, (1) y (2) son

equivalentes (este es el caso especial R = Z, dado que los grupos abelianos no son nada sino Z-moédulos).

Solucién: Primero mostraremos que (1) y (3) son equivalentes, y luego que (2) y (3) son equivalentes.
(1) = (3) : Definamos 6 : M — N @ P por

Dado que f’ y g son R-lineales, 6 es R-lineal. Para ver que el diagrama del enunciado conmuta, notemos
que ir por la parte superior y la derecha del primer cuadrado tiene el efecto n — f(n) — 6(f(n)) =
(f'(f(n),g(f(n))) = (n,0) e ir por la izquierda y luego por abajo tiene el efecto n — n +— (n,0). Ir por el
segundo cuadrado tiene el efecto de mandar m € M a g(m) € P.

Para ver que 6 es inyectivo, supongamos que 6(m) = (0,0), asi f/(m) = 0y g(m) = 0. De la exactitud en
M, 1a condicion g(m) = 0 implica que m = f(n) para algin n € N. Entonces 0 = f'(m) = f'(f(n)) = n, asi
que m = f(n) = f(0) = 0.

Para mostrar que 6 es sobreyectivo, sea (n,p) € N @ P. Dado que g es sobreyectivo, p = g(m) para algan
m € M, asi que p = g(m) = g(m + f(z)) para cualquier x € N. Para tener 8(m + f(x)) = (n,p), buscamos

un x € N tal que

n=f'(m+ f()) = f'(m)+ f'(f(2)) = f'(m) + z.
Definamos = := n — f’(m). Entonces m + f(z) =m+ f(n) — f (f'(m)) vy
O(m + f(2)) = (f'(m + f(2)),9(m + f(2)))

= (n,g(m))
= (n,p)

Asi 0 es un isomorfismo de R-modulos.

(3) = (1) : Supongamos que hay un isomorfismo de R-médulos 6 : M — N @ P haciendo que el diagrama

del enunciado conmute. De la conmutatividad del segundo cuadrado del diagrama del enunciado, 6(m) =



(#,9(m)). Definamos la primera coordenada de #(m) como f'(m) : (m) = (f'(m),g(m)). Entonces f’ :
M — N. Dado que 6 es R-lineal, f’ es R-lineal. Por conmutatividad en el primer cuadrado del enunciado,
0(f(n)) = (n,0) para n € N, asi que (f'(f(n)),g(f(n))) = (n,0), por lo que f'(f(n)) =n para todo n € N.
(2) = (3) : Para obtener un isomorfismo M — N @ P, es més facil ir en la direccion opuesta. Sea
h: N&®P — M dado por

h(n,p) = f(n) + g'(p)-

Esto es R-lineal dado que f y ¢’ son R-lineales. Para mostrar que h es inyectivo, si h(n,p) = 0 entonces
f(n) + ¢'(p) = 0. Aplicando g a ambos lados, g(f(n)) + g(¢'(p)) = 0, lo cual se simplifica dando p = 0.
Entonces 0 = f(n)+4¢'(0) = f(n), asi que n = 0 dado que f es inyectiva. Para mostrar que h es sobreyectiva,

elegimos m € M. Queremos encontrar n € N y p € P tales que
f(n) +4'(p) =m.
Aplicando g a ambos lados, obtenemos

g(f(n) +g(d' () = g(m) = p = g(m).

Definimos p := g(m) y entonces preguntarnos si hay n € N tal que f(n) = m — ¢’(¢g(m)). Dado que

im f = ker g, que haya o no tal n es equivalente a verificar que m — ¢’(g(m)) € kerg :

Il
o @
—
3
~
I
e}
—~
3
~—

g (m—g'(g(m)))

Por tanto h: N@® P — M es un isomorfismo de R-médulos. Sea @ = h~! el morfismo inverso. Para mostrar

que el diagrama del enunciado conmuta, es equivalente a mostrar que el diagrama “dado vuelta”

M—2 spP— 50

q 0

0O—— N — NP — P —— 0

conmuta (h = 0*1)). Para n € N, ir a través del primer cuadrado por la izquierda y por arriba tiene el
efecto n — n — f(n), e ir de la otra forma tiene el efecto n — (n,0) — h(n,0) = f(n) + ¢'(0) = f(n). En el
segundo cuadrado, para (n,p) € N @ P ir por la izquierda y por arriba tiene el efecto (n,p) — g(h(n,p)) =
g(f(n)) +g(d'(p)) = 0+ p = p, mientras que ir de la otra forma tiene el efecto (n,p) — p — p.

(3)=(2) : Sea g’ : P — M por ¢'(p) = 0=1(0,p). Dado que p > (0,p) y 6~! son R-lineales, ¢’ es R-lineal.

Para p € P, la conmutatividad del diagrama

d

<

]

®— =
~

implica la conmutatividad del diagrama

d

||

=
N—

(@31



asi que g (¢'(p)) = g (071(0,p)) = p.

4 Propuestos

1. Terminar la demostracion del Lema 3 x 3 (este es un ejercicio dificil).

2. Mostrar el Splitting Lemma usando el Lema de los cinco.
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