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1.

Ejercicios

. Probar que los morfismos regulares son continuos con respecto a la topologia de Zariski.

Solucién: Importante, la topologia producto de A™ no es la topologia de A! x --- x Al (propuesto), asi que
el siguiente razonamiento es incorrecto: Como las funciones polinomiales son continuas en la topologia de
la norma y un morfismo regular es polinomial en cada coordenada, debe ser continuo por ser continuo en

cada coordenada.

Basta mostrar que si ¢ : X — Y es morfismo regular entonces ¢~ !(A) es cerrado en X para todo A = Y

cerrado. En efecto, supongamos que A = V(5), entonces
rep (A = px)e A= Vfe S (fop)(r) =0 Vge p*(S),g(x) =0

por tanto ¢~ 1(A) = V(p*(S)) cerrado de Zariski.

. Pruebe que cualquier permutacién de elementos de un cuerpo k es un mapa continuo de A' a si mismo en

la topologia de Zariski de A'. Deducir que si k = C entonces hay mapeos de Zariski continuos de A! a si

mismo que no son polinomios.

Solucién: En efecto, vimos en el ejemplo 4.1.58 del apunte que los cerrados de A' son exactamente los
conjuntos finitos, k y . Si ¢ es una permutacién de A!, entonces, claramente, 0~1(S) es finito para todo
S finito, es decir, preimagen de un cerrado es cerrado, por tanto ¢ es continua. En efecto, una permutaciéon
de A! no es mas que una funcién biyectiva de A' en A! y claramente existen funciones biyectivas de C en C

que no son polinomios.

. Sean X e Y espacios topologicos (por ejemplo un conjunto algebraico afin con la topologia de Zariski) y sea

f: X — Y una funcion continua. Pruebe que si X es irreducible entonces f(X) es irreducible.

Solucién: Sea f : X — Y continua y A ¢ X irreducible. Si B := f(A) no es irreducible, entonces hay dos
cerrados Fy, Fy con Iy # B, Fy # B. Ahora la igualdad A = f~1(F}) u f~}(Fy) contradice que A fuese

irreducible, lo que prueba la primera afirmacion.

Sea A — X irreducible. Sea A la clausura de A, mostraremos que A es irreducible. De nuevo, asumamos que
F; U Fy = A son dos cerrados propios. Entonces F] := Fy n Ay F} := F5 n A son pro definicién subconjuntos

cerrados propios de A, esto muestra que A no era irreducible, lo cual es de nuevo una contradiccion.

. Pruebe que si A © X con X espacio topolégico, entonces la coleccion T = {O n A, O abierto en X} es una

topologia en A, llamada la topologia inducida. Pruebe que en esta topologia C' = A es cerrado si y solo si
existe F' = X cerrado con C' = F n A.

Solucién: Para lo primero basta checkear que J, A € T y que T es estable bajo uniones arbitrarias e

intersecciones finitas, todo esto es sencillo de hacer.



Para lo segundo, notemos que si C = F' n A entonces el complemento de C' en A es A\F = A n F° que es
la interseccion de A con un abierto de X, asi que C es cerrado en A. Por otro lado, si C < A es cerrado,
entonces A\C' es abierto en A, por lo que A\C' = A O con O abierto de X, por lo que C' = A\O = An O,

que es la interseccién de A con un cerrado de X.

5. Sean X,Y conjuntos algebraicos afines con la topologia inducida por la topologia de Zariski de C™ (cf.
Ejercicio propuesto). Pruebe que los morfismos regulares ¢ : X — Y son continuos en la topologia de

Zariski.

Solucién: Basta demostrar que si A Y es un cerrado de Y entonces ¢~ *(A) es un cerrado de X. En efecto,

como A es cerrado en Y, tenemos que existe un cerrado F = V(S) € A" con A =Y n F, por tanto
rep (A = p(x)e A= p(z) e F — f(o(x)),Yfe S

Pero notemos que {f o, f € S} es una coleccion de polinomios (si somos muy rigurosos, es mas bien que foy

tienen férmulas polinomiales y por tanto los identificamos con polinomios), por lo que ¢~*(A) es cerrado.
6. Sea X un espacio topologico no-vacio. Sea Y € X un subconjunto no-vacio, dotado de la topologia inducida
(o topologia traza). Demuestre que Y es irreducible si y solo si la adherencia Y es irreducible.
Solucién: Sea A c X irreducible. Sea A la clausura de A, mostraremos que A es irreducible por contrarre-
ciproco. Asumamos que Fy U F» = A con Fy, F» < A dos cerrados propios de A, es decir F; = C; n A con C;
cerrado en X y F; & A (en particular F; es cerrado en X por ser interseccion de cerrados en X ). Definamos
Fl:=FinA=C1nAy F}:=F,n A= Cyn A entonces
a) F! es cerrado en A, puesto que F/ = F;,n A=C;nAn A=C;n A.
b) F! es subconjunto propio de A, pues sino, tendriamos F/ = F; n A = A y por tanto A = F; € A, con F;
cerrado en X, pero esto es imposible esto muestra que A no era irreducible, lo cual es una contradiccion.
de esta forma, A = F] u F con los F} cerrados propios, por lo que A no serfa irreducible.
7. Considere la variedad afin definida por X =V (xz —y?yz — a3, 22 — xzy) c A3,
a) Demuestre que el mapa ¢ : Al — X definido por p(t) = (t3,t4,t5) es un morfismo sobreyectivo.
Indicacion: Para la sobreyectividad, si (x,y, z) # (0,0,0), considere ¢ = y/x.
b) Describa el morfismo de C-algebras correspondiente al pullback de funciones regulares ¢* : O(X) —
o (A).
¢) Demuestre que ¢ no es un isomorfismo.

Demostracion:

a) Dado que ¢ es una funciéon polinomial, lo tinico que se debe verificar es que ¢(t) € X para todo t € Al
Para ello basta notar que si x = 3,y = t*, 2 = t° entonces zz = (t3) (t5) =18 =y? yz = (t4) (ts) =
t9 =23y 2y = (t6) (t4) = t19 = 22, Veamos ahora la sobreyectividad. Si (z,y, 2) = (0,0, 0) entonces
t = 0 verifica p(t) = (0,0,0) asi que podemos suponer (z,y,z) # (0,0,0). De las ecuaciones podemos

ver que esto implica = # 0, y considerando ¢ = £ tenemos

v vyt oy zyz @°2% 2%y’ z2
90(7> =\’ 3"a 5~ \ » 9 =\ —z :(xayaz)
x 3 2t x Yz xyz  xyz Yy

b) Dado que el pullback de funciones regulares esta definido simplemente por precomposicién por ¢, este

vendra dado por la férmula:

¥ 0(X) — ﬁ(Al), fz,y,2)— f (t37t47t5)



)

Basta con notar que el pullback ¢ no es un isomorfismo, pues sabemos que X =~ Al si y sélo si
OX) =0 (Al). En este caso, ¢* no es sobreyectivo, pues cualquier polinomio no-constante en su

imagen es de grado > 3. En particular T € & (Al) no posee preimagen por p*.

8. Sea X variedad afin en A" y sea f € 0(X). Defina Xy = {vr € X | f(x) # 0}.

a)

b)

¢)
d)

Demuestre que X7 es un conjunto abierto de Zariski en X (estos conjuntos se conocen como abiertos

principales de X)
Sea J el ideal en k [x1, ..., 2Zn, Zny1] generado por Z(X) y zp1f— 1, ysea Y = V(J) € A"FL. Muestre

que la proyeccion 7 : A"T! — A™ en las primeras n coordenadas es un morfismo biyectivo de Y a X I
(por lo que el abierto principal X; en X puede ser identificado como un conjunto cerrado en algin
espacio afin (méas grande)).

Muestre que los abiertos principales de X constituyen una base de la topologia.

Demuestre que GL,,(C) es un conjunto algebraico afin abierto en A”Q, y que puede verse como un
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conjunto algebraico afin cerrado en A™ 1.

Demostracion:

a)

b)

Por definicion V ({f)) es un cerrado de Zariski de A™, y entonces A"\V ({f)) es un abierto. Luego, como
X¢ =X n (AM\V({f))) por definicion de la topologia inducida Xy es abierto de X.

Notar que como J = {I(X), zp4+1f — 1), tenemos:

Y ={(z,t) e A" x Al : g(y) =0 vgeI(X),f(;z:)tzl}:{(x,f(lx))eA”xAlzxeX}

y por lo tanto la proyeccion 7 : Y — X, (x,t) — « es un morfismo biyectivo pues tiene inversa i : Xy —

Y,z — (9107 ﬁ) (que, de hecho, no es polinomial).

El hecho que una coleccion de abiertos constituya una topologia de X significa que todo abierto se
puede expresar como uniéon de ellos. Por lo tanto consideramos U < X abierto y veamos que existe
fi,ooos fm € O(A™) tal que U = |J;~, Xy,. Tenemos entonces que si U es un abierto de X, entonces
X\U es un cerrado y por lo tanto I(X\U) es un ideal de &(X). Ahora, como €(X) = & (A™)\Im(X)
es cociente de un anillo noetheriano es también noetheriano y por tanto el ideal 3(X\U) = {f1,..., fm)

es finitamente generado. Tenemos entonces que:
U = X\V(Im(X\U)) = X\V (f1, . f) = X\ (ﬂ Vﬂ) -Jxs,
i=1 i=1

Notar que, viendo a GL,,(C) dentro de A podemos caracterizarlo como:
GL,(C) = {A e A" : det(A) # o} — A" \V( det )

y por lo tanto GL,,(C) corresponde a un abierto de Zariski puesto que det : A" = C es una funcién
polinomial de las entradas de la matriz y por tanto define una funcién regular en A™ . Dado que GL, (C)
puede ser definido por una sola ecuacién corresponde a un abierto principal de A y por la parte (b)
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esta en biyeccién con un cerrado de A™ +1.

9. Sea V un conjunto algebraico afin en A™ sobre k = C.

a)
b)

Probar que los morfismos regulares en C son continuos en la topologia inducida por la norma.

Probar que V' < C™ es un conjunto cerrado en la topologia inducida por la norma (asi que los cerrados

de Zariski de A™ sobre C también son cerrados en la topologia usual).
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11.

12.

13.

¢) De un ejemplo de un conjunto A < A" cerrado en la topologia de la norma pero que no sea cerrado
en la topologia de Zariski. (Asi la topologia incuida por la norma es més fina que la de Zariski. Més

informalmente, la topologia de Zariski tiene muy pocos cerrados)
Solucion:

a) Las funciones polinomiales son continuas con respecto a la topologia de C en la llegada, ademéas un
morfismo regulares es polinomial coordenada a coordenada, asi que es continuo en la topologia producto
de A™, que coincide con la topologia de la norma de A™ (cf. MAT023 o MAT225).

b) En efecto, si V esta dado por los ceros de polinomios fi, ..., f,, entonces V = ) fi_1 (0), pero los
polinomios son funciones continuas en la topologia de Zariski y los singletons son cerrados en la topologia
de Zariski (y también en la topologia de la norma), asi que V es cerrado por ser interseccion de conjuntos

cerrados.

c¢) Basta tomar n = 1 y cualquier subconjunto propio infinito de A!. (cf. Ejemplo 4.1.58. del apunte).

Pruebe que si ¢ : V' — W es un morfismo sobreyectivo entonces su pullback ¢* : O(W) — O(V) es inyectivo.

De un contraejemplo del reciproco.

Solucién: En efecto, si o*(f) = ¢*(g) entonces fop = goyp, pero como ¢ es sobreyectivo, admite una inversa
por la derecha ®, componiendo por la derecha con esta funciéon tenemos f = g, asi que p* es inyectivo. Para el
contraejemplo consideremos ¢ : X — Al (z,y) — z con X = {(x,y) € A%| 2y = 1}, este no es sobreyectivo
pues p(z,y) = 0 = x =0 = xy # 0. Sin embargo, el pullback es p* : (A!) = k[z] - O(X) =
k[z,y]/{zy — 1), el cual mapea el 1 al 1 (por ser un morfismo de k-algebras) y mapea z a z. Claramente

©*(f) # 0 para todo f # 0, asi que ¢* es inyectivo.

Pruebe que si ¢* : O(W) — O(V) es sobreyectivo entonces el morfismo asociado ¢ : V- — W es inyectivo.

De un contraejemplo del reciproco.

Solucién: Asumamos que ¢* es sobreyectivo y probemos que f es inyectivo. Sean 1, z2 € X dos puntos con
y:= f(x1) = f(x2). Asumamos que x1 # 2, entonces hay alguna funcion (por ejemplo, la restriccion de la

*

funcién proyeccion a la i-ésima coordenada) ¢ € A(X) con p(x1) # @(x2). Sin embargo, ¢* es sobreyectiva,

asi que hay algin ¢ € A(Y) con ¢*(¢)) = ¢. Esto implica que

b(y) = ¥(f(21) = fH) (1) = p(a1) # p(w2) = [*()(w2) = P(f(22)) = (),

lo cual es una contradiccién rotunda. Debemos tener 1 = 5.

Para el contraejemplo consideremos
X=ALY =V(@®—y’)p: X > Vit — (,8)p" : A(Y) - AX), (z,9) — (£*, )

Aqui ¢ es biyectiva pero ¢* no es sobreyectiva, dado que no mapea nada a t.

Sea V' un conjunto algebraico finito de A™. Si V' tiene m puntos, probar que O(V') es isomorfo como k-élgebra

a k™. (Usar teorema chino del resto).

Solucion: Sea V = {a;}ie; con I = {1,...,m} conjunto algebraico afin finito de A™. Sea a € V sabemos
que Z(a) = {x1 — ai,..., &y — ap). Notemos que Z(a) + Z(b) = Afz1,...,x,] esto pues si a; # b; entonces
r—aj— (x—0bj) =bj —a; € k¥ por lo que 1 € Z(a) + Z(b). Asi, como Z(V) = Z(|{ai}ier) = (Z(a;)
por el Teorema Chino del Resto obtenemos k[z1,...,z,]/Z(a1) n - nZ(am) ~ k[z1,...,2,]/L(a1) x -+ X
klz1,...,zn]/Z(am) =~ k™. Ademads, estos podemos verificar (ver por ejemplo la demostracion del Teorema

Chino del Resto) que estos morfismos de anillos son también claramente morfismos de k-algebras.

Sea V cualquier linea en R?. (El cero de un polinomio lineal no constante az + by — c). Probar que como

R-4lgebras, O(V) es isomorfo a R[z] y describa el isomorfismo correspondiente de V a Al
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15.

Solucioén: Si b # 0,
®:Rlz,y] » R[z], y— (c—azx)b™t, z—=zx
es un morfismo de R-algebras sobreyectivo de kernel Z(V'), asi que induce el morfismo de R-algebras pedido
por Noether, ademés induce el isomorfismo ¢ : Al — V < A2, t — (¢, (c — at)b~!) que cumple p* = ®.
Sib=01ya+#0 entonces
O :Rlz,y] » R[z] y—z z+—c/a

es un morfismo de R-algebras sobreyectivo de kernel Z(V') asi que induce, por Noether, el isomorfismo pedido,

también induce el isomorfismo ¢ : A -V < A2t — (c/a,t) que cumple p* = ®.

Suponga que ¢ : V — W es un morfismo de variedades algebraicas afines. Si W’ es una variedad algebraica
afin de W (W' < W) probar que la preimagen V' = ¢~} (W’) de W’ en V es una variedad algebraica afin
contenida en V. Si W = V(I) mostrar que V' = V((I)) para el morfismo @ : O(W) — O(V).

Solucién: En efecto, sea x € V' = ¢~1(W’) arbitrario, tenemos

reV = p@)eW =V({I)=Vfel,(fop)(r)=0+=Vge o*(I),g(x) =0

Suponga que V < A" es una variedad algebraica afin y f € O(V). El grafo de f es la coleccion de puntos
{(a1,...,an, f(ai,...,a,))} € A"t con (ai,...,a,) € V. Probar que el grafo de f es una variedad algebraica

afin isomorfa a V.

Solucién: Como 7 : Gr(f) - V, (a1,...,an, f(a1,...,a,)) — (a1,...,a,) es polinomial y es la restriccion
de una funcién polinomial en todo A"*!, por el ejercicio anterior, tenemos que Gr(f) es variedad algebraica

afin. Ademas, asi, 7 es isomorfismo.

Propuestos

. Probar que la topologia producto en A™ = A! x ... x Al y la topologia de Zariski en A" no coinciden (para

n = 2) (Es una maés fina que la otra?



	Ejercicios
	Propuestos

