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CAPITULO 1

PRERREQUISITOS

Durante todo el texto denotaremos por N = {0,1,2,...} el conjunto de
los nimeros naturales, Z el anillo de niimeros enteros, y por Q, R y C los
cuerpos de los ntdmeros racionales, reales y complejos. De manera similar,
N2l ={1,2,3,...}, R°? = {z € R | # > 0}, etc. Dado x € C denotamos por
xZ = {nx, n € Z} al conjunto de miltiplos enteros de x. Ademds, usaremos
las siguientes abreviaciones:

» c.f. (confer): "comparar con".

» e.g. (ezempli gratia): "por ejemplo".

» ie. (id est): "es decir".

La notacion f : A — B (resp. f : A — B) indica que f es una funcién
inyectiva (resp. sobreyectiva).

Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo k£ y S C V un sub-conjunto,
denotamos por Vecty(S) al k-sub-espacio vectorial generado por S.

1.1. Relaciones de equivalencia y cocientes

Definicion 1.1.1 (relacién de equivalencia). — Sea A un conjunto y sea
Z una relacion en A (es decir, un subconjunto Z C A x A). Si para todo
(a,b) € A x A tal que (a,b) € Z escribimos a ~ b, entonces decimos que Z es
una relacién de equivalencia si es:

1. reflexiva: a ~ a para todo a € A,

2. simétrica: a ~ b si y sélo si b ~ a para todos a,b € A,

3. transitiva: si a ~ by b~ c entonces a ~ ¢, para todos a, b, c € A.
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Definicion 1.1.2 (clase de equivalencia). — Sea Z una relacién de equiv-
alencia en A. Para todo a € A diremos que el conjunto
[alz ={bcAla~b}={beA|b~a}

es la clase de equivalencia de a € A respecto a %, el cual es también
denotado @ mod Z. En caso que la relacién & sea clara en el contexto,
escribiremos simplemente [a] o bien a.

Definicion 1.1.8 (cociente). — Sea Z una relacién de equivalencia en A.
El conjunto cuyos elementos son todas las clases de equivalencia es llamado
conjunto cociente de A por Z, y serd denotado A/Z (o simplemente A/ ~
si la relacion Z es clara en el contexto). Explicitamente,

A/# = {lalz, a € A}.
Las relaciones de equivalencia satisfacen las siguientes propiedades.

Proposicion 1.1.4. — Sea Z una relacion de equivalencia en A. Entonces:

1. Para todo a € A,a € |alg. En particular, [a]s # 0.

2. 851 b € [a]lp entonces a € [b]ly. Ademds, en este caso tenemos que
ale = bl

3. Para todos a,b € A ya sea [aly = [ble o bien [a]lz N [blz = 0. En
particular, A es la union disjunta de las clases [a]g.

Demostracion. — Ejercicio al lector. O

Uno de los principales ejemplos de relacién de equivalencia es la congruen-
cia médulo n € N1

Ejemplo 1.1.5. — Sea n € NZ!. Consideremos la relacion en Z dada por
a~bsndvidea—0b
& Jk € Z tal que a — b = nk.

No es dificil verificar que la relacién anterior es en efecto una relacién de
equivalencia. Utilizaremos la siguiente notacién en lo que sigue:

» Si a ~ b, escribimos a = b (mod n) y diremos que "a es congruente con
b médulo n".
= La clase de equivalencia de a médulo n estd dada por

[al, ={b€Z|a=b (modn)}.
= El conjunto de clases de equivalencia, "Z médulo nZ", es denotado por

Z/)nZ = {la]n, a € Z}.
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Por ejemplo, si n = 2 entonces observamos que
O2={a€Z|a=0 (mod2)}={a€Z|3ke€Z, a=2k}

es el conjunto de enteros pares. De manera similar, 1]y es el conjunto de
enteros impares. Luego, el cociente Z/2Z = {[0]2, [1]2} es un conjunto con 2
elementos.

Recuerdo 1.1.6 (division euclideana). — Sean a,b € Z con b # 0. En-
tonces existen tnicos enteros ¢,r € Z tales que a =bg+ 1y 0 < r < |b|.

Ejercicio 1.1.7. —

a) Utilizando la divisién euclideana en Z, demostrar que

Z)nZ = {[0]n, 1n,s .-, [n —1]n}.

b) Demostrar que para todo a,b € Z se tiene que [a + b],, v [ab],, dependen
sélamente de [a],, y [b]n, es decir, si @ = @’ (mod n) y b = b (mod n)
entonces [a + b], = [@ + V], y [ab], = [a'b'],. En particular, la suma
la]n, + [b]n := [a + b], y el producto [a], - [b], := [ab], de clases de
equivalencias estdn bien definidos.

Lema 1.1.8 (Bézout). — Sean a,b € Z no nulos. Entonces existen x,y € Z
tales que ax + by = mcd(a, b).

Demostracion. — Sea S = {ax + by | x,y € Z} y sea d el menor elemento
en S NNZL Observemos que d divide a a. En efecto, la divisién euclidiana
permite escribir:
a=qd+r, cong,re€Z,0<r<d

Dado que a,d € S, tenemos que r = a — qgd € S. Por otro lado, como d es
el minimo de S N NZ! tenemos necesariamente que 7 = 0 (de lo contrario, se
obtiene una contradiccién con la minimalidad de d). Por lo tanto, d | a ("d
divide a a"). Andlogamente, d | b.

Finalmente, si d’ un divisor en comun de a y de b entonces d’ divide a todos
los elementos de S. En particular, d’ | d y luego d’ < d. Se concluye de esta
manera que d = med(a, b) = axg + by para ciertos xg, yo € Z. ]

Corolario 1.1.9. — Sea p un ndmero primo. Entonces para todo a € Z tal
que pta, existe b € Z tal que ptb tal que ab =1 (mod p).
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Demostracion. — Dado que p no divide a a € Z se tiene que mcd(a,p) = 1,
pues p es primo. Entonces, el lema de Bézout implica que existen x,y € Z
tales que ax + py = 1. Equivalentemente,

ax — 1 =p(-y)
Si definimos b = x, entonces ab =1 (mod p). O

Una consecuencia del corolario anterior es que para todo nidmero primo p,
el conjunto

Z/pZ = {[O]Ib [1]1?’ B [p - 1]p}
es un cuerpo (ver Definicién 2.1.3). En efecto, para todo [a], # [0], existe
la],* tal que [al, - [a]* = [1],.
Notacion 1.1.10. — Sea p un nimero primo. Denotaremos por I, al cuerpo
de p elementos (Z/pZ,+,-).

Ejercicio 1.1.11. — Calcular las tablas de suma y multiplicacién en Fs.
Ejercicio 1.1.12. — Sea p un nimero primo.
a) Sea k € {1,...,p—1}. Probar que p divide a (}) = ﬁik)!‘

b) Probar que para todos z,y € F, se tiene (z + y)P = 2P + yP.

1.2. Permutaciones

Definicion 1.2.1 (permutacién). — Sea n € NZ!. Una permutacién del
conjunto {1,2,...,n} es una funcién biyectiva

o:{1,2,....n} = {1,2,...,n}

La denotaremos mediante

1 2 n
g =
o(1)  o(2) o(n)
6 simplemente
o = (0(1),0(2),...,0(n)).
Ejemplo 1.2.2. — La permutacién o = (2,3,4, 1) corresponde a la biyeccién
1—2
2—3
o
3—4

41
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Notacion 1.2.3. — El conjunto de todas las permutaciones de {1,...,n}
serd denotado &,,. Ademds, si 0,7 € G, entonces denotamos o7 := g orT
(composicién de funciones) y como o~! a la funcién inversa de o.

Ejemplo 1.2.4. —
1.Si o = (2,3,4,1) vy 7 = (2,1,4,3), entonces 70 = (1,4,3,2) y
or = (3,2,1,4). Ademads, la inversa de o se calcula gréficamente
como a continuacion:

1—2 1—14

2—3 1 21
(2 — O .

3—~4 32

41 4+ 3

2. 63=1(1,2,3),(2,1,3),(3,2,1),(1,3,2),(2,3,1),(3,1,2)}
Proposicion 1.2.5. — El cardinal de &,, esn!=1-2---n.

Demostracion. — Por induccién en n € NZ1. Si n = 1, entonces S; = {(1)}.
Supongamos que |&,| = n! para algiin n, y consideremos &,, 1. Para k € N=!
tal que 1 < k < n + 1, consideremos Ai como el nimero de ¢ € G, 41
tales que o0 = (a1,a2,...,an41), con ar = n + 1. Dada una permutacién
tal, definimos (aj,ag,...,ak—1,ak+1, ..., an+1) € S,. Reciprocamente, dada
(b1,b2,...,b,) € &, definimos o = (by,ba,...,0p_1,n + 1,b,...,b,) (per-
mutacién de la forma anterior). Luego, Ar = |6, = nl. Finalmente,
Gnr1l = S0 A = St nl = (n+ 1)\, O

Definicion 1.2.6 (transposicién). — Una permutacién 7 € &, que sélo
cambia dos elementos de {1,...,n} es llamada una transposicién.

Notacion 1.2.7. — Sea n > 2. Para todos 4,5 € {1,...,n} tales que i # j,

denotamos por 7 = (i,7) a la transposicién tal que 7(i) = 7, 7(j) = i y

7(k) = k para todo k distinto de i y de j.

Observacion 1.2.8. — Notar que (4,5) = (4,1) = (4,5) L.

Ejemplo 1.2.9. — Siguiendo la Notacion 1.2.7, se tiene que
&3 = {id, (1,2),(2,3), (1,3),(2,3,1),(3,1,2)}.

Definicién 1.2.10 (inversién). — Sea 0 € &, y sean 4,j € NZ! tales que
1 <i < j < n. Decimos que o invierte i y j si o(i) > o(j).

Ejemplo 1.2.11. — 1. Laidentidad id = (1,2,...,n) no tiene inversiones.
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2. La transposicién (1,2) € &, tiene 1 inversion.

3. (2,3,1) y (3,1,2) en &3 tienen 2 inversiones.
Ejercicio 1.2.12. — Demostrar que la transposicién (i,j) € &, tiene
2|i — j| — 1 inversiones.
Definicion 1.2.13 (signatura). — Sea o € &,,. Llamaremos al numero

6(0‘) — (_1)n1’1mer0 de inversiones de o

la signatura de o. Decimos que o es par (resp. impar) si (o) = 1 (resp.
g(o) = —1).

Ejemplo 1.2.14. — 1. La identidad es par, pues ¢(id) = (-1)% = 1.
2. ¢((i,7)) = —1, es decir, toda transposicién es impar.
3. En &3 hay 3 permutaciones pares y 3 permutaciones impares.

Lema 1.2.15. — Sea 0 € G,,. Entonces,

8(0’) — H O-(.]) - J(Z)

1<i<j<n J—e
Demostracion. — Claramente, la cantidad
[[29 -t
g 70

tiene el mismo signo que e(0). Ademds,
2

o(j)—o(i)| _ o(j) —o(7) 2_Hi;éj(0(j)_a(i))
11 j—i _H< j—i > 1Ly -9

Para obtener la tltima igualdad, nétese que los términos en el numerador y

1<j 1<j

denominador son los mismos, pues ¢ es una biyeccién. ]
Proposicion 1.2.16. — La signatura € : S,, — {—1,1} satisface

e(or) =e(o)e(r)
para todos o, T € &,.

Demostracion. — Sean 0,7 € &,,. Como

o(j) =) _ o) —o(j)

j—i i—J

9
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esta cantidad no depende del orden de ¢ y j. Luego,

ot —olr()
=56

lo que implica que

) = [ 2T o)
1<J
_1ro() —o(m(@) yp7U) —7@)
_11 7(5) — (i) 11 j—i
=e(o)e(r),
de donde se obtiene el resultado. ]

Observemos que los elementos de 63 = {id, (1, 2), (2, 3),(1,3),(2,3,1),(3,1,2)}
pueden ser escritos como productos de transposiciones. En efecto, id = (1,2)(1,2),
(2,3,1) = (1,3)(1,2) y (3,1,2) = (1,2)(1,3). Ademds, dicha escritura no
es unica pues (3,1,2) = (1,2)(1,3) = (1,3)(2,3). La proposicién siguiente
generaliza esta situacion.

Proposicion 1.2.17. — Toda permutacion se escribe como producto de trans-
posiciones. Dicha escritura no es unica, pero toda descomposicion de una per-
mutacion par (resp. impar) tiene un nimero par (resp. impar) de factores.

Idea de la demostracion. — La demostracion es algorftmica. La idea es, dada
o € 6, multiplicar transposiciones por su izquierda para ir obteniendo cada
vez mds elementos fijos. Supongamos por ejemplo que

1 2 3 4 )
2 4 1 ) 3
Como 1+ 2 via o, componemos con (1,2):

2 3 4 5
1 4 2 5 3

(1,2)0 =

Como 2 +— 4 via la permutacién anterior, componemos con (2,4):

1 2 3 4 5)
(2,4)(1,2)0 =
1 2 4 5 3
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Como 3 — 4 via la permutacién anterior, componemos con (3,4):

1 2 3 4 5
(3,4)(2,4)(1,2)0 = = (4,5)
1 2 3 5 4
Asi, se obtiene por ejemplo que (2,4)(1,2)0 = (3,4)71(4,5) = (3,4)(4,5) (c.f.
Observacion 1.2.8), y luego o = (1,2)(2,4)(3,4)(4,5) .
Tal como notamos anteriormente, la escritura no es tnica. Sin embargo, si
o =TT Tr, donde cada 7; es una transposicién, entonces

e(o) =e(n)e(m)---e(r) = (=1)°

Luego r y o poseen la misma paridad. O



CAPITULO 2

GRUPOS

2.1. Generalidades sobre los grupos
2.1.1. Definiciones. —

Definicion 2.1.1. — Un grupo es un conjunto no vacio G dotado de una

ley de composicién interna
GxG—G
(91,92) — 9192
que satisface las siguientes condiciones:

1. asociatividad: para todos g1, g2, g3 € G tenemos que

(9192)93 = 91(9293);
2. elemento neutro: existe un elemento e € G (necesariamente unico) tal
que para todo g € G tenemos que

ge =e¢eg =4g;
3. inverso: para todo g € G existe un elemento g~! € G (necesariamente

unico) tal que

Observacion 2.1.2. — Un conjunto no vacio S dotado de una ley de com-
posicién interna asociativa (i.e., que verifica la condicién (1)) es llamado un
semi-grupo. Por otro lado, si S ademds posee un elemento neutro (i.e., veri-
fica las condiciones (1) y (2)) es llamado un monoide .

Denotamos frecuentemente por 1 el elemento neutro de un grupo. Para todo
elemento g de un grupo G y todo entero n € Z, denotamos
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n veces

,-/\\ .

g---g sin > 0;
g" = e sin=0;

—Mn veces

———
gl g7t sin<o0

En particular, si n,m € Z entonces

gm+n — gmgn.

Decimos que el grupo G es abeliano (o conmutativo) si para todos
g1,92 € G tenemos que g1g2 = gogi- En cuyo caso, la ley de composicién
interna es generalmente escrita de forma aditiva g; + g2, el elemento neutro
es denotado 0, y el inverso de g es llamado el elemento opuesto, el cual es
denotado —g.

Definicion 2.1.3 (anillo y cuerpo). — Sea (A, +,-) un conjunto no-vacio
con dos leyes de composicién interna. Se dice que A es un anillo si:

1. (A, +) es un grupo abeliano.

2. (A,-) es un monoide.

3. Para todos a,b,c € A se tiene que a(b+c) = ab+acy (b+c)a = ba + ca.

Ademds, se dice que A es un anillo abeliano si ab = ba para todos a,b € A.
Finalmente, diremos que un anillo abeliano k es un cuerpo si k # {0} y si

(k\ {0},-) es un grupo.

Decimos que el grupo G es finito si el conjunto subyacente es finito. En
cuyo caso, su cardinal es llamado su orden, el cual es denotado |G|.

Si G y G’ son grupos podemos formar el grupo G x G’, llamado pro-
ducto directo, dotando al conjunto producto de la ley de composicién interna

(91,91)(92, 95) = (9192, 9192)-
Ejemplo 2.1.4. —
1. Los enteros con la suma (Z,+) forman un grupo abeliano.
2. Si k es un cuerpo (como Q,R o C), (k,+) y (k\ {0},:) son grupos
abelianos. Mds generalmente, para un anillo A tenemos el grupo abeliano
(A, +) y el grupo multiplicativo (A%, -) de unidades de A (los elementos
de A que son inversibles respecto a la multiplicacién). En particular, si
k es un cuerpo entonces k* =k \ {0}.
3. Para todo entero n € N*, el par (Z/nZ,+) es un grupo finito de orden n.
Estos grupos son llamados ciclicos.
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4. Si X es un conjunto, el conjunto Biy(X) de biyecciones de X en X,
dotado de la composicién de funciones, es un grupo. En particular, el
grupo simétrico &,, de biyecciones del conjunto {1,...,n} es un grupo
finito de orden n!, no abeliano para n > 3.

5. Si k es un cuerpo, las matrices inversibles de tamano n xn con coeficientes
en k forman el grupo general lineal GL, (k). Si V es un k-espacio
vectorial, las aplicaciones lineales biyectivas de V' en V forman un grupo
GL(V). Si V es de dimensién finita n, la eleccién de una base de V
provee un isomorfismo entre GL(V) y GL, (k). Las aplicaciones afines
biyectivas de V en V (es decir, las aplicaciones de la forma = — u(zx) + b,
donde v € GL(V) y b € V) forman también un grupo, llamado el grupo
general afin, denotado GA (V).

6. Mdas generalmente, si A es un anillo conmutativo, podemos formar el
grupo GL,,(A) de matrices inversibles de tamano n x n con coeficientes en
A, el cual estd formado® por las matrices cuyo determinante pertenece
a A*. Por ejemplo, el grupo GL,(Z) esta constituido por matrices de
tamafio n X n con coeficientes enteros y determinante +1.

Ejercicio 2.1.5. — Sea G un grupo tal que g2 = e para todo g € G. Mostrar
que G es abeliano.

Ejercicio 2.1.6. — Mostrar que GL,,(Q) es denso en GL,(R).

2.1.2. Sub-grupos y generadores. — Un subconjunto H de un grupo
G es llamado un sub-grupo, en cuyo caso escribiremos H < G (y H < G
o bien H < G si ademds H # (), si la ley de composicién interna de G se
restringe a H dotdndolo de estructura de grupo, lo que equivale a las siguientes
propiedades:

1. e€ H;

2. para todos hi, he € H, tenemos que hihy € H;

3. para todo h € H, tenemos que h™! € H.

Ejemplo 2.1.7. —

1. La interseccion de una familia arbitraria de sub-grupos de un grupo G es
un sub-grupo de G.

(G} una matriz M admite una inversa M ! con coeficientes en A, al tomar determinantes en
la formula M - M~ = I,,, la relacién det(M)det(M ') = 1 implica que det(M) es invertible
en A. Reciprocamente, si det(M) es invertible en A, la férmula M - ‘com(M) = det(M)I,
implica que M admite una inversa con coeficientes en A.
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2. Los sub-grupos de Z son de la forma nZ para n € Z.

3. El grupo ortogonal O,(R) de matrices M de tamaiflo n x n reales
ortogonales (es decir, que satisfacen M ‘M = I, es un sub-grupo de
GL,(R).

4. Sea n un entero > 2. El grupo diedral D,, de transformaciones ortog-
onales de R? preservando los vértices de un poligono regular de n lados
centrado en el origen es un sub-grupo de orden 2n de O3(R). En efecto,
si r es la rotacién de dngulo 27” v s es la simetria respecto a una recta
pasando por el origen y uno de los vértices, entonces

n—1 n—1
D, ={e=1Ig,r...,r" " s,rs,...,r"" s},

donde rsrs = e. Podemos ver también D,, como un sub-grupo del grupo
G, va que sus elementos permutan los n vértices del poligono.
5. El centro
Z(G)={h e G|Vg € G, gh=hg}

de un grupo G es un sub-grupo de G. Un grupo G es abeliano si y
solamente si Z(G) = G. Por ejemplo, se puede probar que el centro de
GL,, (k) estd formado por homotecias, es decir, matrices de la forma A1,
para cierto A € k*.

Ejercicio 2.1.8. — Calcular el centro del grupo diedral D,,.
Ejercicio 2.1.9. — Calcular el centro del grupo simétrico &,,.

Proposicion 2.1.10. — Sea A un sub-conjunto de un grupo G. Entonces,
existe un sub-grupo de G conteniendo a A el cual es minimal respecto o la
inclusion (es decir, el mds pequenio posible). Dicho sub-grupo es llamado el
sub-grupo generado por A y lo denotamos por (A).

Demostracion. — Una forma de definir (A) es via la interseccién de todos los
sub-grupos conteniendo A:
= H
ACH
donde el indice H recorre todos los sub-grupos de G (usar el Ejemplo 2.1.7 (1)
para verificar que (A) es efectivamente un sub-grupo). De manera equivalente,
podemos construir (A) explicitamente como

(A) = {25252 2" |neN,a; € Aje € {—1,1}}.
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Un sub-conjunto A de un grupo G es un conjunto generador de G (o
bien, genera G; o bien, es un conjunto de generadores de G) si (A) = G.
Diremos que G es de tipo finito (o finitamente generado) si admite un
conjunto de generadores finito. Todo grupo finito es obviamente un grupo de
tipo finito.

jAtencion! — Un sub-grupo de un grupo de tipo finito no es necesariamente
de tipo finito (ver Ejercicio 2.1.14).

Ejemplo 2.1.11. —

1. Sea n € NZ1. El grupo Z/nZ es generado por la clase de equivalencia de
cualquier entero relativamente primo a n.
2. Los siguientes tres conjuntos generan al grupo simétrico G&,,:
= todas las transposiciones;
= las transposiciones (1,2),(2,3),...,((n —1),n);
= la transposicién (1,2) y el ciclo (2,3,...,n,1).
3. Con las notaciones precedentes, el grupo diedral D,, es generado por la
rotacién r y la simetria s.

Ejercicio 2.1.12. — Demostrar que un grupo de tipo finito es numerable.
Ejercicio 2.1.13. — Demostrar que el grupo (Q, +) no es de tipo finito.

Ejercicio 2.1.14. — Sea G el grupo (de tipo finito) de GLy(Q) generado por
las matrices
20 1 1

y
0 1 0 1
Demostrar que el sub-grupo de G formado por los elementos de G cuyos coe-
ficientes en la diagonal son todos iguales a 1 no es de tipo finito.

2.1.3. Morfismos de grupos. — Un morfismo de grupos (u homo-
morfismo) es una aplicacién f : G — G’ entre grupos, tal que

Vo1,92 € G f(g192) = f(91)f(g2).

Si f es biyectiva, se deja como ejercicio al lector verificar que la funcién inversa

f~! también es un morfismo de grupos, en cuyo caso decimos que f es un

isomorfismo. Si G = G’ entonces un morfismo f : G — G es llamado un

endomorfismo y un isomorfismo f : G — G es llamado un automorfismo.
Si f: G — G es un morfismo de grupos, el kernel y la imagen de f

ker(f) ={9€ G| f(g) =€}, Im(f)={f(9)|g€G}
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son sub-grupos de G y G’, respectivamente.

Ejercicio 2.1.15. — Sea f: G — G un morfismo de grupos. Demostrar que
la imagen inversa por f de todo sub-grupo de G’ es un sub-grupo de G, y la
imagen por f de todo sub-grupo de G es un sub-grupo de G'.

Un morfismo f es injectivo si y solamente si ker(f) = {e}; el es sobreyectivo
si y solamente si Im(f) = G'.

Ejemplo 2.1.16. —

1. Sea n € N2 La proyeccién canénica Z — Z/nZ es un morfismo so-
breyectivo. Su kernel es el sub-grupo nZ.

2. La signatura ¢ : 6,, — {£1} es un morfismo de grupos, sobreyec-
tivo cuando n > 2. El kernel de dicho morfismo es llamado el grupo
alternante 2,,. No es dificil verificar (c.f. Teorema 2.5.5) que 2,
estd generado por los 3-ciclos (a,b,c) ya que (a,b)(a,c) = (a,c,b) v
(a,b)(c,d) = (a,c,b)(a,c,d).

3. La funcién exponencial exp : (C,+) — (C*, x) es un morfismo sobreyec-
tivo. Su kernel es el sub-grupo 2miZ de C.

4. Sea k un cuerpo. El determinante det : GL, (k) — k* es un morfismo
sobreyectivo. Su kernel es el grupo especial lineal de matrices de
determinante 1; es denotado SLy, (k).

5. El conjunto formado por todos los automorfimos de un grupo, dotado de
la ley de composicién de funciones, es un grupo que denotamos Aut(G).
Dado g € G, la aplicacién

Lg:G— G

T — gavg_1

es un automorfismo de G. Un automorfismo de G de dicha forma es

llamado un automorfismo interno de G, y ¢ : G — Aut(G), dado por

g+ tg, es un morfimo de grupos cuyo ntcleo es el centro Z(G).

2.1.4. Clases laterales. — Sea H un sub-grupo de un grupo G. Definimos
sobre G la relacién de equivalencia # de la forma siguiente:

91%g2 < 3h € H, g2 = g1h.

Podemos verificar facilmente que Z es efectivamente una relacién de equiva-
lencia (es decir, es reflexiva, simétrica y transitiva). La clase de equivalencia de
un elemento g € G esta dada por gH := {gh | h € H}. Los sub-conjuntos gH
(para g € ) son llamados clases laterales izquierdas de G, y el conjunto
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cociente de G por Z (es decir, el conjunto cuyos elementos son las clases lat-
erales izquierda) es denotado G/H. El cardinal del conjunto G/H es denotado
[G : H] y es llamado el indice de H en G.

Podemos definir también las clases laterales derechas Hg := {hg | h € H}
para g € G, y el respectivo conjunto cociente (es decir, el conjunto cuyos
elementos son las clases laterales derechas) es denotado H\G.

Es importante remarcar que, afortunadamente, es indiferente de trabajar
con clases laterales izquierdas o derechas. En efecto, la aplicacién inversa

®:G — G, g— g ' envia gH en Hg~'. Por ende, induce una biyeccién

G/H — H\G.

Ademsds, dado g € G la aplicacion H — G dada por h — gh induce una
biyeccién
H — gH.

En particular, si H es finito, el cardinal de una clase lateral izquierda gH
es igual al orden de H. Las clases laterales izquierdas forman por ende una
particién del conjunto G, todas del mismo cardinal |H|. Dado que el cardinal
del conjunto de clases laterales es por definicién [G : H], podemos deducir
facilmente el siguiente resultado.

Teorema 2.1.17 (Teorema de Lagrange). — Sea H un sub-grupo de un
grupo finito G. Entonces

G| = [H|[G : H).
En particular, el orden de un sub-grupo de G divide el orden de G.

Ejercicio 2.1.18. — Sea G un grupo de tipo finito y sea H un sub-grupo de
indice finito de G. Demostrar que H es de tipo finito.

Indicacion: Si ai,...,am generan G, y st g1H,...,goH son todas las
clases laterales izquierdas, donde g1 = e, demostrar que el conjunto finito
Hn{g; argj | 1 <k <m,1<i,j<n} genera H.

2.1.5. Sub-grupos normales. — Diremos que un sub-grupo H de un
grupo G es un sub-grupo normal, en cuyo caso denotaremos H < G (y
H <G o bien H € G si ademds H # G), si dicho sub-grupo es estable por
todos los automorfismos internos de G, es decir, si

Vge G Yhe H, ghg'eH.

Para todo grupo G, los sub-grupos {e} y G de G son sub-grupos normales.
El grupo G es llamado simple si G no posee otros sub-grupos normales y si

G # {e}.
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Si f: G — G’ es un morfismo de grupos entonces ker(f) < G. Sin embargo,
en general la imagen de f no es un sub-grupo normal de G'.

Ejercicio 2.1.19. — Sea f : G — G’ un morfismo de grupos. Probar que si
H' <4 G’ entonces f~1(H') < G.

Es importante remarcar que si H es un sub-grupo normal de G, entonces
las clases laterales izquierdas y derechas respecto a H coinciden. En efecto,
para todo g € G tenemos que gH = Hg ya que gHg~' = H y por ende G/
H = H\G. Dejamos como ejercicio al lector verificar que el reciproco es cierto:
si H es un sub-grupo de G tal que G/H = H\G, entonces H es un sub-grupo
normal de G.

Ejemplo 2.1.20. —

1. Todos los sub-grupos de un grupo abeliano son normales.

2. El grupo alternante 2, es normal en el grupo &, ya que es el kernel del
morfismo signatura. Por lo tanto, &, no es simple para n > 3.

3. Si k es un cuerpo, el sub-grupo SL, (k) de GL, (k) es normal, ya que es
el kernel del morfismo determinante.

Ejercicio 2.1.21. — Sea G un grupo y sea H un sub-grupo de G de indice
2. Demostrar que H es normal en G.

Ejercicio 2.1.22. — Sea G un grupo y sea {H, }icr una familia arbitraria de
sub-grupos normales de GG. Probar que la interseccién N;crH; es un sub-grupo
normal de G.

2.1.6. Cocientes. — Sea H un sub-grupo de un grupo G. Nos gustarfa
dotar al conjunto G/H de una estructura de grupo de tal suerte que la apli-
cacién (sobreyectiva)
p:G—G/H
gr—gH

que envia un elemento ¢ en su clase lateral izquierda gH sea un morfismo de
grupos. En este caso, el elemento neutro de G/H tiene que ser necesariamente
p(e) = eH, y por ende el kernel de p debe estar dado por la clase lateral de e,
es decir, H. Concluimos asi que ker(p) = H debe ser normal en G (condicién
necesaria). El resultado siguiente nos muestra que esta condicién es ademds
suficiente.
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Teorema 2.1.23. — Si H es un sub-grupo normal de G, entonces G/H puede
ser dotado de una tnica estructura de grupo de tal suerte que la aplicacion
sobreyectiva p : G — G/H sea un morfismo de grupos.

Demostracion. — Para que p sea un morfismo de grupos, es necesario que la
ley de composicién interna de G/H satisfaga

(91H)(92H) = g192H.

Lo primero que debemos hacer es verificar que la férmula anterior no depende
de la eleccién de g1 y g2 en sus clases laterales: si escribimos g1 = ¢jh1 y
g2 = ghha, entonces

9192 = g1h1gsha = g195(95 "hagh)ha.
Dado que H es un sub-grupo normal en G, tenemos que g§_1h1g§ € H y por
ende g19o0H = ¢jg5H. La férmula anterior define por lo tanto una ley de
composicién interna sobre G/H. Podemos verificar facilmente que es en efecto
una ley de grupo. O

jAtencion! — Sea H < G sub-grupo normal y sea p : G — G/H la
proyeccién candénica. Podemos verificar que las aplicaciones
{sub-grupos de G/H} — {sub-grupos de G que contienen H}

K'— p (K’
p(K) «— K

son biyecciones y son inversas una de la otra. Ademds, K’ es un sub-grupo
normal de G/H si y solamente si p~!(K') es un sub-grupo normal de G.

Ejemplo 2.1.24 (Grupos abelianos simples). — El grupo Z/nZ es el
grupo cociente de Z por nZ. Podemos deducir por ende los sub-grupos de
Z/nZ ya que su imagen inversa por la proyeccién canénica p : Z — Z/nZ es
un sub-grupo de Z que contiene a nZ, es decir, un sub-grupo de la forma dZ
con d | n. Luego, los sub-grupos de Z/nZ son exactamente los sub-grupos
ciclicos generados por clases de enteros d tales que d | n. En particular, el
grupo Z/nZ es simple si y solamente si n es un nimero primo.

El siguiente resultado, llamado la propiedad universal del cociente, per-
mite caracterizar al cociente y a la proyeccién canénica.

Teorema 2.1.25 (Propiedad universal). — Sea G un grupo, sea H 4G
un sub-grupo normal y sea [ : G — G' un morfismo de grupos. Si H C ker(f),
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entonces existe un unico morfismo f: G/H — G tal que f = fo p, es decir,
tal que el diagrama siguiente es conmutativo

a1 ¢

~
pJ{ s /A
o 3f
G/H
Ademds, ker(A) =ker(f)/H y Im(f) = Im(f).

Demostracion. — Nos gustaria definir f(gH) := f(g). Esta férmula tiene sen-
tido siempre que f(gh) = f(g) para todo h € H, es decir, f(h) = e para todo
h € H. Lo anterior es exactamente la condiciéon H C ker(f). La aplicacién
f:G J/H — G’ definida de esta forma es claramente dnica. Verificamos que es
un morfismo de grupos, con las imagenes y kernels mencionados. O

Corolario 2.1.26. — Si [ : G — G’ es un morfismo de grupos, entonces
f:G/ker(f) = Im(f) es un isomorfismo.

Demostracion. — Aplicamos el teorema anterior a f : G — Im(f), la cual
coincide con f pero hemos restringido el conjunto de llegada, y al sub-grupo
normal H = ker(f). Obtenemos entonces f : G/ker(f) — Im(f), donde

ker(f) = ker(f)/ker(f) = {e} y Im(f) = Im(f) = Tm(f). m
Corolario 2.1.27. — El sub-grupo (g) generado por un elemento g de un
grupo G es isomorfo a Z si es infinito, o bien a Z/nZ con n € N=! si es finito.
El entero n es llamado el orden del elemento g, y es denotado ord(g).

Observacion 2.1.28. — El Corolario 2.1.27 y el Teorema de Lagrange, im-
plican que el orden de un elemento de un grupo finito G divide al orden del
grupo G, es decir, ord(g) | |G| para todo g € G. En particular, todo grupo de
orden un nimero primo p es necesariamente isomorfo al grupo ciclico Z/pZ.

Demostracion del Corolario 2.1.27. — El morfismo
b,:Z — G
n+— g"

tiene por imagen (g). Si ®4 es inyectivo entonces el induce un isomorfismo
sobre su imagen Z — (g). Si ®, no es inyectivo, su kernel es un sub-grupo nz
de Z para cierto n € N2, en cuyo caso ®, induce, por el corolario anterior,
un isomorfismo C/I\Jg 1 Z/nZ = (g). O

Veamos algunos ejemplos explicitos de sub-grupos normales y cocientes.
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Ejemplo 2.1.29. —

1. Existe un isomorfismo &,,/2,, = Z/27 inducido por el morfimo signatura
(de manera alternativa, podemos observar que este grupo cociente tiene
dos elementos y por lo tanto es necesariamente isomorfo a 7 /27).

2. La restriccién del morfismo determinante al grupo diedral D,, < O2(R)
induce un morfismo sobreyectivo D,, — {+1}. El kernel de dicho mor-
fismo es el sub-grupo de D,, generado por la rotacién r. Es un sub-grupo
de indice 2 y es isomorfo a Z/nZ.

3. El morfismo ¢ : G — Aut(G) definido por «(g)(z) = gzg~! tiene como
kernel al centro Z(G) y como imagen al sub-grupo Int(G) de automorfis-
mos internos de G, por lo cual Int(G) = G/Z(G).

4. El grupo Int(G) de automorfismos interiores de G es un sub-grupo normal
de Aut(G). El grupo cociente Out(G) := Aut(G)/Int(G) es llamado el
grupo de automorfismos exteriores de G.

Proposicion 2.1.30. — Sea G un grupo y sea H un sub-grupo normal de G.
1. Si G es de tipo finito, G/H también es de tipo finito?).
2. Si H y G/H son de tipo finito, entonces G es de tipo finito.

Demostracion. — Para probar (1) basta notar que la imagen en G/H de un
conjunto generador finito de G es un conjunto generador finito de G/H.

Para probar (2) consideramos A un sub-conjunto finito de G' de tal suerte
que la imagen en G/H genera G/H, y consideramos B un sub-conjunto finito
generador de H. Sea z € G. Su clase en G/H se escribe como

7_‘61-..767’”_ 81... Em
T =T, T, =1 Tyt

donde €1,...,6m € {-1,1} y x1,..., 2y € A. Por ende,

—E€ —€1
Ty, ™eexy w € H.

Por otro lado,

_Sm DY 761 e S]‘ DY S7L
T, Ty T =Y Yn'>

donde s1,...,8, € {—=1,1} y y1,...,yn € B. Deducimos entonces que
€r = :Uil . x‘;‘;;nyfl . .nyn?

de donde concluimos que A U B es un conjunto finito que genera G, de donde

obtenemos (2). O

(?)Ya vimos en el Ejercicio 2.1.14 que H no es necesariamente de tipo finito.
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Ejercicio 2.1.31. — Sea F, un cuerpo finito de ¢ elementos. Demostrar que
| GLa(F) = (¢" = D(¢" =)~ (¢" =" "),
| SL?L(FqN =" -1D)"—q) - (¢" — qn_Q)qn_l-

Ejercicio 2.1.32. — Recordemos que GL,(Z) es el grupo de matrices de
tamafio n X n con coeficientes enteros y determinante 41.

a) Demostrar que los elementos de GL2(Z) de orden finito son de orden
1,2,3,4 o 6. Indicacion: considerar los valores propios de matrices de
orden finito.

b)* Determinar una funcién f : N — N de tal suerte que los elementos de
GL,,(Z) de orden finito son de orden < f(n).

Ejercicto 2.1.33. — Sean K y H sub-grupos normales de un grupo G de tal
suerte que K < H. Demostrar que el sub-grupo H/K de G/K es normal y
que (G/K)/(H/K) = G/H.

Ejercicio 2.1.34. — Sean H y K sub-grupos de un grupo G de tal suerte
que H < G. Demostrar que

HK :={hk|h e H, ke K}

es un sub-grupo de G, que HK = KH = HKH, que H N K es un sub-grupo
normal de K, y que los grupos HK/H y K/(H N K) son isomorfos.

Ejercicio 2.1.35. — Sea k un cuerpo y sea V un k-espacio vectorial. De-
mostrar que el grupo de traslaciones de V' es un sub-grupo normal del grupo
afin GA (V) isomorfo al grupo aditivo (abeliano) (V, +) y que el grupo cociente
es isomorfo a GL(V).

Ejercicio 2.1.36. — El objetivo de este ejercicio es demostrar que todo sub-
grupo finito G del grupo multiplicativo de un cuerpo k es ciclico. En particular,

1. El grupo multiplicativo (k*,-) de un cuerpo finito k es ciclico. Luego,
Fy=Z/(p—1)Z

2. Todo sub-grupo finito del circulo unitaro S' = {z € C | |z| = 1} (visto
como grupo multiplicativo), es ciclico.

La tnica propiedad que utilizaremos es el hecho que la ecuacién ™ = 1 tiene

a lo mds n soluciones en k. Sea g un elemento de G de orden maximal d y sea
h un elemento arbitrario de G, de orden e.

a) Supongamos que e no divide a d, es decir, e { d. Existe por ende un entero

positivo ¢ = p%, potencia de un nimero primo p, que divide a e pero no a

d. Sea r el orden del elemento gh®/?. Demostrar que ¢ divide al minimo
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comtin multiplo mem(d, ), que r es divisible por mem(d, r), y obtener
una contradiccién. Para esto tltimo, calcular (he"/)d/med(dr)
b) Tenemos por lo tanto que e | d. Deducir que g genera G y luego

G~ 7/dL.

2.1.7. Cocientes de espacios vectoriales. — Si V es un k-espacio vec-
torial y W C V es un sub-espacio vectorial, entonces en particular (gracias a
la estructura de grupo abeliano), W es un sub-grupo normal de V' y podemos
por ende considerar el grupo cociente V/W. En este caso, la estructura de
k-espacio vectorial es heredada al cociente: definiendo para z € V la multipli-
cacién por A € k como A(x+ W) := (Az)+ W. En efecto, si consideramos otro
representante y de la clase de x en V/W entonces y = x4w, con w € W, y luego
Ay = Az + Aw. Este ultimo elemento representa la clase de Az + W € V/W
yva que Aw € W. El morfismo sobreyectivo

p:V—V/W

es una transformacién lineal con kernel W y la propiedad universal del cociente
(Teorema 2.1.25) sigue siendo valida al reemplazar morfismos de grupos por
transformaciones lineales: si ¢ : V — V' es una transformacion lineal tal que
W C ker ¢, ella se factoriza de manera tnica a través de una transformacién
lineal $ : V/W — V' que satisface ¢ = a op. Al igual que antes, esta propiedad
caracteriza al cociente y a la proyeccién canénica p: V. — V/W.

Si escogemos un sub-espacio W’ de V de tal suerte que V.= W & W’ la
restriccion plys : W/ — V/W es un isomorfismo lineal. A través de este isomor-
fismo, la transformacién lineal inducida por la propiedad universal, gg, puede
ser identificada con la restriccién ¢|ys. Sin embargo, esto no es intrinseco,
puesto que el sub-espacio W’ no es 1nico.

Vale la pena destacar que esta propiedad es particular a los espacios vecto-
riales: en el caso de grupos, si H <G, en general no es cierto que G es isomorfo
al producto H x (G/H) (ver Ejemplo 2.1.29 (2)).
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2.2. Acciones de grupos

2.2.1. Accién de un grupo sobre un conjunto. — Una accién
(izquierda®)) de un grupo G sobre un conjunto X es una aplicacién
GxX —X
(g, x)—g-x
tal que

1. para todo z € X, tenemos que e - x = z;
2. para todos z € X y g1, 92 € G, tenemos que g1 - (92 - ) = (g192) - .

Si definimos ®4(x) = g - , entonces la definicién anterior implica que
e =Idx, ®g, 0 Py, = Py, g,
Por ende, la accién de un grupo G sobre un conjunto X es exactamente la
misma cosa que un morfismo de grupos
d: G — Biy(X)
g— @
donde Biy(X) es el grupo de biyecciones de X.

Ejemplo 2.2.1. —

1. Dado un conjunto X, el grupo Biy(X) actia sobre X. En particular, el
grupo simétrico &,, actia sobre el conjunto {1,...,n}.
2. Sea k un cuerpo. El grupo GL, (k) actia sobre k™.
3. El grupo SLa(R) actua sobre el semi-plano de Poincaré
H ={z€C| Im(z) > 0}
mediante
a b az+b

c d ‘Z::cz-i-d'

4. Si H < G, entonces G actia sobre el conjunto de clases laterales izquier-
das G/H mediante g - (zH) = (gx)H. En el caso particular donde
H = {e}, obtenemos la accién de G sobre si mismo por traslaciones
izquierdas.

() A veces es titil considerar una accién derecha, denotada (g,2) — x - g, la cual satisface

la relacién (z - g) - g’ = = - (g¢9'). Esto no define una accién izquierda, sino que una accién

derecha, denotada -4. Uno puede construir una accién izquierda considerando g-z := z-qg~ .
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2.2.2. Orbitas. — Sea G un grupo actuando sobre X. Es facil verificar que
la relacién

xHy <= dJgeGralquey=g-x
es una relacién de equivalencia sobre X. La clase de equivalence de un elemento
x € X es llamada su érbita

Gr:={g-z|geG},
de tal suerte que X es la unién disjunta de érbitas bajo la accién de G. El
conjunto de érbitas de X bajo G es llamado es cociente de X por G, denotado
G\X®.
El estabilizador o grupo de isotropia de x es el sub-grupo de G definido
por
G, :=Stabg(z) :={g€G|g -z ==}

La aplicacién

G — Gz

gr——g-z
se factoriza en una biyeccion

(1) G/Gy = Gu

entre el conjunto de clases laterales izquierdas de G, y la érbita de . En
particular, si G es un grupo finito, el Teorema de Lagrange implica que las
6rbitas son finitas y que su cardinal divide |G]|.

Los estabilizadores de puntos en una misma érbita son todos conjugados:
para todo x € X y todo g € G tenemos que

Gg~x = ngg_1~

Diremos que la accién de G es transitiva si GG posee sélo una 6rbita en X.
En ese caso, la accién de G induce una biyeccién entre G/G, y X, para todo
x € X. En particular, si G es un grupo finito que actia transitivamente en X,
entonces X es un conjunto finito y su cardinal divide |G].

(DEn esta notacion, el grupo se ubica a la izquierda si consideramos una accién izquierda.
Para una accién derecha, la 6rbita de x estd en biyeccién con G \G y el cociente es denotado
X/G.
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La accién de G es fiel si la aplicacion ® : G — Biy(X) es inyectiva. En
general, ® se factoriza en

G —2 5 Biy(X)

|+

G/ ker @

De donde obtenemos por lo tanto una accion fiel del grupo cociente G/ ker ®
sobre X. Asi, toda accién se factoriza en una accion fiel.

Ejemplo 2.2.2. —

1.

Sea k un cuerpo. Para todo n > 1, la accién de GL, (k) sobre k™ es fiel
y las érbitas son k™ \ {0} y {0}. La accién del grupo afin GA,,(k) sobre
k™ es fiel y transitiva.

. La accién (fiel) del grupo ortogonal O,(R) sobre R™ tiene por érbitas

las esferas de radio » > 0 y {0}. El estabilizador de un punto no-nulo
es (isomorfo a) O,—1(R) y luego, la biyeccién (1), permite deducir que
On(R)/Oy,—1(R) = S™ L

. La accién del grupo SLy(R) sobre el semi-plano de Poincaré descrita en

Ejemplo 2.2.1 es transitiva. La accién no es fiel (su kernel es {+15}).
Sea k un cuerpo. El grupo k* actua sobre k™ \ {0} mediante
A (21, .0 2n) = (Ax1,. .., Axp), ¥ el cociente es

™\ (k™ \ {0}) = {rectas vectoriales en k"},

llamado espacio proyectivo sobre k y denotado P"~1(k).

. Si o € 6, es una permutacién y consideramos la accién del grupo (o)

sobre el conjunto {1,...,n}. Entonces {1,...,n} es la unién disjunta de
orbitas

Podemos definir
o(x) sixe O
oi(z) = ,
x six & O;.
Entonces, o; es un ciclo de soporte O;, tenemos que o;0; = 0j0; y

oO=01"""0p.



2.2. ACCIONES DE GRUPOS 33

Hemos demostrado asfi que toda permutacién de descompone (de manera
tnica) como producto de ciclos con soportes disjuntos (y que por ende
conmutan).

Ejemplo 2.2.3 (Teorema de Cayley). — La accién de G sobre si mismo
por traslaciones izquierdas, definida por g - x := gz, es una accién fiel. En
particular, si GG es un grupo finito obtenemos un morfismo inyectivo G — &gy,
que depende de la forma en que enumeremos los elementos del conjunto finito

G.
Ejercicio 2.2.4. — Sea G un grupo finito de orden n.

a) Demostrar que G es isomorfo a un sub-grupo de 2y, e inclusive de 2, 12.

b) Sea k un cuerpo. Demostrar que G es isomorfo a un sub-grupo de GL,, (k)
y a un sub-grupo de SLj,,11(k).

¢) Demostrar que G es isomorfo a un sub-grupo de O,_;(R).

Ejercicio 2.2.5. — Sea G un grupo finito de orden 2n, con n impar.

a) Demostrar que G contiene un elemento de orden 2.
Indicacion: contar el niimero de pares (g,g71).

b) Demostrar que la imagen del morfismo inyectivo G — Sy, dado por el
teorema de Cayley (Ejemplo 2.2.3) no estd contenida en 2s,,.

¢) Deducir que G contiene un sub-grupo normal de indice 2.

Ejercicio 2.2.6. — Sea G un grupo actuando fiel y transitivamente sobre
un conjunto X de cardinal p, donde p es un nimero primo, y sea H < G un
sub-grupo normal tal que H # {e}. Demostrar que H actia transitivamente
sobre X.

Ejercicio 2.2.7. — Sea G un sub-grupo de &, actuando transitivamente
sobre el conjunto {1,...,n}, conteniendo una transposicién y un p-ciclo, donde
p es un numero primo > n/2. El objetivo de este ejercicio es demostrar que
G=6,.

Sia,be{l,...,n}, escribimos a ~ b si a = b o si a # by la transposicién
(a,b) estd contenida en G.

a) Demostrar que ~ es una relacién de equivalencia sobre el conjunto
{1,...,n}.

b) Sia~by g€ G, demostrar que g(a) ~ g(b).

¢) Demostrar que todas las clases de equivalencia respecto a ~ tienen el
mismo cardinal r y que r > 2.
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d) Sea s el nimero de clases de equivalencia respecto a ~. Demostrar que
n=rsyr > p. Concluir.

2.2.3. Conjugacion. — Existe otra accién natural de G sobre si mismo,
dada por el morfismo G — Aut(G) definido por g -z = gzg~!, llamada la
accién por conjugacion. En este caso, el estabilizador de un elemento z € G
es llamado el centralizador de z y es denotado por Cg(z). Las drbitas son
llamadas clases de conjugacién de G.

En el caso del grupo simétrico tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.2.8. — Sio = (a1---ar) € S, es un k-ciclo y 7 € &,,
entonces

(2) ror b = (r(ay) - 7(ag)).

Por ende, todos los k-ciclos son conjugados en &,. Mds ain, las clases de
conjugacion de G, estdn en biyeccion con las particiones de n:

n=ki+ +k,reN 1<k <. <k,

Demostracion. — Si x ¢ {r(ai),...,7(a)}, entonces 7-(z) ¢ {a1,...,ax}
y por lo tanto 707 '(z) = z. Por otro lado, si = = 7(a;) entonces
ror Yz) = 70(a;) = 7(ai11). FEsto demuestra la primera parte de la
proposicién.

Para la segunda parte, escribamos ¢ = o1 ---0, como producto de ciclos
con soportes disjuntos de largos ki, ..., k., los cuales podemos ordenar de tal
suerte que 1 < k1 < --- < k,. Entonces

(3) ror ' = (royr ) - (oY)

es también un producto de ciclos con soportes disjuntos de mismos largos
ki,...,kr, v por ende una clase de conjugacién determina una particién de
n = k1 + ...+ k.. Reciprocamente, dadas las férmulas (2) y (3), podemos
verificar que permutaciones correspondientes a la misma, particién son conju-
gadas. O

Ejemplo 2.2.9. —
1. Las 2 particiones de n» = 2 son 1 + 1 y 2. Las clases de conjugacién
correspondientes en &9 son {id} y {(1,2)}.
2. Las 3 particiones de n = 3 son 1 +1+4+1, 1+ 2 y 3. Las clases de
conjugaciéon correspondientes en &3 son {id}, {(1,2),(1,3),(2,3)} y
{(2,3,1),(1,3,2)}.
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3. Las 5 particionesden=4son 1+1+1+1,14+14+2,2+2,14+3y 4.
Las clases de conjugacién correspondientes en &4 son {id}, las 6 trans-
posiciones, las 3 dobles transposiciones (producto de dos transposiciones
con soportes disjuntos), los 8 3-ciclos y los 6 4-ciclos.

De manera general, la conjungacién preserva las propiedades de una trans-
formacion. Por ejemplo, si 0 € O3(R) es una rotacién respecto a una recta R
y 7 € O3(R), entonces 707!
a la recta 7(R).

es una rotacién de mismo dngulo pero respecto

2.2.4. Férmula de clases y p-grupos. — La férmula de clases no es nada
mds que una reformulacion del hecho que un conjunto sobre el cual actia un
gurpo G puede ser escrito como la unién disjunta de érbitas. Su principal
interés proviene del hecho que, cuando G es un grupo finito, el cardinal de
cada ¢rbita divide |G]|.

Proposicion 2.2.10 (Férmula de clases). — Sea G un grupo finito ac-
tuando sobre un conjunto finito X. Entonces

card(X) = Z[G : Gyl

z€R
donde R C X es un conjunto que contiene exactamente un punto de cada
drbita.
Demostracion. — Sabemos que X es la unién disjunta de érbitas y, en virtud

de (1), cada 6rbita estd en biyeccién con G/G, donde z es un elemento de la
6rbita correspondiente. O

Un punto z € X es un punto fijo de la accién de G si g -z = x para
todo g € G, es decir, si la 6rbita de x se reduce a {x}. Denotamos por X el
conjunto de puntos fijos de X bajo la accién de G.

Ejemplo 2.2.11. — Sea k un cuerpo. El grupo k£* actia sobre el espacio
afin £" por multiplicacién. El origen 0 es el tinico punto fijo; los otros puntos
tienen un estabilizador trivial. Si k es un cuerpo finito IF, de ¢ elementos, el
cardinal de k™ es ¢" y la férmula de clases se reduce a escribir (c.f. Ejemplo
2.2.2 (4))

q" =1+ (q—1)card(P"(F,)).
Ast, card(P*(Fy)) =1+q+¢*+ ...+ ¢

Definicion 2.2.12 (p-grupo). — Sea p un numero primo. Un grupo finito
G es llamado un p-grupo si |G| = p" para cierto entero positivo n € N=1.
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Proposicion 2.2.13. — Sea G un grupo finito.

1. St un p-grupo G actia sobre X, entonces
card(X%) = card(X) mod p.

En particular, si p no divide a card(X) entonces X& # ().
2. Si G es un p-grupo, el centro Z(G) de G no se reduce al singleton {e}.

Demostracion. — Si x € X% es un punto fijo, entonces la érbita Gz = {x}
estd reducida a un unico elemento y luego [G : G;] = 1. Asi, la férmula de
clases se reescribe como

card(X) = Z[G : G| = card(XY) + Z (G : Gy).
TER TER\XC

Por otro lado, el teorema de Lagrange implica que [G : G| divide a |G| = p".
En particular, si z ¢ X entonces [G : G;] > 1 y luego p divide a [G : G,]. De
lo anterior se concluye que card(X) = card(X%) mod p, y por ende (1).

Para probar (2), consideramos la accién de G sobre si mismo por conjugacién
g-x:=grg . En este caso X = G y se tiene que el conjunto de puntos fijos
X% = Z(@G) es el centro del grupo. En particular, el punto (1) implica que
|Z(G)| = |G| =0 mod p, puesto que |G| = p". Dado que e € Z(G) se tiene
que |Z(G)| > 1 y luego necesariamente |Z(G)| > p > 2. O

Ejercicio 2.2.1} (Lema de Cauchy). — Sea G un grupo finito y p un
nimero primo tal que p divide |G|. Considerar la accion de Z/pZ sobre el
conjunto

X={(g1,--,9) €G" g1 gp =1}
dado por k- (g1,.-.,9p) = (g1+ks--->9p+k), donde los indices pertenecen a
Z/pZ. Usar la féormula de clases para probar que G posee un elemento de
orden p.

Corolario 2.2.15. — Sea p un nimero primo y sea G un grupo finito.

1. Si |G| = p? entonces G es abeliano.
2. Si G es un p-grupo simple entonces G = Z/pZ.

Demostracion. — Para probar (1) notamos que la Proposicién 2.2.13 implica
que el orden | Z(G)| es p o p?. Observemos que para todo = € G el centralizador
Ca(x) ={g € G | gx = xg} contiene Z(G) y {z}.

Si z ¢ Z(G) entonces |Cu(x)| > |Z(G)|+1 > p+ 1y luego |C(x)| = p?,
pues |Cq(z)| divide |G| = p?. Luego Cg(z) = G, lo cual equivale a que
x € Z(G), una contradiccion.
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Asi, se tiene que x € Z(G) para todo x € G. En otras palabras Z(G) = G
y luego G es un grupo abeliano.

Para probar (2) notamos que {e} < Z(G) < G. Dado que G es simple, se
tiene en este caso que Z(G) = G y luego G es un grupo abeliano. Finalmente,
sabemos que si G es un grupo abeliano simple entonces G = Z/pZ (c.f. Ejemplo
2.1.20 (1) y Ejemplo 2.1.24). O

Observacion 2.2.16. — Sea p un nimero primo y sea G un grupo finito.
Vimos que si |G| = p entonces G = Z/pZ (ver Corolario 2.1.27). Veremos més
adelante que |G| = p? implica que G = Z/p*Z o bien G = Z/pZ x ZpZ (ver
Teorema 2.4.9).

2.3. Teoremas de Sylow

Sea G un grupo y sea p un numero primo tal que p divide |G|. En toda esta
seccion escribiremos |G| = p®m con ptm, i.e. « es maximal.

Definicion 2.3.1 (p-sub-grupo de Sylow). — Un p-sub-grupo de Sylow
de G es un sub-grupo H < G de orden maximal |H| = p“.

Ejercicio 2.3.2. — Probar que el sub-grupo 7;,(FF,,) de matrices unipotentes
de la forma
1 *
0 1 * *
0 0 1
*
o -+ 0 0 1

es un p-sub-grupo de Sylow de GL,(FF,).

El siguiente lema prueba que si un grupo finito contiene un p-sub-grupo de
Sylow entonces todos sus sub-grupos también.

Lema 2.3.3. — Si S es un p-sub-grupo de Sylow de G y H < G es un sub-
grupo arbitrario, entonces existe g € G tal que gSg~' N H es un p-sub-grupo
de Sylow de H.

Demostracion. — El grupo H actia sobre el conjunto de clases laterales
X = G/S mediante h - (g5) := hgS. El estabilizador de la clase gS esta dado
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por

Hys={he€ H|hgS=9gS}={hecH|g'hge S} =gSg ' nH.

p(¥
divide a m = |G/S| = card(X), la férmula de clases |G/S| = 3_ gcp[H : Hys]
implica que existe una clase ¢S tal que pt [H : Hyg].
Por otro lado, Hyg = gSg ' NH < gSg~ 'y gSg~! es un p-grupo. Luego,

Hys es un p-grupo también. Finalmente, dado que p { [H : Hyg] = % se

Nétese que |G/S| = % = ™M — . por el teorema de Lagrange. Como p no

tiene que Hyg es un p-sub-grupo de Sylow de H.

Una nocién esencial para la demostracién del Teorema de Sylow es la de
normalizador.

Definicion 2.3.4 (normalizador). — Sea G un grupo y sea H < G un
sub-grupo. Definimos el normalizador de H en G como

Ng(H):={g€G|gHg " = H}.

Observamos que H < G si y s6lo si Ng(H) = G. Més atn, si consideramos
la accién de G sobre el conjunto X = {H | H < G} de sub-grupos de G por
conjugacién g - H := gHg™!, entonces Ng(H) coincide con el estabilizador de
H respecto a esta accion.

Teorema 2.3.5 (Sylow, 1872). — Sea G un grupo y sea p un nimero primo
tal que p dwide |G|. Escribamos |G| = p*m con p{m. Entonces

1. G contiene un p-sub-grupo de Sylow.

2. Todo p-sub-grupo de G estd contenido en algin p-sub-grupo de Sylow.

3. Todos los p-sub-grupos de Sylow son conjugados en G.

4. Sea ny el nimero de p-sub-grupos de Sylow de G. FEntonces n, | m y
np, =1 mod p.

Demostracion. — Sea n := |G| el orden de G. Entonces, el teorema de Cayley
(Ejemplo 2.2.3) implica que hay un morfismo inyectivo G — &,,. Mds an,
tenemos un morfismo inyectivo &,, — GLy,(F,), 0 +— u, donde u, es la matriz
de permutacién asociada a o (c.f. Ejercicio 2.2.4 (b)).

Asi, G puede ser visto como un sub-grupo de GL,(F,). Por un lado, el
Ejercicio 2.3.2 implica que GLy,(F,) admite un p-sub-grupo de Sylow. Por otro
lado, el Lema 2.3.3 implica que G contiene un p-sub-grupo de Sylow, de donde
se obtiene (1).

Para probar (2) y (3) consideremos H < G un p-sub-grupo y S < G un p-
sub-grupo de Sylow. El Lema 2.3.3 implica que existe g € G tal que gSg~'NH
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es un p-sub-grupo de Sylow de H. Dado que H es también un p-grupo, se tiene
que gSg ' N H = H, es decir, H < gSg~ .

Notar que gS¢g~' tiene el mismo orden que S y luego gSg~
grupo de Sylow, de donde se obtiene (2). Si ademds H es un p-sub-grupo de
Sylow, tenemos que |H| = |gSg~!| vy H < gSg~!, de donde se concluye que
H = gSg~! y por lo tanto (3).

Para probar (4) consideramos la accién de G en el conjunto

X ={5|S < G p-sub-grupo de Sylow}
1

1 es un p-sub-

por conjugacién g - S := gSg~. Notar que gracias al punto (3) dicha accién
es transitiva, y por ende n, = card(X) divide |G|.

Sea S € X un p-sub-grupo de Sylow fijo, y restringamos la accién de G en
X a una accién de S en X: s+ :=sS9s 1 parasc Sy S € X.

Supongamos que S’ € X°, es decir, s5’s~' = S’ para todo s € S. Entonces
S < Ng(S') es sub-grupo del normalizador de S’ en G. Luego, S y S’ son p-
sub-grupos de Sylow de Ng(S”), los cuales deben ser conjugados en Ng(S”) por
(3). En otras palabras, existe g € Ng(S') tal que gS’g~! = S. Por otra parte,
sabemos que gS5’g~! = S’ por definicién de Ng(S’), de donde se concluye que
S=49.

En conclusién, S € X es el unico punto fijo de la accién de S sobre X
(i.e, X9 = {S}). Dado que card(X) = card(X®) mod p y card(X) = n, y
card(XS) = 1, se concluye que n, = 1 mod p. Finalmente, sabemos que n,
divide |G| = p®m por lo que se tiene necesariamente que n, divide m. O

Corolario 2.3.6. — Un p-sub-grupo de Sylow H de G es normal en G si y
sdlo st es el inico p-sub-grupo de Sylow de G. En otras palabras, H <G si y
s6lo siny = 1.

Ejemplo 2.3.7. —

1. La demostracién del punto (4) muestra que n, = [G : Ng(S5)], donde S
es cualquier p-sub-grupo de Sylow de G.

2. El punto (3) junto con el Ejercicio 2.3.2 muestra que todo p-sub-grupo
de Sylow de GL,(F,) estd dado, en una base conveniente, por matrices
unipotentes.

3. Determinemos el nimero de p-sub-grupos de Sylow de &,. Notar que
Gyl = p! = p(p—1)---2-1 y luego S < &, es un p-sub-grupo de
Sylow si y sélo si |S| = p. Esto tltimo es a su vez equivalente a que
S = {(a1,...,ap)) = 7Z/pZ es un grupo ciclico.
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Observar que a1 # 1, por lo que hay p — 1 posibles elecciones para
dicho elemento. Una vez escogido a1, tenemos que as # 2 y ag # a1, por
lo que hay p — 2 posibles elecciones para as. Continuando de este modo
notamos que existen (p—1)! ciclos de largo p en &,, los cuales denotamos
por 0170%,...,01)_1,02,...,ap_l,...,ar,...,aff_l.

Finalmente, notamos que (0;) = <ag> para todo j € {1,...,p — 1}
y luego r = n,, por definicién. Asi (p — 1)n, = (p — 1)!, de donde se
concluye que n, = (p — 2)!. Mds dun, el Teorema de Sylow implica que
(p—2)!'=1 mod p.

Corolario 2.3.8. — Sea G un grupo y sea p un nimero primo tal que p
divide |G|. Escribamos |G| = p*m con p t+ m. Entonces, para todo f < «
eviste H < G con |H| = p®. En particular, si p divide |G| entonces existe un
elemento g € G con ord(g) = p.

Demostracion. — Sea S un p-sub-grupo de Sylow de G, es decir, |S| = p®. La
Proposicién 2.2.13 (2) implica que el centro Z(S) es un p-grupo no trivial. Sea
g € Z(S)\ {e} elemento de orden ord(g) = p?, para cierto v € N1,
Consideremos H := (¢?" ') = Z/pZ. Dado que g € Z(S) se tiene que
H < S, ademds se tiene |S/H| = p®~!. Razonando por induccién en «, se
tiene que S/H posee sub-grupos de orden p, p?, ...,p* 2. Al considerar sus
pre-imagenes via la proyeccién canénica S — S/H obtenemos sub-grupos de
6rdenes p?, p3,...,p* L O

Ejemplo 2.3.9 (grupos abelianos finitos). — Sea G un grupo abeliano
finito. Entonces todo p-sub-grupo de Sylow es normal y por ende es tinico (ver
Corolario 2.3.6). Para p ntiimero primo, consideremos

T,(G):={geG|3Ine N=! tal que p"g = 0}.

No es dificil verificar, usando el hecho que G es abeliano, que 7,(G) < G
sub-grupo. Dicho sub-grupo es llamado el sub-grupo de p-torsién de G.

Notar que si S es el dnico p-sub-grupo de Sylow de G y g € S, entonces g
es un elemento de orden ord(g) = p™ para cierto m € N=1 y luego g € T,(G).
En otras palabras, S < T,,(G) es un sub-grupo.

Por otro lado, todo elemento g € T,(G) verifica ord(g) = p" para cierto
n € N21. Asi, el Corolario 2.3.8 implica que |T,(G)| = p® para cierto € N.
Dado que S es un p-sub-grupo de Sylow se concluye que S = T,,(G).

Ejemplo 2.3.10. — Veamos algunos ejemplos concretos de aplicaciones del
Teorema de Sylow. Sea G un grupo finito.
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1. Veamos que si |G| = 42, entonces G no es un grupo simple. En efecto,
notamos que 42 = 2-3-7 y luego el Teorema de Sylow implica que ny =1
mod 7 y n7 | 6, lo cual implica necesariamente que ny = 1. Asi, se tiene
que G admite un dnico 7-sub-grupo de Sylow S, el cual es necesariamente
normal S < G (ver Corolario 2.3.6).

2. Veamos que si G es simple, entonces necesariamente |G| divide np!. En
efecto, vimos en la demostracion del Teorema de Sylow que G actia
transitivamente sobre X = {S | S < G p-sub-grupo de Sylow} por con-
jugacién g - S := gSg~'. Dado que G es un grupo simple, entonces
necesariamente n, > 1 (ver Corolario 2.3.6). La accién de G en X se tra-
duce en la existencia de un morfismo de grupos ® : G — Biy(X) = &,,,,.
Dado que la accién de G es transitiva, tenemos que ker(®) # G y luego
tenemos necesariamente que ker(®) = {e}, ya que G es un grupo simple.
Asi, ® : G — &, es un morfismo inyectivo el cual nos permite pensar
G como un sub-grupo de &,,. Finalmente, el Teorema de Lagrange nos
permite concluir que en este caso se tiene que |G| divide |&,,,| = n,!.

3. Veamos que si |G| = 48 entonces G no es un grupo simple. En efecto,
notamos que 48 = 2% - 3 y luego el Teorema de Sylow implica que no = 1
mod 2 y ng | 3, lo cual implica que ng € {1,3}. Si G es un grupo simple
entonces necesariamente ny = 3 (ver Corolario 2.3.6). Por otra parte,
en tal caso tendriamos gracias al ejemplo anterior que |G| = 48 divide
no! = 3! = 6, una contradiccién.

2.4. Grupos abelianos finitamente generados
2.4.1. Teorema chino del resto y grupos abelianos de tipo finito. —

Recuerdo 2.4.1. — Recordemos que un grupo ciclico es un grupo isomorfo
a Z/nZ para cierto n € NZ1,

Teorema 2.4.2 (Teorema chino del resto). — Sea n € N=! con
n =1II]_,p;" descomposicidn en nimeros primos. Entonces,

ZInZ = Z)pT L X -+ - X L] pi L.
Demostracion. — La prueba consiste en induccién en el nimero de factores r.

Basta probar que si med(d, e) = 1 entonces

7.)deZ = 7.)d7. x 7./ €Z.
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El morfismo
f:Z —Z/dZxZ]eZ
z — ([z]a, [7]e)

verifica ker(f) = deZ. La propiedad universal del cociente implica que ex-
iste un unico morfismo f : Z/deZ — 7Z/dZ x Z/eZ inyectivo. Dado que
|Z/deZ| = |Z/dZ x Z]eZ| = de, se concluye que f es un isomorfismo. O

jAtencion! — Es importante notar que fes en realidad un ¢somorfismo de
anillos. En particular, hay un isomorfismo entre los grupos de unidades

(Z/nZ)* = (Z/p L) x -+ x (Z)pSTZ)™ .

Recuerdo 2.4.3. — Sea G un grupo. Recordemos que G es finitamente

generado si existe un conjunto finito A C G tal que G = (A). En particular,

si G es un grupo abeliano finitamente generado existen z1,...,z, € G tal que
p: 7" — G

T
(a1y...,a,) —> Zaixi
=1

es un morfismo sobreyectivo.

Proposicion 2.4.4. — Sea G un grupo abeliano finitamente generado y sea
H < G un sub-grupo. Entonces H es finitamente generado.

Demostracion. — La prueba es por induccién en el nimero de generadores r.
Si p: Z" — G morfismo sobreyectivo, denotamos por K = p(Z"~! x {0})
la imagen del sub-grupo Z"~! x {0} < Z", el cual estd generado por r — 1
elementos. Si f: G — G/K es la proyeccién canénica, entonces la composicién

fop:Z"—-G—G/K
(a1,...,a,) — Zaixi — [Z aixz} mod K = [a,z,] mod K
se factoriza en -
Zr — 77 )(Z! x {0}) LB G /K.

Dado que Z" /(Z"~! x{0}) & Z, se tiene que G/ K = Z/dZ para cierto d € N=1.

Sea H < G un sub-grupo, y sea ¢ : H — G EN G/K la composicién de la
inclusién y la proyeccién al cociente. Entonces, ker(¢) = H N K es finitamente
generado, por hipétesis de induccién. Por otro lado, Im(p) =2 H/(H N K) es

un sub-grupo de G/K = Z/dZ, y luego Im(p) = Z/eZ para cierto e | d. En
particular, H/(H N K) es un grupo generado por un elemento.
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Finalmente, dado que H N K es finitamente generado y H/(H N K) es
finitamente generado, se concluye que H es finitamente generado. O

2.4.2. Grupos abelianos libres finitamente generados. —

Definicion 2.4.5 (grupo abeliano libre). — Un grupo abeliano G es libre
finitamente generado si G = Z" para cierto r € N21.

Se sigue a partir de la definicién anterior que un grupo abeliano G es libre
finitamente generado si existen z1,...,x, € G tales que

T
p:7Z" — G, (ay,...,a) HZaiJ;i
=1

es un isomorfismo. Diremos en tal caso que {x1,...,2,} es una base de G.
De manera similar, diremos que {z1,...,Z,n} C G es linealmente inde-
pendiente si el morfismo asociado p : Z™ — G es inyectivo.
El siguiente lema (sin demostracién) relacionado con la estructura de matri-
ces con coeficientes enteros es simamente importante, y es usualmente cono-
cido como forma normal de Smith.

Lema 2.4.6. — Sea A € My,xn(Z). Entonces, existen P € GL,(Z),
Q € GL,,(Z) tales que

dq

PAQ =

0 --- 0

donde dy,...,ds € N=! condy | da | -+ | ds son llamados factores invariantes
de A, los cuales estdn completamente determinados por A.

Teorema 2.4.7. — Todas las bases de un grupo abeliano libre finitamente
generado G tienen el mismo cardinal, llamado el rango de G.

Demostracion. — Basta probar que si {z1,...,x,} es una base de G y
{y1,...,yn} C G es una familia linealmente independiente, entonces n < r.



44 CAPITULO 2. GRUPOS

Dado que {z1,...,2,} es una base, existe A = (a;;) € M,xn(Z) tal que

r
Yji = E Qij L.
i=1

En otras palabras, A es la matriz asociada al morfismo Z" — G, e; — v,
donde {eq,...,e,} es la base candnica de Z".

El lema anterior implica que existen P, () matrices invertibles con coeficientes
enteros tales que PAQ se escribe de la forma

D
PAQ = :
O(Tfs)x(nfs)
donde D es la matriz diagonal formada por los factores invariantes de A.
Sin > r entonces PAQe, = 0. Dado que P es invertible, esto implica que
AQe,, = 0. Si escribimos Qe,, = (q1,.-.,qn) # 0 entonces obtenemos que

q Aer + ...+ g, Ae, =0,
~— ~—
Y1 Yn
de donde obtenemos una relacion entre los {y1,...,yn}, una contradiccién. [

Teorema 2.4.8 (de la base adaptada). — Sea G un grupo abeliano libre
de rango v y sea H < G un sub-grupo. Entonces H es un grupo abeliano libre
de rango s < r. Mds atin, eriste {eq,...,e.} base de G y dy,...,ds € N}
tales que

1. {die1,...,dses} es una base de H.

2.dy|do || ds.

Demostracion. — Sea {r1,...,z,} una base de G y sea ® : Z" = G el isomor-
fismo inducido. La Proposicién 2.4.4 implica que H es finitamente generado,
es decir, existe {y1,...,y,} conjunto finito de generadores de H. Si escribimos

T
Yi = E Qi T
i=1

obtenemos una matriz A = (a;j) € Myxn(Z). Sea {e1,...,e,} la base canénica
de Z™ y consideremos el morfismo f = ® o A dado por f(e;) = y;

f

7" —— 7 ——

A P
— G

cuya imagen estd dada precisamente por Im(f) = H.
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El lema anterior implica que existe una factorizacién (i.e., cambio de base)
de foQ=Po0A0oQ = (PoP 1o (PoAoQ) como sigue
7 Q 7n A 7 P 7 Pt 7 ¢

~ ~ ~ ~

G,

en donde el isomorfismo ® o P! : Z" — G corresponde a darse una
nueva base {ej,...,e,} de G. Dado que @ es invertible, tenemos que
H=Im(f) =Im(f oQ) y por ende H esta generado por {djeq,...,dses}.
Finalmente, dado que {djeq,...,dses} es una familia linealmente indepen-
diente y generadora, es una base de H y H = Z°. O

El siguiente resultado permite clasificar completamente los grupos abelianos
finitamente generado en términos del rango de la parte libre y de los factores
invariantes de la parte finita.

Teorema 2.4.9 (de estructura de grupos abelianos de tipo finito)

Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Entonces existen natu-
rales r,s € N y enteros 1 < dy | -+ | ds, unicamente determinados por G, tales
que

S
G=7" x|[Z/dZ.
i=1
En particular, se tiene que G es finito si y sdlo si r =0, y que G es abeliano
libre si y sdlo si s = 0.

Demostracion. — Dado que G es finitamente generado, existe un morfismo
f + Z" — G sobreyectivo. FEl teorema de la base adaptada implica que
H = ker(f) es un grupo abeliano libre de rango s < r y que existe una base
{e1,...,en} de Z™ tal que {djey,...,dses} es base de H, donde dy | --- | ds.
En otras palabras, H =2 d1Z X --- X dsZ < Z". Luego,
G=Z"/H=Z7""°XZL/d\Z x - X L]dsZ

donde, sin pérdida de generalidad, podemos retirar de dicho producto los fac-
tores con coeficiente d; = 1, de donde obtenemos la descomposicién deseada.

Resta verificar la unicidad de r, s y los d;. Para ello consideremos el sub-
grupo de torsién

T(G) := {z € G| Im € N=! tal que ma = 0},

que corresponde al factor [[7_; Z/d,Z. Asi, G/T(G) = Z" es un grupo abeliano
libre, cuyo rango r es unico.
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Veamos ahora que, para el grupo finito T'(G), los d; estdn tnicamente de-
terminados. Para ello notemos que, por el teorema chino del resto, tenemos
que

7(G) =[] z/v}'z,
J€J
donde los p; son nimeros primos, eventualmente repetidos.

Por otro lado, notamos que podemos recuperar de manera tinica los factores
invariantes d; a partir de los p?j . Por ejemplo, el factor més grande d; estd
dado por el minimo comun multiplo entre los pjo-‘j y por ende se escribe como
ds = Hj’eJ’ p;,j/ para cierto J' C J. De manera similar, ds_; es el minimo
comin miiltiplo entre los p?j donde j € J\ J', y asi sucesivamente. En otras
palabras, basta probar que los factores p?j estdn unicamente determinados.

Sea p un nimero primo y consideremos el sub-grupo 7),(G) de elementos de
p-torsién, i.e., elementos de orden p® para cierto o € N2!. Queremos probar
que en la escritura

T,(G)=Z/pML % - X LIp“ZL, o1 < ... < a,
los exponentes «; estdn dnicamente determinados por G. Para esto ultimo,
consideremos para todo entero ¢ > 0 el subgrupo
Ty = {z € G| piz = 0} < T(G),
el cual estd tnicamente determinado por G. Notar que Tpi < Tpiv1, que
Tpi| = Hajq pYi Haj>ip9 y en particular [T}, ;41/T)| = p@aUles>i - Ast los
exponentes «; estdn completamente determinados por los sub-grupos 7;,;. [

jAtencion! — Concretamente, la prueba del teorema de estructuras de gru-
pos abelianos finitamente generados nos dice que para determinar los factores
invariantes d; debemos escribir los factores p?j en una tabla con una linea
para cada nimero primo, en orden creciente, y alinear cada linea a la iltima
columna. Luego, los d; se obtienen al tomar los productos de cada columna.

Ejemplo 2.4.10. —
1. Sea
G = (Z/27)? x 7.JAT x 7./8Z x (Z./37.)* x 7./57 x 7./257.
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y consideremos la tabla

2 2 22 23
3 3 3

5 52

\ 4 1 1

di=2 do=6 d3=060 dq =600
Notamos que 2 | 6 | 60 | 600 y luego
G =1ZJ2Z x Z/6Z x 7/60Z x Z/600Z.

2. Todos los grupos abelianos de orden 18 estdn determinados por las se-
cuencias 1 < dy | --- | ds tales que dy - --ds = 18 = 2 - 32. Asi, los tinicos
grupos de orden 18 (médulo isomorfismo) son Z/37Z x Z/6Z y Z/18Z.

Ejercicio 2.4.11. — Verificar que
Z)87 X LJ127 X ZJ18Z = 7./27 x ZJ127 x Z]T27Z.

Observacion 2.4.12 (curvas elipticas). — Sea k un cuerpo y recorde-
mos que el plano proyectivo P2(k) es el conjunto de rectas vectoriales en
k3 o, equivalentemente, el cociente k*\ (k% \ {0}) donde kX actia mediante
M- (z,y,2) = (\r, \y, \z) y donde denotamos por [z : y : 2] € P(k) a la clase
de equivalencia de (z,y, z). Dados a,b € k consideramos el conjunto

E=E,,={[x:y:z] € P*(k)|y?z = 2° + azz® + bz*}

de ceros del polinomio ctibico asociado, donde A = —16(4a®+27b%) # 0. Dicho
sub-conjunto del plano proyectivo es llamado una curva eliptica y es posible
probar que puede ser dotado de estructura de grupo abeliano (E, +).

IMAGEN 1. Curva eliptica sobre k = C
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~
U

IMAGEN 2. Curva eliptica sobre £ = R

El Teorema de Mordell (1922) afirma que si kK = Q entonces (E,+) es un
grupo abeliano finitamente generado. Mas aun, el Teorema de Mazur (1977)
clasifica todos los posibles grupos de torsién T'(E), los cuales son de la forma
T(E) = Z/dZ con d € {0,1,...,10,12} o bien T(F) = Z/2Z x Z/dZ con
d € {2,4,6,8}. La parte libre de torsién E/T(E) = Z" es mas complicada. Se
conjetura que rangos r arbitrariamente grandes deberfan poder alcanzarse, sin
embargo el ejemplo con rango més grande que se ha calculado hasta la fecha
verifica E/T(FE) = 7?8 (Elkies, 2006).

2.5. Grupos simples y series de composicién

Recuerdo 2.5.1. — Recordemos que un grupo G es simple si G # {e} es no
trivial, y si {e} y G son sus dnicos sub-grupos normales.

En esta seccién discutiremos sobre cémo los grupos simples pueden ser pen-
sados como los bloques estructurales de la teoria de grupos.

Ejemplo 2.5.2. —

1. Sea n > 3. El grupo simétrico &,, no es simple, pues el grupo alternante
A, <G, es normal de indice 2.

2. El grupo alternante 23 es simple. En efecto, |&3] = 3! = 6 y luego
23] = 3, lo cual implica que 23 = Z/3Z.

3. El grupo alternante 24 no es simple. En efecto, dado que 2 + 2 = 4, las
dobles transposiciones (a, b)(c, d) son conjugadas (ver Proposicién 2.2.8).
Asi, el sub-grupo

K = {id; (1,2)(3,4): (1,3)(2,4); (1,4)(2,3)} = Z/27 x 7./2Z
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es normal en 204, y es usualmente conocido como grupo de Klein.

Ejercicio 2.5.3. — Probar que un grupo abeliano finitamente generado G es
simple si y sélo si G = Z/pZ para cierto p primo.

Ejercicio 2.5.4. — Probar que el grupo alternante 25 consiste exactamente
en la identidad, las dobles transposiciones, los 3-ciclos y los 5-ciclos.

Teorema 2.5.5. — El grupo alternante 2, es simple para todo n > 5.

Corolario 2.5.6. — Sea n > 2. Sin # 4, entonces los unicos sub-grupos
normales de &, son {e}, A, y &,.

Demostracion. — El caso n = 2 es trivial. Supongamos que n = 3 o n > 5.
En tal caso se tiene que 2, es un grupo simple. Asi, si H < &, se tiene que
HnA, <A, (cf. Ejercicio 2.1.22), de donde se deduce que la interseccién
HnNA, es 2, o bien {e}.

En caso que H N A, = A,, se tiene que A, < H y luego [H : A,] divide
(6, : 2Ay,] =2, por el Teorema de Lagrange. Si [H : 2,] = 1 entonces H = 2,,,
mientras que si [H : 2] = 2 entonces H = G&,,.

En caso que H N2, = {e} tendriamos que la composicién

H < &, — &, /U, 2 7/27

es un morfismo inyectivo. En particular, H = {e} o bien |H| = 2. Por otra
parte, si |H| = 2y 0 € H es el elemento no-trivial de orden 2, entonces
podemos escribir o = (a,b)(c,d)--- como producto de transposiciones con
soportes disjuntos. Dado que n > 3, existe ¢ ¢ {a,b}. Asi, el elemento
o = (a,c)o(a,c)”! pertenece a H (pues H < &,,) y envia ¢ — b. En otras
palabras, o ¢ {id,c} = H, una contradiccién. O

Demostracion del Teorema 2.5.5. — Sea H # {e} sub-grupo normal de 2,
i.e., tal que para todo o € 2, y para todo 7 € H se verifica oo~ ! € H.

Para facilitar la lectura, dividiremos la demostracién en cuatro etapas.
Paso 1. 2, estd generado por 3-ciclos.

Por definicién 2, estd generado por permutaciones pares, es decir, pro-
ducto par de transposiciones. Notar que (a,b)(c,d) = (a,c,b)(a,c,d) y que
(a,b)(a,c) = (a,c,b). Asi, todo producto par de transposiciones es un pro-
ducto de 3-ciclos.

Paso 2. Todos los 3-ciclos (a,b,c) son conjugados en 2. Todas las dobles
transposiciones (a,b)(c,d) son conjugadas en As,.
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Vimos en la Proposicién 2.2.8 que todos los 3-ciclos son conjugados en G,,.
Por ejemplo, (2,3,1) = o070}, donde o € &,, y 7 un 3-ciclo. Dado que n > 5,
podemos escribir

(2,3,1) = (4,5)(2,3,1)(4,5) " = (4,5)0r0 1 (4,5) " =515 1,

donde ¢ := (4,5)0. Por un lado, si o es una permutacién par (i.e., o € 2,,)
entonces (2,3,1) y 7 son conjugados en 2, por . Por otro lado, si o es una
permutacién impar, entonces o es una permutacién par y luego (2,3,1) y 7
son conjugados en 2, por o.

De manera completamente anéloga, si por ejemplo (1,2)(3,4) = o7o ! en-
tonces (1,2)(3,4) = oro !, donde & := (1,2)0. De donde se concluye el
resultado.

Observacion: El Paso 2 implica que si H contiene un 3-ciclo entonces contiene

todos los 3-ciclos, pues H <%,. En este caso, el Paso 1 implica que H = 2,,.
Asi, basta probar que H contiene al menos un 3-ciclo para concluir.

Paso 3. Si H contiene una (luego todas) doble transposicion (a,b)(c,d) o si
H contiene un 5-ciclo (a,b,c,d,e), entonces H contiene un 3-ciclo.
Dado que n > 5, existen a, b, ¢, d, e diferentes. Calculamos
(a,b,c) = (a,€)(c,d) (a,d)(c, €) (a,b)(d, €)

cH €H eH

(a,b,d) = (a,b,c)(a,b,c,d,e)(a,b,c) "t (a,b,c,d,e)t,

€eH €H

de donde se concluye.

Observacion: Notar que el Paso 1, Paso 2 y Paso 3 implican, junto con el
Ejercicio 2.5.4, que el grupo 25 es simple.

Paso 4. Sean > 6. SiA,_1 es simple, entonces A, es simple.

Veamos que H <2, contiene necesariamente un elemento o # id tal que
0(1) = 1. En efecto, sea 0 € H tal que o(1) =i # 1 y consideremos j ¢ {1,:}
tal que o(j) # j, siendo esto ultimo posible gracias a que o # (1,i) ¢ 2A,.
Dado que n > 6, existen I,m con | # m y I,m ¢ {1,i,5,0(j)}. Luego, el
elemento

&= (j,l,m)o " (j,l,m)"to € H
satisface o(1) =1y o(j) =1 # J.
Asi, 0 #idy 0 € KN H, donde

K:={ce,|oc(l)=1}=A,_;.
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En particular, H N K # {e}. Dado que H N K <K y este tltimo es simple, se
tiene que necesariamente K = HN K. Finalmente, K < H y luego H contiene
un 3-ciclo, de donde se concluye que H = 2,,. O

Definicion 2.5.7 (serie de composicién). — Una serie de composicién
de un grupo G es una serie finita
G=Gy>G >G> ->G ={e}
tal que cada cociente G;/G;11 es un grupo simple.
Ejemplo 2.5.8. — Veamos algunos ejemplos concretos.
1. El grupo Z/6Z admite la serie de composicién
Z/6Z1>Z/3Z > {0}
con cocientes Go/G1 = Z/2Z y G1/Ga = Z/3Z. De manera similar, el
grupo Z/6Z admite la serie de composicién
Z/6Z1>7/2Z 1> {0}
con cocientes Go/G1 = Z/3Z y G1/G2 = Z /2.
2. El grupo simétrico &4 admite la serie de composicion
Go=64> G =D Gy=KXZL2L X L)2Z 1> Gs = Z/27 1> G4 = {e}
con cocientes Go/G1 = Z/2Z, G1/Gy = ZJ/3Z, G2/Gs = ZJ2Z y
G3/Gy = 7)27.
3. Sin=30n>05, el grupo simétrico &,, admite la serie de composicién
S, > A, > {e}
con cocientes simples Z/27 y 2.
Ejercicio 2.5.9. — Probar que Z no admite una serie de composicion.
Definicion 2.5.10 (series equivalentes). — Dos series de composicién
G=Gy>Gi >G> > G, ={e}

y

G=G,>G >G> G ={e}
de un grupo G son equivalentes si r = s y si existe una permutacién o € &,
tal que Go;)/Gomy1 = Gi/Giyy para todo i. En tal caso, escribiremos
(G1,...,Gy) ~ (G, ..., GL).

Teorema 2.5.11 (Jordan-Hélder). — Todo grupo finito admite una serie
de composicidn, y todas sus series de composicion son equivalentes.
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Observacion 2.5.12. —

1. Los cocientes G;/G;+1 son llamados factores simples del grupo G.

2. Es importante notar que los factores simples no determinan al grupo G.
Por ejemplo, los grupos &y, (Z/27)3 x 7./37 y 7./247 tienen los mismos
factores simples, pero no son isomorfos.

El siguiente lema serd de utilidad en la prueba del Teorema de Jordan-
Holder.

Lema 2.5.13. — Sea G un grupo. Sean H < G y K < G sub-grupos normales
tales que H # K y tales que los cocientes G/H y G/K son grupos simples.
Entonces, HN K < H y HN K < K son sub-grupos normales. Mds atin,
G/H=K/(HNK)yG/K=H/(HNK).

Demostracion. — El kernel de la composicion K — G — G/H estd dado por
HN K <K, de donde obtenemos un morfismo inyectivo K/(HNK) — G/H.

Dejamos como ejercicio al lector verificar que si K << G sub-grupo normal,
entonces K/(H N K) < G/H también es un sub-grupo normal.

Dado que el grupo G/H es simple, tenemos que K/(H N K) = G/H o bien
K/(HNK) es trivial.

Supongamos por contradiccion que K/(H N K) es trivial, entonces
HNK = K, ie, K <H (cf. Ejercicio 2.1.22). Por un lado, en este
caso tendriamos que H/K < G/K es un sub-grupo normal, que ademds es
no-trivial pues H # K. Notar por otro lado que (G/K)/(H/K) = G/H, y
que este tltimo grupo es no-trivial por definicién de grupo simple. Asi, la
simplicidad de G/ K implicaria que H/K es el grupo trivial, una contradiccion.

Concluimos finalmente que G/H = K/(H N K). De manera completamente
andloga se deduce que G/K = H/(H N K). O

Demostracion del Teorema 2.5.11. — Sea G un grupo finito. Comencemos por
probar la existencia de una serie de composicién de G.

Si G es un grupo simple, basta considerar la serie G = Gy > G1 = {e}. Si
G no es simple, consideramos G un sub-grupo normal de orden maximal tal
que Gy # G.

Notemos que el cociente G/G1 es un grupo simple. En efecto, todo sub-
grupo normal HdeG /G1 corresponde, via la proyeccién canénica G — G/G1,
a un sub-grupo normal H de G tal que G; < H. Dado que GG; es de orden
maximal necesariamente H = (G1, en cuyo caso H es trivial, o bien H = G, en
cuyo caso H = G/G.
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Recomenzamos el proceso a partir de G1 y construimos Go, y asi suce-
sivamente. Dicha construccién tiene que detenerse puesto que por un lado
|G| > |G1| > |Ga| > ..., y por otro lado G es un grupo finito.

Para probar la unicidad, médulo equivalencia, procedemos por induccién en
el largo de la serie. En otras palabras, supongamos que el resultado es cierto
para grupos que admiten una serie de composicién de largo a lo méds r — 1.

Sean G>Hy>--->H. vy G> Ky > .- > K dos series de composicién
de G, donde r < s. Observamos que si H; = Kj, entonces podemos
aplicar la hipétesis de induccién al grupo Hy = K; y asi obtener que
(Hi,...,H,) ~ (Ki,...,Ks) son equivalentes y, en particular, r = s.

Supongamos que H; # K; y consideremos el diagrama

Hy > H > -+ > H,={e}
J A
G Ly=HNK; > --- -~ > L =1{e}
A <
Ky > Ko S > K, ={e}

El lema anterior implica que los grupos Hi/Ls y Ki/Ly son simples. Asi,
(Ha,...,H,) y (La,..., L) son series de composicién de Hy. La hipétesis de

induccién implica que las series (Ha, ..., Hy) ~ (La,..., L) son equivalentes
y, en particular, r = ¢.

Mds atn, los cocientes {Hi/Ha,...,H,_1/H;} son isomorfos a los co-
cientes {H1/Lo = G/Ki,Lo/Ls,...,L.—1/L,}, donde el isomorfismo
Hy/Ly = G/K; se obtiene gracias al lema anterior. Dado que t = 7,

K, admite una serie (Lg,...,L,) de largo r — 1 y una serie (Ko,...,Kj)
de largo s — 1. Por hipétesis de induccién concluimos entonces que s = r
y que las series (Lo,...,L,) ~ (Ka,...,Ks) son equivalentes. En par-
ticular, los cocientes {K;/Ka,...,K,_1/K,} son isomorfos a los cocientes
{K1/Ly = G/Hy,Ly/Ls,...,L-—1/L,}, donde el isomorfismo K;/Ls = G/H;
se obtiene gracias al lema anterior. En conclusién, las series (Hi,..., H,) y
(K1,...,Ks) son equivalentes. O

Ejercicio 2.5.14. — Sean € N2? y sea n = [Ip" una descomposicién en
producto de factores primos.
a) Probar, usando el teorema chino del resto, que el grupo Z/nZ admite una
serie de composicién donde los factores simples son los Z/p;Z, cada uno
repetido «a; veces.
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b) Utilizar el Teorema de Jordan-Holder para concluir que la descomposicién
n = [1p" en factores primos es unica, médulo permutacién de los fac-
tores.

Observacion 2.5.15. — El llamado programa de Gorenstein, iniciado
por Galois en 1832 y completado por varios autores en 2012, tiene por objetivo
la clasificacién de todos los grupos finitos simples. Hoy en dia, sabemos que
todo grupo finito simple es isomorfo a uno de los siguientes grupos:
1. El grupo ciclico Z/pZ, donde p es un ntimero primo.
2. El grupo alternante 2,,, donde n > 5.
3. Grupos de tipo Lie, los cuales estdn intimamente relacionados a grupos
de matrices con coeficientes en un cuerpo finito.
4. 27 grupos esporddicos, entre los cuales se encuentra el "monstruo" de
Fischer-Griess de orden

246,320 59 . 76.112.13%.17.19-23-29-31-41-47-59-71 ~ 8 - 10°3,



CAPITULO 3

REPRESENTACIONES DE GRUPOS FINITOS

En todo este capitulo G serd un grupo finito y V un espacio vectorial com-
plejo de dimensién finita, es decir, V =2 C™ para cierto n € N. Recordemos
que

GL(V) ={T:V — V transformacién lineal invertible}.

3.1. Representaciones lineales
Definicion 3.1.1 (representacién). — Sea G un grupo finito. Una repre-
sentacién (lineal) de G en V' es un morfismo de grupos
p:G— GL(V)
9 — p(9) = py,
es decir, pg, = pgpn para todos g,h € G. En particular, p. = idy y

pg-1 = (pg) . En ocasiones escribiremos que (V,p) es una representacién de

G.

Concretamente, si fijamos una base {ei,...,e,} de V, entonces hay un iso-
morfismo inducido GL(V') = GL,,(C). Si R, es la matriz de p4 respecto a dicha
base, entonces tenemos que det(Ry) # 0 y ademds

Ry = Ry - Ry,
para todos g, h € G.

Definicion 3.1.2 (grado). — Sea (V, p) una representacién de un grupo G.
Definimos el grado de la representacién como dimg (V).

Definicion 3.1.8 (equivalencia). — Sean (V,p) y (V,p’) dos representa-
ciones de un grupo G. Decimos que estas representaciones son equivalentes,
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en cuyo caso escribimos (V,p) = (V' p/), si existe 7 : V. — V' isomorfismo
lineal tal que
TOpg=py0T

para todo g € G.

Matricialmente, y conservando la notacién anterior, dos representaciones son
equivalentes si existe una matriz 7' € GL,(C) tal que TR, = R’gT , es decir, si
R’g = TRgT*1 para todo g € G. En otras palabras, las matrices R, y R; son
las mismas, médulo un cambio de base dado por T.

Ejemplo 3.1.4. —

1. Una representacion de grado 1 de un grupo finito G es un morfismo de

grupos
p:G— GL;(C) =C".

Dado que G es un grupo finito, los valores p, € C son raices de la
tinidad, es decir, existe n € NZ! tal que py = 1. Asi, la imagen
p(G) CS!' = {2 € C||z| =1} estd contenida en el circulo unitario. Més
aun, se puede probar que p(G) es necesariamente un grupo ciclico (ver
Ejercicio 2.1.36).

2. Sea p : G — C* una representacién de grado 1. Si p, = 1 para todo
g € G decimos que p es la representacién trivial de G.

3. Si G C GL,(C) es un sub-grupo finito de matrices, la inclusién

p:G < GL,(C)

es la representaciéon estadndar de G. En el caso del grupo simétrico
Sy, la inclusion p : &, — GL,(C) que asocia una permutaciéon o — P, a
su matriz de permutacién respecto a la base candnica de C", es llamada
la representaciéon de permutacion.

4. Sea |G| = N y sea V 2 C¥ con base {e,}4e¢ indexada por los elementos
de G. Si definimos py : V' — V mediante ej, — egp,, entonces

p:G— GL(V) 2 GLy(C)

es llamada la representaciéon regular de G. Notar que, si denotamos
por 1 € G a la identidad del grupo, entonces en este caso se tiene que
la imagen py(e1) = ey es un elemento de la base para todo g € G.
Reciprocamente, si una representacion p : G — GL(W) es tal que existe
un vector w € W de tal suerte que el conjunto de imagenes {pq(w)}qec
sea una base de W, entonces W es equivalente a la representacién regular.
En efecto, basta considerar 7 : CV = W dada por 7(ey) = py(w).
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5. Supongamos que G actia sobre un conjunto finito X, y sea V = Ccard(X)

con base {ez}yex indexada por los elementos de X. Si definimos
pg : V — V mediante e; > €., entonces p : G — GL(V) = GLgara(x)(C)
es la representacién de permutacién asociada a X.

3.2. Sub-representaciones y morfismos

Definicion 3.2.1 (sub-representacién). — Sea p : G — GL(V') una repre-
sentacién y sea W C V un sub-espacio vectorial. Decimos que W es G-estable
o G-invariante si para todo w € W y todo g € G se tiene que py(w) € W.
Notar que en este caso la restriccién p‘g/V = pglw : W — W es un isomor-
fismo que verifica ,ogWh = pgvphw y por ende p"V : G — GL(W) es también una
representacion de G. Diremos que W es una sub-representacién de V.

Ejemplo 3.2.2. — Sea V la representacion regular de G y sea

W = Vectc <:1c = Z eg> = Vecte((1,...,1)) =C.

geG

Dado que py(z) = x para todo g € G, se tiene que W es G-invariante. Mds
atn, p : G — GL(W) es la representacion trivial.

Ejercicio 3.2.3. — Sea p : G — GL(V) una representacién. Probar que el
sub-espacio de vectores invariantes

V¢ ={veV|p,(v) =v paratodo g € G}
es G-invariante.

De manera andloga a la equivalencia de representaciones (ver Definicién
3.1.3), podemos definir la nocién de morfismo de representaciones.

Definicion 3.2.4 (morfismo). — Un morfismo entre representaciones
(V,pv)y (W, pw) de un grupo G es una aplicacion lineal v : V' — W tal que

para todo g € G.

Observacion 3.2.5. — Notar que si v : V — W es un morfismo de rep-
resentaciones, entonces ker(u) (resp. Im(u)) es una sub-representacién de V
(resp. W). Ademds, u induce una equivalencia

V/ker(u) = Tm(u)

de representaciones.
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Recuerdo 3.2.6. — Sea V un espacio vectorial sobre C y sean W, W' sub-
espacios vectoriales. Recordemos que V es suma directa de W y W/, en
cuyo caso escribimos V = W @ W', si todo vector v € V se escribe de manera
tnica como v = w + w’, donde w € W y w' € W. De manera equivalente,
V=WaW siysolosi WNW'={0} y dimc(V) = dimc(W) + dimc(W’).

SiV =W @ W, entonces decimos que W' es un sub-espacio complemen-
tario de W en V. Recordemos que todo sub-espacio vectorial no-nulo W de V'
admite un sub-espacio complementario W', pero este no es tnico (ver §2.1.7).

Recordemos que un operador de proyeccién en un espacio vectorial V
es una transformacién lineal p : V' — V idempotente, es decir, que satisface
P’ =p

Por ejemplo, si V=W W'y p:V — V estd dada por v = w + w' — w,
entonces Im(p) = W, ker(p) = W' y p(w) = w para todo w € W. En
particular, p es el operador de proyeccién de V sobre W. Reciprocamente, si
p: V. — V es un operador de proyeccion con W := Im(p) y W’ := ker(p),
entonces V =W @ W', Asi, existe una correspondencia biyectiva

{p:V = V proyeccién} <+— {V =W @ W’ suma directa}
p +—— W :=Im(p), W :=ker(p)
p(v) =plw+w)=w «— V=WaW
Teorema 38.2.7 (Maschke, 1899). — Sea p : G — GL(V) una repre-
sentacion y sea W C 'V un sub-espacio G-invariante. Entonces, existe un

sub-espacio W' CV que es G-invariante y que es complementario de W en V,
es decir, tal que V=W @ W'.

Demostracion. — El producto interno hermitiano en C" dado por

(x,y)cn == 2171 + . - - + TpT,
induce, luego de escoger una base, un producto interno hermitiano (u,v)o en

V. Definimos el nuevo producto

1
(u,v) := @l > (pg(u), pg(v))o

geG
para todos u,v € V. Notemos que dicho producto es G-invariante, es decir,
para todo g € G tenemos que

{pg (1), pg(v)) = (u,v)
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para todos u,v € V.()
En particular, si W es G-invariante, entonces el complemento ortogonal
Wt ={veV|(v,w) =0 para todo w € W}

es un complemento G-invariante de Wen V. ]

Observacion 3.2.8. — Si V. =W @& W' como en el Teorema de Maschke y
escribimos v = w + w’, donde w € W y w’ € W', entonces

pg(v) = pg(w) + pg(w’).
Luego, las sub-representaciones p" y pW/ determinan p. Matricialmente, si
Ry y R; son las matrices asociadas a pgv y pgv’ respectivamente, entonces la
matriz de p, estd dada por
R, 0
/
0 R,

3.3. Representaciones irreducibles

Definicion 3.3.1. — Una representacién (V, p) es irreducible si V' # {0},
y si {0} y V son sus unicas sub-representaciones. En otras palabras, V es
irreducible si y sélo si todo sub-espacio G-invariante W C V satisface W = {0}
o bien W =V.

Ejemplo 3.3.2. —

1. Toda representacién de grado 1 es irreducible.

2. El grupo ciclico Z/nZ tiene n representaciones irreducibles de grado 1.
En efecto, una representacion p : Z/nZ — C* estd determinada por la
imagen de un generador p([1]) € C*. Ademsds, p([k])"™ = 1 para todo

[k] € Z/nZ. Obtenemos asi representaciones po, ..., pp—1 dadas por
21kt
po(1) = exp (427 )

para todo [k] € Z/nZ.

(UEn particular, si {ey,...,e,} es una base ortonormal respecto al nuevo producto (-, -), en-
tonces la G-invarianza del producto interno se traduce en el hecho que las matrices asociadas
a pg respecto a dicha base son unitarias. En otras palabras,

R, € U,(C)={U e GL,(C) |U'U =UU" =1,}
para todo g € G, donde U™ = T es la matriz adjunta de U.
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3. Si dim¢ (V) > 2, las representaciones estandar (de los grupos infinitos)
SL(V) y GL(V) son irreducibles, pues estos grupos actian transitiva-
mente en V' \ {0}.

Ejercicio 3.3.3. — Probar que toda representacién irreducible de un grupo
finito G es grado < |G]|.

Teorema 3.3.4. — Toda representacion es suma directa de representaciones
1rreducibles.
Demostracion. — Sea (V, p) una representacion de un grupo finito G. Pro-

cedemos por induccién en la dimensién dimc(V).

Si V esirreducible entonces no hay nada que probar. Si por el contrario V no
es irreducible y W C V es una sub-representacién no-nula, entonces el teorema
de Maschke implica que existe una sub-representacién complementaria W/ C V
tal que V.= W @& W’. Dado que dim¢(W),dimc(W’) < dimc (V') tenemos por
hipétesis de induccién que W y W’ son sumas directas de representaciones
irreducibles, de donde se deduce el resultado. ]

jAtencion! — Sea (V,p) una representacién de un grupo finito G. La de-
scomposicién
V=WoWe® - & Wy

en representaciones irreducibles no es vnica. Por ejemplo, la representacion
p:G— GL(V), g — idy para todo g € G no es irreducible si dim¢ (V) > 2.
Por otra parte, si {e1, ..., e,} es una base de V' y si W; := Vectc(e;) es la recta
vectorial asociada a e;, entonces V. =W @ - --d W,, es una descomposicién en
representaciones irreducibles, la cual claramente no es unica.

Observacion 3.3.5. — Sea W una representacion irreducible de un grupo
G. Dada V una representacién arbitraria de G, veremos mds adelante (ver
Teorema 3.7.5) que dada cualquier descomposicién

V=W1oWyd- - oW

en representaciones irreducibles, el nimero de factores W; tales que W; & W
no depende de la descomposicién.

3.4. Producto tensorial de espacios vectoriales

En esta seccién, independiente del resto del capitulo, discutiremos general-
idades sobre el producto tensorial (o producto de Kronecker) de dos espacios
vectoriales.
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Durante esta seccién, denotaremos por k un cuerpo cualquiera.

Definicion 3.4.1 (producto tensorial). — Sean V' y W dos k-espacios
vectoriales. Un producto tensorial de V' y W es un k-espacio vectorial T’
junto con una aplicacién bilineal ¢t : V x W — T verificando la siguiente
propiedad universal: si b : V x W — U es una aplicacién bilineal, entonces
existe una tnica aplicacién lineal b : T — U tal que b = bot. En otras palabras,
tal que el siguiente diagrama es conmutativo

VxW—b2 U

RN

Teorema 3.4.2. — Sean V y W dos k-espacios vectoriales. Fxiste un pro-
ducto tensorial de V. y W, denotado V QW , el cual es dnico mddulo un dnico
1somorfismo.

Demostracion. — Comencemos por probar la existencia de un producto ten-
sorial. Sea kY *W el k-espacio vectorial de base {eww) }ww)evxw. En otras
palabras, un elemento de k¥ *"W es una suma finita de la forma

Z )‘(v,w)e(v w

finita
donde A(, ) € k.

Es importante notar que la aplicacién V x W — kYW (v, w) — € (v,w)

no es bilineal. Sin embargo, si denotamos por S al k-sub-espacio vectorial de

EV>*W generado por los elementos de la forma

Clvtv'w) ~ Ev,w) T (W w)s C(v,wtw’) T E(v,w) T E(v,w’)>
€Ow,w) — Ae(v,w)» C(v, \w) — )‘e(v,w)a
donde v,v" € V, w,w’ € W y X € k, entonces el espacio vectorial cociente
T := kYW /S dotado de la aplicacién bilineal
t:VxW— kWS
(va) — [e(v,w)]

es un producto tensorial de V' y W. En lo que sigue denotaremos V@ W =T
yv®@w = t((v,w)) = [euw)), donde v €V y w e W.

No es dificil notar quesi b: V x W — U es una aplicacién bilineal, entonces
la aplicacién inducida B : VW — U, €(vw) F b(v,w) es lineal y se anula
en S C kYW, Luego, la propiedad universal del cociente implica que existe
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una tinica aplicacion lineal b: V@ W — U, v ® w — b(v,w), la cual verifica
b=bot.

La tnicidad de T' = V ® W mddulo un tnico isomorfismo es consecuencia
de la propiedad universal. En efecto, si (T",t') es otro producto tensorial de V/
y W entonces los diagramas conmutativos

Vxw—Y Vxw—" 7T

N e N S

donde t/ = aot y t = fot’. Luego, t' = aot = ao(Bot’) = (aof)ot’ = idg ot
yt=pot' =pfo(aot)=(foa)ot=1idpot. Finalmente, la unicidad de o y
B implica que foa =idy y ao S = idyr, es decir, a y 8 son isomorfismos. [
Recuerdo 3.4.3. — Sean V y W dos k-espacios vectoriales. Recordemos que
Hom(V,W) = {f : V. — W lineal}, y que V* = Hom(V, k) es el espacio dual
de V.

Corolario 3.4.4. — Hay un isomorfismo entre k-espacios vectoriales

{b:V xW — U bilineal} 2 Hom(V @ W, U).
En particular, {b:V x W — k forma bilineal} = (V @ W)*.
Demostracion. — La aplicacién b — b es un isomorfismo. ]
Proposicion 3.4.5 (functorialidad). — Sean f:V = V' yg: W — W/
son aplicaciones lineales. Entonces existe una unica aplicacion lineal

fRg: VoW =V oW

tal que (f ® g)(v @ w) = f(v) ® g(w) para todos v € V, w € W. Mds ain,
(ff@g)e(feg) = ofle(gog).
Demostracion. — Basta completar el diagrama conmutativo

Vo W — 25y

|~

VoW ———V W
3! feg

donde el morfismo f ® g se obtiene al aplicar la propiedad universal a la apli-
cacién bilineal ¢’ o (f x g). La ultima parte del enunciado se deduce del mismo
modo, y se deja como ejercicio para el lector. O
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Ejercicio 3.4.6. — Sea {v;}ic; una base de V' y sea {w;};cs una base de
W. Probar que {v; ® w;}(; jjerxs s una base de V @ W. En particular,
dimk(V & W) = dlmk(V) dlmk(W)

Usando el ejercicio anterior, o bien usando la propiedad universal del pro-
ducto tensorial, es posible probar el siguiente resultado (cuya demostracién
dejamos como ejercicio).

Proposicion 3.4.7. — Sean U, V y W tres k-espacios vectoriales. Hay iso-
morfismos candnicos:
LV SV, A®v— .
2. U V)W S (UW)e (VeW), (u+v)@uw—u®w+v® w.
.UV S VeU u®v—veu.
4. UVeoW) S UV)oW, u® (vew)— (u®v)®@w.

Ejemplo 3.4.8. — Supongamos que {vij}jcr, es una base de Vi, que
{va;i}icr, es una base de Vi, que {wi;}ies, es una base de Wi, y que
{wa  } ke, es una base de Wo. Si f: V3 — Vo y g : Wi — Ws son aplicaciones
lineales dadas por matrices A = (asj)icr,, jer, ¥ B = (bki)kes, 1€, respecto
a las bases anteriores, entonces obtenemos por bilinealidad del producto
tensorial que

(f®g) (v, ®@wy) = Z a;jbriva; @ wa g,

i€l
keJa

de tal suerte que la matriz de f ® g en las bases {v1; ® w1, }(jnerxs, de
Vi@ Wiy {v2; @ wak}(ikyerxs, de Vo ® W estd dada por
A®B:= (aijbkl)(i,k)elgxb, (G, el x Jy *
Por ejemplo, si todos los espacios vectoriales involucrados son de dimensioén 2,
entonces tenemos que A ® B estd dada por
aibin  aibiz  aigbin  aizbiz

ail a2 . bi1 b2 anB a2B ai1bar  aribaa  aizbar  aiabao

a1 a2 bo1 b2 a1 B ax»B a21b11  ao1bi2  agbir  axbio

a21ba1  ao1baa  agobar  agnba

Ejercicio 3.4.9. —
a) Probar que tr(A ® B) = tr(A) tr(B).
b) Probar que rango(A ® B) = rango(A) rango(DB).
¢) SiA€ Myxa(k)y B € Myyy(k), probar que det(A®B) = det(A)® det(B)?.
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En lo que sigue, supondremos que k = C. Supongamos que {e,...,e,} es
una base de V =2 C" y consideremos el automorfismo

0: VRV VeV
6i®6j’—>€j®67;
Notar que para todos v,w € V se tiene que O(v ® w) = w ® v y luego O es

independiente de la base escogida.

Si denotamos T2?V := V ® V, entonces T2V se descompone en suma directa
T2V = 2V & NV,
donde

1. 2V = Sym?(V) = { € V@V | ©(2) = 2} es el llamado cuadrado
simétrico de V. Notar que {e; ® ¢j + €; ® e;}i<; es una base de S?V y
luego dime S?V = %

2. NV =AIt’(V) ={z e V@V | O(2) = —2} es el llamado cuadrado
alternado de V. Notar que {e; ® e; —e; @ e;}i<; es una base de \°V 'y
luego dime NV = @

Observamos que todo elemento v @ w € T?V se escribe de la forma

1 1
U®w:§(U®w+w®v)+§(v®w—w®v).

en S2V en /\2V

Por lo anterior, definimos para v,w € V los vectores

1
vw ::§(v®w+w®v)652‘/,

1
vAw ::§(v®w—w®v) e NV,
En particular, con la notacién anterior, tenemos que {e;e;}i<; es una base de
S2V., y que {e; A e;}i<j es una base de /\2 V.

Definicion 3.4.10. — Sean p; : G — GL(V1) y p2 : G — GL(V3) representa-
ciones de un grupo G. Definimos su producto tensorial

p1®p2:G—>GL(V1®‘/2)
mediante p,y(v1 ® v2) := p1,4(v1) @ p2g(v2) para todo g € G, v1 € Vi y vg € Va.

Matricialmente, si R1 4 y Ra 4 son las matrices asociadas a p1,4 y p2,4 re-
spectivamente, entonces la matriz asociada a (p1 ® P2)g es 14 ® Ry .



3.5. CARACTERES 65

Ejercicio 3.4.11. — Probar que si V' y W son representaciones de grado 1,
entonces V @ W es una representacion de grado 1. Describir esta situacién
matricialmente.(?)

Un caso particular importante es el siguiente. Sea p : G — GL(V) una
representacién de un grupo (. Entonces, obtenemos una representacion in-
ducida ppzy : G — GL(T?V) dada por pray(v1 ® v2) = pg(v1) ® pg(v2). En
particular, observamos que S?V y /\2V son G-invariantes, y luego inducen
sub-representaciones pg2y y p A2V de G.

3.5. Caracteres

Recuerdo 3.5.1. — Recordemos que si A € Myxn(C) y P € GL,(C), en-
tonces la traza verifica tr(A) = tr(PAP~!). En otras palabras, la traza de una
transformacién lineal es independiente de la base. Mds atin, si A\y,..., A\, € C
son los valores propios de A, entonces se tiene que tr(A) = A; + ...+ A\p.

Definicion 3.5.2 (cardcter). — Sea p : G — GL(V) una representacién de
un grupo G. El cardcter de p = py es la funcién xv (o x,) dada por

xv :G—C
g+ tr(pg).

A partir de las propiedades de la traza se deducen las siguientes propiedades
de los caracteres.

Proposicion 3.5.3. — Sea x : G — C el cardcter de una representacion
p: G — GL,(C) de grado n. Entonces:
1. x(e) =n.

2. x(g71) = x(g) para todo g € G.
3. X(hgh_l) = x(9) para todos g,h € G. En particular, x(g192) = x(9291)
para todos g1, 92 € G.

Demostracion. — El punto (1) se obtiene de tr(p.) = tr(idy) = dimc (V). Para
probar (2), notamos que el hecho que G sea un grupo finito implica que cada
transformacién lineal p, es de orden finito. Luego, todos los valores propios
Al,..., Ap de pg son raices de la unidad. En efecto, si py" = idy para cierto

(2)Mas adelante veremos que, en general, el producto tensorial de dos representaciones irre-
ducibles puede no ser irreducible.
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m y v; es un vector propio asociado al valor propio A;, entonces tenemos que
Py vi = A{"v; = v;, de donde se concluye que A" = 1.
Por otra parte, si A = €? donde 6 € R entonces X = e~ = A\~1. Luego,®

n n

S _ 1 B B
x(9) =trlpg) =D Xi=) + =tr(py") = tr(py-1) = x(g7").
i=1 i=1""
Finalmente, el punto (3) sigue de la igualdad tr(AB) = tr(BA). O

Definicion 3.5.4 (funcién central). — Una funcién f : G — C es llamada
una funcién central si es constante en cada clase de conjugacion de G, es
decir, si f(hgh™') = f(g) para todos g, h € G. Si C es una clase de conjugacion
de G, denotamos por f(C) el valor de f en C. El C-espacio vectorial

¢ (GQ) :={f: G — C funcién central}

tiene dimension dime %(G) = card({clases de conjugacién de G}).

Observacion 3.5.5. — Veremos mdas adelante (ver Teorema 3.8.3) que los
caracteres forman una base del espacio de funciones centrales €(G).

Ejemplo 3.5.6. —

1. El cardcter de la representacion regular pg : G — GLg|(C) de G estd
dado por

|G| sig=e

0 sig#e
es decir, xg = |G|1¢,, donde 1¢, denota la funcién caracteristica de la
clase de conjugacién C, = {e}.

2. Recordemos que las clases de conjugacion de &3 estdn en biyeccién con las

Xr(9) =

particiones de n = 3 (ver Proposicipon 2.2.8). Las particiones de n = 3
son 1+1+1,1+2y 3, ylas clases de conjugacién correspondientes en

&3 son O, = {id}, C; = {(1,2),(1,3), (2,3)} v C. = {(2,3,1),(1,3,2)}.

Sea p : 63 — GL3(C) la representaciéon de permutacion, entonces?

Xp(Ce) = 3, xp(Ct) =1y xp(Cc) = 0.

()Si A € GL,(C) y A= PJP~! es la forma canénica de Jordan, entonces A~* = PJ 1P~ L,
En particular, si A1,..., A, son los valores propios de A, entonces tr(A) = M+ ...+ A y
tr(A™) = -+

(D Notar que el valor del cardcter de la representacién de permutacién en cada clase de
conjugacion es exactamente la cantidad de 1 que aparecen en la respectiva particién, es
decir, la cantidad de elementos fijos por la accién de una permutacién cualquiera en dicha
clase de conjugacién. Esta observacién se generaliza a &,.
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3. Sea p = py : G = GL(V) una representacién de un grupo G. Definimos
su representacién dual mediante

P = py: G — GL(V™)
* .t _t 1
g = pg L pgfl - pg

Equivalentemente, p; se define mediante la relacion (z*, x) = (p;(z*), pg(z))
para todos x € V y z* € V* = Hom(V, C). Calculamos

xv+(9) = xp(9) = tr("py ) = tr(p; ) = xv (97" = xv(g),

gracias a la Proposicién 3.5.3.

Recuerdo 3.5.7 (Cayley-Hamilton). — Recordemos que si A € M,,x,(C)
es una maftriz con coeficientes complejos, su polinomio caracteristico estd
dado por
pa(N\) = det(A\L, —A).

Por otra parte, su polinomio minimal es por definicién el polinomio com-
plejo ma(A) con coeficiente principal 1 y de grado minimal de tal suerte que
ma(A) = 0. En otras palabras, cualquier otro polinomio Q(\) verificando
Q(A) = 0 es un multiplo (polinomial) de ma(A).

Un resultado importante de dlgebra lineal es que la matriz A es diagonaliz-
able si y s6lo su el polinomio minimal m4(A) se factoriza sobre C en factores
lineales distintos. Por ejemplo, si ma(\) = X™ — 1 o bien mg(A) = A(A — 1)
entonces A es diagonalizable.

El teorema de Cayley-Hamilton (c.f. Teorema 4.2.37), demostrado en cier-
tos casos particulares por Cayley (1853) y por Hamilton (1858), y finalmente
probado por Frobenius (1878), afirma que el polinomio minimal m4(A) de
una matriz A divide al polinomio caracteristico p4(\). Equivalentemente,

pa(A) = 0.

Observacion 3.5.8. — Una aplicacién importante del teorema de Cayley-
Hamilton es probar que toda matriz A € M,,x,(C) de orden finito es diag-
onalizable sobre C. En efecto, si A™ = I, para cierto m € NZ! entonces
ma(A) divide al polinomio A" — 1, por minimalidad de my4. Dado que este
ultimo se factoriza en factores lineales distintos, m4(\) también y luego A es
diagonalizable®).

®)De manera completamente andloga, utilizando que ma()\) divide A2 — X, se prueba que
todo operador de proyeccion es diagonalizable.
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Proposicion 3.5.9. — Sean py : G — GL(V) y pw : G — GL(W) dos
representaciones de un grupo G. Entonces:

Xv+ =XV-

Xvew = XV + Xw-

XVeWw = XV - XW-

St W CV es una sub-representacion, entonces Xy = xw + Xv/w-
xsav(9) = 3 (v (9)° + xv (%),

Xp2y(9) = 5(xv(9)? — xv(9?))-

En particular, xygy = X%/ = Xs2v T Xp2

SEER AN o S A

Demostracion. — Ya hemos demostrado (1), (2), (3) y (4).

Veamos (5) y (6). Sea g € G y notemos que p, es de orden finito, puesto
que G es un grupo finito. En particular p, es diagonalizable, gracias a la
Observacién 3.5.8.

Sea {e1,...,e,} una base de V formada por los vectores propios de pg, i.e.,
pg(ei) = Aie; con A; € C. En particular, p,2(e;) = (pgopg)(e:) = pg(Aiei) = Aze;,
y Tuego xv(9) = Yoy Ai v xv(9?) = Yoimy A7

Recordemos que {e; A €;}1<icj<n es una base de A?V. Notamos que los
{ei N ej}1<icj<n son ademds vectores propios de Ppzy,, oD valores propios
{/\i)\j}lgi<j§n- Luego,

2

1 1 2 1 2 2
xpev(e)= D AN=5 | Do N =5 D0 N =50l - xv(e):
1<i<j<n 1<i<n 1<i<n

De manera similar, los vectores {e;e;}1<i<j<n forman una base de S?V, y
ademds son vectores propios de pgay, con valores propios {A\\j}i<i<j<n-
Luego,

2

xsr@= X A= [ ] v5 X R =L0w@ F e,

1<i<j<n 1<i<n 1<i<n
de donde se concluye el resultado. O
Ejercicio 3.5.10. — Si x = xy : G — C es un cardcter, denotamos

Xz 7= Xs2v ¥ Xa = Xy
En particular, x? = x2 + x2. Sean x y X’ dos caracteres. Probar que

2 2
(X+X)2=x2+xo+xX vy (x+X)2=x2+ x5+ xX.
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3.6. Lema de Schur

El siguiente resultado de Schur probado en 1905 es una observacién simple
sobre morfismos entre representaciones irreducibles, v que tiene importantes
consecuencias en la teorfa de representaciones.

Proposicion 3.6.1 (Lema de Schur). — Sean py : G — GL(V) y
pw : G — GL(W) dos representaciones irreducibles de un grupo G, y sea
u:V — W un morfismo de representaciones. Entonces:

1. u es un isomorfismo o bien u = 0.
2. St py = pw entonces u es una homotecia, i.e., u = AIdy con A € C.

Demostracion. — Para probar (1) notamos que tanto ker(u) como Im(u) son
G-invariantes. Si u no es inyectivo entonces ker(u) # {0y} y luego ker(u) =V,
pues V es una representacioén irreducible. En otras palabras, si 4 no es inyectivo
entonces u = 0. Por otra parte, si u no es sobreyectivo entonces Im(u) # W
y luego Im(u) = {Ow}, pues W es una representacién irreducible. En otras
palabras, si u no es sobreyectivo entonces u = 0.

Para probar (2) notamos que si A € C es un valor propio de u, entonces
el sub-espacio ker(u — AIdy) es G-invariante, pues por definicién de morfismo
de representaciones u conmuta con la accién de (. Dicho sub-espacio es no-
nulo pues contiene al menos un vector propio v # 0, de donde se concluye que
ker(u — AIdy) = V, gracias a que V' es una representacion irreducible. En
otras palabras, u = Aldy. O

Corolario 3.6.2. — Sean py : G — GL(V) y pw : G — GL(W) dos repre-
sentaciones irreducibles de un grupo G, y sea uw : V — W wuna aplicacién lineal
arbitraria. Consideremos la aplicacion
1
0. + —1
.

geG

la cual define un morfismo de representaciones u® : V.— W. Mds aiin,

1. Si pv y pw no son isomorfas, entonces u® = 0.

U es una homotecia de factor ditr(“)

2. 5i py = pw, entonces u Fme (V) -
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Demostracion. — Veamos que u? : V — W define efectivamente un morfismo

0

de representaciones, es decir, pyy, gou =ul pv,g Para todo g € G. Calculamos

1 0 —1
pW7g ou PV.g = ’G‘ Z p IOW,h CUOC PVHOPV,g
heG

’ ‘ ZpWhg U O PV, hg
hEG

‘ ’ZkaOUOka—UO
keG

Luego, el Lema de Schur aphcado al morfismo de representaciones u° implica
(1). Del mismo modo, el Lema de Schur implica que si py = pw entonces

u’ = AIdy. En particular tr(ul) = )\dimC(V) Basta notar que en este caso

tr(u’) = Z tr(py, 0 U©° pyg) Z tr(u) = tr(u
|Gl Vo ]
geG geG

de donde se obtiene (2). O

Observacion 3.6.3. — Matricialmente, si Ry, = (a,4,(9)), Rw,g = (@iyj5(9)),

u = (Uiyiy) ¥ u’ = (U?Qil) entonces:

1211 - ‘G’ gzegawh u]2]1a]1%1<g>
J1,52

la cual es una forma lineal en u;,;,. Luego (1) en el Corolorio 3.6.2 se traduce
en que si py 2 pw entonces
Z inja (9 a]m( )=0
geG
para todos i1, 12, j1, jo. Por otra parte, si denotamos por
0 si il 75 ig
1 si1 il = ig

Oigiy =

la funcién delta de Kronecker, entonces (2) en el Corolorio 3.6.2 se traduce en
que

tr(u) 1
0
Yigin = dimc(V)éiQil T di Z Oigir Oja Ujaji

dim¢ (V
J1 2J2
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de donde se deduce que

g a; Vjn iy Qipiy (g g Oioir 0o ir Wi
’G‘ 2]2 ]2]1 J1 1( dlmc 211 ]2]1 ,72.71

9€G ]1:]2
J1:J2

Igualando los coeficientes que acompanan a uj,;, obtenemos la relacién

1 ; Sii1:i2yj1:j2
ZaZﬂQ a]lll (g) = — i O = dimc (V)

’G‘ geC dimc(V) R 0 sino

para todos i1, 42, j1, j2.

3.7. Ortogonalidad de caracteres

Definicion 3.7.1 (producto bilineal). — Sean ¢ : G - Cy ¢ : G — C
dos funciones a valores complejos, donde G es un grupo finito. Definimos el

producto bilineal
g -1
’G| > ¢l(g ’G‘ > (g = (1, o).

geG geG

Observacion 3.7.2. — Utilizando el producto bilineal anterior, podemos ree-
scribir la interpretacién matricial del Lema de Schur obtenida en la Observacion
3.6.3 de la manera siguiente:

1. Si py ¥y pw no son isomorfas, entonces (ai,j,,ajs;) = 0 para todos
i1>i27j17j2-
; — L - — 1 LS

2. Si py = pw entonces (Gi,j,,0ji) = W(V)(SZ?“&J?JI para todos

01,12, J1, J2-
En particular, si las matrices (a;;(g)) son unitarias entonces (a;j(g~%)) = (aji(g))
y luego (1) y (2) se interpretan como relaciones de ortogonalidad.

Definicion 3.7.3 (producto hermitiano). — Seanp: G —-Cy¢ : G — C
dos funciones a valores complejos, donde G es un grupo finito. Definimos el

\G|Z“”

geG

En particular, si definimos ¢*(g) := 1¢(g~!) entonces (¢ | ) = (p,1*), donde
(+,-) es el producto bilineal de la Definicién 3.7.1.

producto hermitiano

(¢l)
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Un caso particular importante son los caracteres xy : G — C. Sabemos
gracias a la Proposicién 3.5.3 que xv (¢7!) = xv(g) v luego xir = xv, es decir,
los caracteres son autoadjuntos. En particular, (¢ | xv) = (¢, xv) para toda

funcién ¢ : G — C.

Teorema 3.7.4 (Teorema de Frobenius). — Sean py : G — GL(V) y
pw : G — GL(W) dos representaciones irreducibles de un grupo G. Entonces:

1. Si py y pw no son isomorfas, entonces {xv,xw) = 0.
2. Si pv = pw, entonces (xv,xv) = 1.

Demostracion. — Si py,4 corresponde a la matriz Ry, = (a;,4,(g)), entonces
xv(9) = > aii(g9). Del mismo modo, si pw,, corresponde a la matriz

Ryw,g = (aiyj5(g)), entonces xw(g) = D aiyi,(g). Luego, tenemos que si py y
pw 10 son isomorfas entonces

(xv,xw) = Z<ai1i1aai2i2> =0,
11,62
donde la idltima igualdad se obtuvo en la Observacion 3.7.2. Del mismo modo,
la Observacién 3.7.2 permite calcular
1 dime(V)
<XV¢XV> = Z<ai1i17ai2i2> = Z dlmC(V) 6i1i2 = dlm@(V) =1,

11,82 1,82

de donde se concluye el resultado. O
Veamos ahora algunas consecuencias del Teorema de Frobenius.

Teorema 3.7.5. — Sea p: G — GL(V) una representacion de un grupo finito
G y sea

V=Wio - oW
una descomposicion en representaciones irreducibles. Sea W una repre-
sentacion irreducible arbitraria. Entonces, el nimero de representaciones Wy
tales que W; = W estd dado por (xv,xw). En particular, dicho nimero es
independiente de la descomposicion dada.

Demostracion. — Tenemos que xv = xw,; + ...+ xw,. Entonces,

v xw) = Oows xw) + -+ (owge Xw)-
Por otra parte, dado que W; y W son irreducibles, el Teorema de Frobenius
implica que
L sipw, = pw

0 sino
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de donde se concluye el resultado. O

Corolario 3.7.6. — Sean py : G — GL(V) y pw : G — GL(W) dos repre-
sentaciones de un grupo G. Entonces py = pw si y solo si xy = xXw -

Demostracion. — Si xy = xw entonces el Teorema 3.7.5 implica que V y
W contienen el mismo nimero de veces cualquier representacion irreducible

dada. O

Observacion 3.7.7. — Notar que el Ejercicio 3.3.3 implica que para todo
grupo finito G, existen sélo un ndmero finito Wy, ..., W}, de representaciones ir-
reducibles de GG, mdédulo isomorfismo. En efecto, dado que toda representacién
V estd determinada por su cardcter xy, basta notar que xy(g) es la suma de
dimc (V) < |G| raices de la unidad cuyo orden divide ord(g). M4ds adelante
(ver Teorema 3.8.4) probaremos que hay tantas representaciones irreducibles
como clases de conjugacién de G.

En conclusién, podemos reducir el estudio de representaciones de un grupo
finito G al estudio de todos los posibles caracteres x1, ..., xn de las (finitas)
representaciones irreducibles Wy, ..., W},. Luego, toda representacion V es
isomorfa a la suma directa

VWM. e W™,
para ciertos enteros m; € N. M4ds atin, el Teorema de Frobenius y el hecho que
Xv =mix1+ ...+ mpXxp implican que m; = (xv, xi) ¥ que
(xv,xv)=m}+...+m3.

Una consecuencia de la discusién anterior es el siguiente criterio de irre-

ducibilidad.

Teorema 3.7.8. — Sea py : G — GL(V) representacion de un grupo G.
Entonces V' es irreducible si y sélo si (xv,xv) = 1.

Demostracion. — La representacién V' es irreducible si y sélo si V =2 W; para
cierto i € {1,...,h}. Esto dltimo equivale a que m; =1y m; = 0si j # i, que
a su vez equivale a que (xv, xv) = 1, puesto que (xv,xv) =mi+...4+mi. O

Recuerdo 3.7.9 (representacion regular). — Sea
R:G— GL|G|((C)

gl—)pg
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la representacién regular de G, es decir, en ClGl con base {eg}gec definimos
pglen) = egn. Notar que si g # 1 es no-trivial, entonces gh # h para todo
h € G y luego tr(py) = 0. En otras palabras,

|G| sig=1
0 sig#1l

es el cardcter de la representacién regular.

xr(9) =

Corolario 3.7.10. — Sean Wy, ..., W}, las representaciones irreducibles de
un grupo finito G, y sea n; := dimc(W;). Entonces, cada W; estd contenida
n; veces en la representacidn regular de G. En particular,

LIGl=ni+...+ni.
2. Si g #1 entonces 2?21 nixi(g) = 0.

Demostracion. — La representacién W; estd contenida (xg,x:) veces en la
representacion regular Calculamos

(XRr,Xi) = ZXR Yxi(g)

gGG

:Kl;x;-z(l)xi(l) |G|]G|d1m@(W) dime (W) = n:

Luego, Cl6l = Wi o ... EBVV}?9 "yasi xr(g) =nixi(g)+ ... +nrxn(g). En
particular, |G| = xg(1) = nix1(1) +... +npxn(l) = n?+...+n? de donde se
deduce (1). Similar, si g # 1 entonces 0 = ny1x1(g) + ... + npxn(g) de donde
se deduce (2). O

Observacion 3.7.11. —

1. El resultado anterior implica que el grado de una representacion irre-
ducible es menor o igual que \/@ .

2. La férmula |G| = n? + ... + n? implica que si construimos h representa-
ciones irreducibles V1, ..., V} no isomorfas (i.e., ortogonales) de grados
ni,...,n, tales que |G| = n} + ... + n}, entonces necesariamente son
todas las representaciones irreducibles de G.

3.8. Caracteres y funciones centrales

Recuerdo 3.8.1. — Sea G un grupo finito. Recordemos que f : G — C es
una funcién centralsi f(hgh™!) = f(g) para todos h,g € G, i.e., si el valor de
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f(g) s6lo depende de la clase de conjugacién de g. El C-espacio vectorial € (QG)
de funciones centrales es de dim¢ %' (G) = card({clases de conjugacién de G}).

Proposicion 3.8.2. — Sea f : G — C una funcidn central y sea
p : G — GL(V) una representacion. Consideremos la aplicacion lineal

pf:V —V definida por
pri=>_ f(9)prg

geG
Si V' es una representacion irreducible, entonces py = A1dy f es una homotecia
de factor

Gl
E f9)xv(g (f,xv)-
dlm(c geG T di mg(V)
Demostracion. — Veamos que py : V — V es un morfismo de representaciones,

es decir, que pr o py, = pg o py para todo g € G. En efecto, calculamos para
hedG

P opromm=_ F9r' orgorm= Y [(9)r-1gn

geG geqG
= DSk o= f(K)pr = py.
k=h— 1 gh keG keG

Luego, el Lema de Schur implica que py = Aldy para cierto A € C. Finalmente,
se tiene que

tr(Ady) = Adimc (V) = tr(py)

_ Z f@)tr(pg) = fla)xv(g)

geG geG
geG
de donde se obtiene el resultado. O
Teorema 3.8.3. — Los caracteres x1,...,xn de las representaciones irre-

ducibles del grupo G forman una base ortonormal de € (G).

Demostracion. — El Teorema de Frobenius implica que {x1,...,Xxn} es un

sistema ortonormal respecto al producto hermitiano definido anteriormente.
Por otra parte, {x1,...,Xn} es una base de ¥ (G) si y sélo si para toda

funcién f € €(G) se tiene que si (f | xi) = 0 para todo i € {1,...,h} entonces
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necesariamente f = 0. Ademds, esto tltimo equivale(® a que si (fixi) =0
para todo ¢ € {1,...,h} entonces necesariamente f = 0.

Por otra parte, la Proposicién anterior implica que si p : G — GL(V) es
una representacién irreducible entonces py = 0. Mds ain, si p : G — GL(V)
es una representacién arbitraria entonces, al considerar la descomposicién en
sub-representaciones irreducibles, notamos que también se tiene py = 0.

En particular, si p = R : G — GL|(C) es la representacién regular de G,

entonces calculamos pr(e1) = 3 o f(9)pg(e1) = 3 eq f(9)eg = 0. Dado que
{eg}geq es una base, concluimos que f(g) = 0 paratodo g € G,ie., f=0. O

Teorema 3.8.4. — El nimero de representaciones irreducibles de G (mddulo
isomorfismo) es igual al nimero de clases de conjugacion de G.

Demostracion. — Por definicién tenemos que
dimc € (G) = card({clases de conjugacién de G}).

Por otra parte, el Teorema anterior implica que dimg ¢ (G) = h, donde h es el
numero de representaciones irreducibles de G, mdédulo isomorfismo. ]

Veamos algunas consecuencias de los resultados anteriores.

Proposicion 3.8.5. — Sean x1,...,Xxn los caracteres de las representaciones
wreducibles del grupo G, y definamos

c¢(g) := card{hgh™', h € G},
donde g € G. Entonces:
h G
LS (o) = 1.
2. Si h no es conjugado a g, entonces Z?Zl xi(9)xi(h) = 0.

En particular, si g =1 obtenemos el Corolario 3.7.10.

Demostracion. — Dado g € G consideramos la funcién f, € €(G) igual a 1
en la clase de conjugaciéon C, de g y 0 afuera. Dado que f, € €(G) podemos

escribir
h
fo=>_ XiXi
i=1

“”Obfervamos que (xi | f) = (f | xa) = (fixa) implica (x; | f) = (Xi,f) y luego
i | f) = (f,X3)-
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donde \; = (fg, xi) = (fg | xi) = %Xi(g). En otras palabras,

h
folh) = 9 S g,

Si consideramos h = g obtenemos directamente (1), mientras que (2) se deduce
al considerar h fuera de la clase de conjugacién de g. O
Teorema 3.8.6. — Sea G un grupo finito. Entonces G es abeliano si y sdlo

si toda representacion irreducible de G es de grado 1.

Demostracion. — El grupo G es abeliano si y sélo si
¢(g) = card{hgh™', he G} =1
para todo g € G. Esto tltimo equivale a
|G| = card({clases de conjugacién de G}).

Por otra parte, sabemos que el nimero h de representaciones irreducibles de
G (médulo isomorfismo) es igual al nimero de clases de conjugaciéon de G.
Luego, esta ultima igual se traduce en que |G| = h, lo cual equivale gracias al
Corolario 3.7.10 a la igualdad

que es lo que querfamos probar. ]

Corolario 3.8.7. — Sea A < G sub-grupo abeliano. Entonces toda repre-

sentacion irreducible de G es de grado a lo mds [G : A] = %
Demostracion. — Sea p : G — GL(V') una representacién irreducible. Consid-

eremos la restriccién
PA = p’A A — GL(V),
la cual a priori no tiene porqué ser irreducible. Sea W C V una sub-
representacion irreducible de p4. Luego, dimc(W) = 1 gracias al Teorema
anterior.
Por otra parte, si consideramos el sub-espacio

V"= Vectc({pg(W)}gec}) €V,

entonces tenemos que V' es G-invariante no-nulo y luego, dado que V' es una
representacion irreducible, tenemos necesariamente que V' = V.

Finalmente, notamos que si g € Gy h € A entonces se tiene que pp (W) =W
y luego pgn(W) = pg(pn(W)) = pg(W). De donde se deduce que py(W) sélo
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depende de la clase lateral gA. Asi, la cantidad de py(W) diferentes es a lo
més [G : A] y por ende dimc(V) < [G : A]. O

Ejemplo 3.8.8. — El grupo diedral D,, contiene (r) = Z/nZ grupo ciclico
de indice 2. Luego, todas las representaciones irreducibles de D,, son de grado
< 2. Msds ain, si n > 3 entonces D, no es abeliano, y luego D, admite
necesariamente una representacién irreducible de grado 2.

Ejercicio 3.8.9. — Demostrar que un grupo no abeliano de orden 8 posee
exactamente 5 clases de conjugacién.

3.9. Tablas de caracteres

Una tabla de caracteres de G da el valor de cada cardcter irreducible
(i.e., cardcter de una representacién irreducible) sobre cada clase de conju-
gacién. Las lineas corresponden a los caracteres y las columnas a las clases de
conjugacion.

Consideremos por ejemplo el grupo simétrico G = G3. Las clases de conju-
gacién de &3 son C, = {id}, Cy = {(1,2),(1,3),(2,3)} vy C. = {(2,3,1),(1,3,2)},
por lo que tenemos que hay 3 representaciones irreducibles de &3 mddulo
isomorfismo.

Hay dos representaciones de grado 1 (y por lo tanto irreducibles) faciles de
ver. La primera es la representacion trivial

p1 = Puivial : 63 = C*, 0= 1
para todo o € G3. La segunda es la representacién signo
P2 = Psigno : ©3 = {£1} CC*, 0 £(0).

Luego, obtenemos la siguiente tabla de caracteres de Gs.

63 |Ce| Cy|Ce

Xtrivial 1 1

Xsigno 1 -1 1
xs | 7|77

Donde x3 : &3 — C es el cardcter de una representacién irreducible
p3 : 63 — GL(V) de grado n, no isomorfa a p; ni a pe. Notamos que n > 2
dado que &3 no es abeliano.

Hay varias formas de deducir que necesariamente n = 2. Por ejemplo,

notamos que &3 contiene un grupo ciclico ((2,3,1)) = Z/37Z de indice 2 y
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luego n < 2. De manera similar, calculamos |&3| = 6 = 12 + 12 + n? de donde

se concluye igualmente que n = 2. En particular, x3(C,) = dim¢(V) =n = 2.
Podemos usar los resultados anteriores para calcular los valores de x3 sin

conocer explicitamente la representacion ps. Por ejemplo, tenemos que

Xregular = Xtrivial T Xsigno + X3 = X1 + X2 + 2x3.
En particular, 0 = x1(Ct) + x2(Ct) + 2x3(Cy) = 1 + (—1) + 2x3(Cy) implica
que x3(C¢) = 0. Del mismo modo se deduce que x3(C.) = —1, de donde se
obtiene finalmente la tabla de caracteres de &3.
G3|Ce| C | Ce
yi| 1] 1]1
o | 1|-1]1
sl 210 ]-1

Ejercicio 3.9.1. — Verificar que la representaciéon ps : &3 — GL(V) se
obtiene a partir de la representacién de permutacion pperm : ©3 — GL3(C) al
restringirse al sub-espacio invariante

V = {(21, 72, 73) 6@3!:1:1—1—9324—3:3:0}2@2'

Ejercicio 3.9.2. — Calcular la tabla de caracteres del grupo Dy.
Indicacidon: Ademds de la representacion trivial, considerar paet al ver Dy como
sub-grupo de GLo(C), Psigno al ver Dy como sub-grupo de Sy, pdet @ Psigno, Y
determinar el cardcter de la representacion restante (c.f. Ejercicio 3.8.9).






CAPITULO 4

ANILLOS Y MODULOS

4.1. Anillos e ideales
4.1.1. Primeras definiciones. —

Recuerdo 4.1.1. — Sea (A, +,-) un conjunto no-vacio con dos leyes de com-
posicién interna. Se dice que A es un anillo si:

1. (A,+) es un grupo abeliano.

2. (A,-) es un semi-grupo.

3. Para todos a,b,c € A se tiene que a(b+c) = ab+acy (b+c¢)a = ba + ca.
Ademds, se dice que A es un anillo abeliano si ab = ba para todos a,b € A.
Finalmente, diremos que un anillo abeliano k es un cuerpo si k # {0} y si

(k\ {0},-) es un grupo.

Ejemplo 4.1.2. — 1. (Z,+,") y (Z/nZ,+,-) son anillos abelianos.
2. Myxn(C) es un anillo (no abeliano si n > 2).
3. Fp, Q, Ry C son cuerpos.

jAtencion! — Todos los anillos que consideraremos en este texto serdn
abelianos, salvo M,,x,(A).

Recordemos la nocién de unidades en un anillo abeliano.

Recuerdo 4.1.3. — Se dice que A* = {a € A | b € A tal que ab = 1}
es el grupo de unidades de A. En particular, si k es un cuerpo entonces
E* =k\ {0}.

Del mismo modo que para grupos tenemos una nocién asociada de morfismo
de grupos, existe una nocién natural de morfismo asociada al concepto de
anillo.
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Definicion 4.1.4 (morfismo de anillos). — Sean A y B anillos. Un mor-
fismo de anillos ¢ : A — B es una aplicacién que preserva sumas, productos,
y tal que ¢(14) = 1p. En particular, p(A*) C B*. Se dice que ¢ es un:

1. isomorfismo si es biyectivo, y escribimos ¢ : A = B.

2. endomorfismo si A = B.

3. automorfismo si es un isomorfismo y un endomorfismo.

Definicion 4.1.5 (A-dlgebra). — Sea A un anillo. Una A-dlgebra es un
anillo B y un morfismo ¢ : A — B llamado morfismo estructural.

Notacion 4.1.6. — Sia € Ay b e B, escribimos ab := ¢(a)b.

Observacion 4.1.7. — Si k es un cuerpo, una k-dlgebra es un k-espacio
vectorial con estructura de anillo.

Definicion 4.1.8 (morfismo de A-dlgebras). — Sea A un anillo. Un
morfismo de A-dlgebras es un morfismo de anillos f : B — C entre A-
dlgebras, compatible con sus morfismos estructurales. Fs decir, tal que el

p— 7 ¢
A

diagrama

es conmutativo.

Ejemplo 4.1.9 (anillo de polinomios). — Sea A un anillo. Denotamos
por A[X,...,X,] al anillo de polinomios con coeficientes en A en n variables
X1, X,

El siguiente resultado, cuya demostracién se deja como ejercicio, permite
pensar a A[Xi,...,X,] como la A-dlgebra mds pequena equipada con una
lista de n elementos.

Teorema 4.1.10 (propiedad universal). — Sea B un anillo. Sea
o : A = B un morfismo y sean x1,...,x, € B. FEnfonces, existe un
dnico morfismo m 1 A[X1,...,X,] = B tal que w|qa = ¢ y 7(X;) = x; para

todo i € {1,...,n}. Explicitamente,

m (Z iy, i) X1 Xff’) = 0aG,...in)Tr T
Una de las definiciones fundamentales en la teoria de anillos es la de dominio
de integridad.
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Definicion 4.1.11 (dominio de integridad). — Sea A un anillo tal que
A # {0}. Decimos que A es un dominio de integridad (6 dominio) si para
todos a,b € A tales que ab =0 se tiene que a =06 b = 0.

Ejemplo 4.1.12. —
1. Z es un dominio.
2. Todo cuerpo es un dominio.
3. Z/nZ es un dominio si y sélo si n es primo.

Definicion 4.1.18 (cuerpo de fracciones). — Sea A un dominio. Defini-
mos su cuerpo de fracciones K4 6 Fr(A) como el conjunto de “fracciones” 3
(es decir, de clases de equivalencia [(a, b)]) donde a € A, b € A\ {0}, en donde

definimos ,
a a

7=y < ab = d'b.
Ejercicio 4.1.14. —

a) Demostrar que K4 es un cuerpo, y que A < K 4 (es decir, la aplicacién
natural + : A — K4, a+ ¢ es un morfismo inyectivo).

b) Demostrar que si A es un dominio, entonces A[X] también.

¢) Haciendo uso del item anterior, demostrar (por induccién) que si A es
un dominio, entonces A[X7, ..., X,;] también. Esto nos permite definir el
cuerpo de funciones racionales

A(Xl, S 7Xn) = FI"(A[Xl, .o ,XnD

o f(Xq,...,Xn)
-{ A [ ree i x) g 20},

d) Sea A un dominio. Calcular (A[X])*.
Notar que en general, si A no es un dominio, esto es mds dificil. Por
ejemplo, (2X +1)2 =1 en (Z/4Z)[X).

4.1.2. Ideales. —

Definicion 4.1.15 (ideal). — Sea A un anillo. Un sub-conjunto I C A es
un ideal de A si

1. (I,4) es un sub-grupo de (A, +); y

2. para todo a € A y todo b € [ se tiene que ab € I.

Observacion 4.1.16. — Sea A un anillo, sea I C A un ideal, y sean
a,b € A. Consideremos el grupo abeliano cociente (A/I,4). Es claro que
la clase (a + 1)+ (b+ 1) = (a+ b)I (es decir, que la clase (a + b)I esta
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bien definida). Observemos que (a + I)(b+ I) = ab + I (es decir, que la
clase ab + I estd bien definida). En efecto, si @ € a+ 1y V € b+ 1,
existen 41,72 € I tales que @ = a+ i y b = b+ 15. Por lo tanto,
a'b = (a+i1)(b+i2) =ab+ aig + bi1 + 1100 € ab+ 1.

El anilisis anterior se traduce en el hecho que la proyeccion

p:A— A/l
a—a+1
es un morfismo de anillos. Notar que p es sobreyectivo y que ker(p) = I.

Reciprocamente, dado (I,4) un sub-grupo de (A, +), es posible demostrar
que si p: A — A/I es un morfismo de anillos entonces I es un ideal.

Teorema 4.1.17 (propiedad universal). — Sean A, B anillos, sea I C A
un ideal, y sea p : A — B un morfismo tal que o(I) = {0p}. Entonces, existe
un inico morfismo o : A/I — B tal que ¢ = pop. Es decir, tal que el siguiente

A 4 B
N A
A/l

Proposicion 4.1.18. — Sean A, B anillos, sea v : A — B un morfismo, y
sea J C B un ideal. Entonces, o~ 1(J) C A es un ideal. En particular, ker(¢p)
es un ideal de A.

diagrama es conmutativo

Demostracion. — Sean a € Ay b € ¢ Y(J) (ie, ¢(b) € J). Notar que
©(ab) = p(a)p(b) € J, pues p(b) € J y J es un ideal. Asi, ab€ p~(J). [

El siguiente resultado permite caracterizar a los cuerpos a traves de sus
ideales.

Proposicion 4.1.19. — Sea A un anillo tal que A # {0}. Entonces, A es un
cuerpo si y sélo si {0} y A son sus inicos ideales.

Demostracion. — Supongamos que A es un cuerpo. Si {0} # I es un ideal y
a € I\ {0}, entonces a~'a = 1 € I. Luego, para todo b € A, se tiene que
b=0>-1¢€1I,lo que implica que I = (1) = A.

Supongamos ahora que los unicos ideales del anillo A son {0} y A. Dado
un elemento arbitrario 0 # a € A, consideremos (a) := {ab, b € A}, el ideal
generado por a. Como a € (a), se tiene que (a) # {0} y luego (a) = A = (1).
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En particular, existe b € A tal que ab = 1. Como a # 0 es fue escogido de

manera arbitraria, esto implica que A es un cuerpo. O

Ejemplo 4.1.20. —

1.
2.

Los ideales de Z son de la forma I,, := nZ, n € N.
La inclusién ¢ : Z < R es un morfismo de anillos. Si n > 1, entonces
©(I,) no es un ideal de R. En particular, la imagen de un ideal via un
morfismo de anillos no es necesariamente un ideal.

. Sea A un anillo. Si {I;}cs es una familia de ideales de A, entonces

Njesl; es un ideal de A.

. Sea A un anillo. Si S C A es un sub-conjunto, entonces

<S> = ﬂ IZ{ Z a;Si, aiGA,SZ‘ES}

SCI finita
I ideal

es el ideal generado por S. En particular, si S = {a} denotamos por
(S) = (a) al ideal generado por a € A.

. Sean A, B anillos. Si ¢ : A — B es un morfismo, entonces la propiedad

universal del cociente implica (al igual que en el caso de grupos) que el
morfismo inducido @ : A/ ker(p) = Im(ip) es un isomorfismo.

. Sea A un anillo. Sean a € Ay 7m: A[X] — A un morfismo de A-dlgebras

tal que (X) = a. El algoritmo de la divisién implica que si f(X) € A[X],
entonces f(X) = g(X)(X — a) + b, para ciertos g(X) € A[X] y b € A.
Luego, w(f(X)) = b. Esto basta para concluir que ker(w) = (X —a) y
que Im(7) = A. Por lo tanto, el ejemplo anterior implica que existe un
isomorfismo A[X]/(X —a) = A.

Definicion 4.1.21 (conjunto multiplicativo). — Sea A un anillo y sea

S C A un sub-conjunto. Diremos que que S es un conjunto multiplicativo
si 1l €S,y sipara todos a,b € S se tiene que ab € S.

Uno de los conceptos fundamentales en la teoria de anillos es la de ideal

primo, generalizando la idea de nimero primo.

Definicion 4.1.22 (ideal primo). — Sea A un anillo y sea p C A un ideal.

Diremos que p es primo si A\ p es un conjunto multiplicativo, es decir, si
1 ¢ p, y si para todos a,b € A tales que ab € p se tiene que a € p 6 bien b € p.

Lema 4.1.23. — Sea ¢ : A — B un morfismo de anillos y sea T C B un
sub-congunto. Entonces,

1.

Si T es multiplicativo, o1 (T) es multiplicativo.
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2. Si ¢ es sobreyectivo y = 1(T) es multiplicativo, T es multiplicativo.

Demostracion. — Definamos S := ¢~ 1(T) C A. Para probar (1) notamos
que 1 € S, pues p(1) =1 € T. Ademds, para todos a,b € S se tiene que
elab) = p(a)p(b) € T, pues p(a) € T y ¢(b) € T. Por lo tanto, S es
multiplicativo.

Para probar (2), notamos que (1) = 1 € T, pues 1 € S. Ademds, para
todos a,b € S se tiene que ¢(a),p(b), p(ab) € T. Como ¢ es sobreyectivo,
para todo ¢t € T existe un s € S tal que t = ¢(s). O

Proposicion 4.1.24. — Sea ¢ : A — B un morfismo de anillos y sea q C B
un tdeal. Fntonces,

1. Siq es primo, o~ (q) es primo.

2. St ¢ es sobreyectivo y (p_l(q) es primo, q es primo.

Demostracion. — Aplicar el lema anterior al conjunto T'= B\ q. O

Corolario 4.1.25. — Sean A un anillo y p C A un ideal. Entonces, p es un
ideal primo si y sdlo si A/p es un dominio.

Demostracion. — Consideramos la proyecciéon canénica 7 : A — A/p, la cual
es sobreyectiva. Luego, la Proposicién anterior implica que p = 7~ 1({0)) es
un ideal primo si y sélo si (0) C A/p es un ideal primo. Esto ultimo, por
definicién, equivale a decir que 1 ¢ (0) (i.e., A/p # {0}) y que si ab € (0)
entonces @ € (0) 6 bien b € (0). Siendo esto ultimo precisamente la definicién
de dominio. O

Ejemplo 4.1.26. —
1. El ideal I,, = nZ C 7Z es primo si y sélo si n es primo.
2. Sea A un dominio y sea a € A. Como A[X]/(X —a) = A, se tiene que
(X —a) C A[X] es un ideal primo.

Otro concepto fundamental es el de ideal maximal.

Definicion 4.1.27 (ideal maximal). — Sean A un anillo y m C A un ideal.
Diremos que m es un ideal maximal si m # A, y si para todo ideal I C A tal
que m C [ se tiene que I = A, es decir, m es maximal respecto a la inclusién.

Ejemplo 4.1.28. — Si A es un dominio, entonces (X) C A[X,Y] es un ideal
primo pues A[X,Y]/(X) = A[Y], y este iltimo es un dominio. Sin embargo,
(X) € (X,Y), y como (X,Y) C A[X,Y] es un ideal propio, se tiene que

(X) C A[X,Y] no es maximal.
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Proposicion 4.1.29. — Sea A un anillo. Entonces, A es un cuerpo sty sdlo
st (0) es un ideal mazimal.

Demostracion. — Supongamos que A es un cuerpo y sea (0) # I C A un ideal.
Sea a € I\ {0}. Dado que A es un cuerpo, se tiene que a la =1 € I, y luego
I=A.

Por otro lado, si suponemos que (0) es un ideal maximal de Ay a € A\ {0}
es un elemento arbitrario no-nulo, entonces (0) C (a) y luego (a) = A, por
maximalidad. En particular, existe ¢! € A tal que a 'a = 1. O

Ejercicio 4.1.30. — Sea k un cuerpo y sea A # {0} un anillo. Demostrar
que todo morfismo de anillos ¢ : k — A es inyectivo.

Corolario 4.1.31. — Sean A un anillo y m C A un ideal. Entonces, m es
mazimal si y sélo si A/m es un cuerpo.

Demostracion. — Sea I C A un ideal y p: A — A/I la proyeccién canénica.
Hay una correspondencia biyectiva

{ideales J C A tal que I C J} & {ideales K C A/I}
J— JJT={b+1,beJ}=plJ)
p H(K)+— K

la cual preserva inclusiones. Luego, dado que m es enviado a (0) C A/m via
la proyeccién candénica, tenemos que m C A es maximal si y sélo si (0) € A/m
es maximal, siendo esto ultimo equivalente a que A/m sea un cuerpo, gracias
a la Proposicién 4.1.29. ]

Ejemplo 4.1.32. — Sea k un cuerpo, sea n € N=!| y sean ay,...,a, € k.
Entonces, el ideal m := (X7 —ay,..., X, —an) C k[Xy,...,X,] es maximal,
pues k[X1,..., X,|/m = k.

Recuerdo 4.1.33 (Lema de Zorn). — Sea P un conjunto y sea # una
relacién en P. Si para todo (a,b) € P x P tal que (a,b) € #Z escribimos a < b,
entonces decimos que Z es un orden parcial si es:

1. reflexiva: a < a para todo a € P,

2. anti-simétrica: si a < by b < a entonces a = b, para todos a,b € P,

3. transitiva: si a < by b < c entonces a <X ¢, para todos a,b,c € P.

El par (P, X) es llamado un conjunto parcialmente ordenado.
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Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado y sea T' C P un sub-conjunto.
Decimos que T es totalmente ordenado o una cadena si para todos a,b € T
se tiene que a < b o bien b < a.

Sea T' C P una cadena y sea s € P. Decimos que s es una cota superior
de T'sit < s para todo t € T. Un conjunto parcialmente ordenado no vacio tal
que toda cadena posee una cota superior es llamado un conjunto inductivo.

Sea m € P. Decimos que m es un elemento maximal si para todo a € P
se tiene que m < a implica que m = a.

Finalmente, el lema de Zorn afirma que todo conjunto inductivo posee al
menos un elemento maximal.

Proposicion 4.1.34. — Todo anillo A posee un ideal mazximal, y todo ideal
1 C A estd contenido en un ideal mazimal.

Demostracion. — Sea I C A un ideal. Consideremos el conjunto P de los
ideales J C A tales que I C J. El conjunto P es no vacio, pues I € P,
y es un conjunto parcialmente ordenado respecto a la inclusién <:=C. Sea
JoCJp C...CJ, C...una cadena en P. Notar que S := U;>0J; € P, pues
1 ¢ J; para todo ¢ > 0, y que S es una cota superior de la cadena. Luego, el
lema de Zorn implica que P posee un elemento maximal m. Méds ain, se tiene
que m es un ideal maximal, de donde se concluye la demostracion. O

4.1.3. Anillos reducidos y anillos noetherianos. —

Definicion 4.1.35 (radical de un ideal). — Sea A un anillo y sea I C A
un ideal. El radical de I es el ideal

\ﬁ::{aeA\EInENzltalquea"EI}.
En particular, I C v/I. Decimos que I es un ideal radical si I = v/T.
Ejemplo 4.1.36 (nilradical). — El nilradical de un anillo A estd dado por
Nil(4) := /{(0) = {a € A | 3n € N=! tal que a" = 0}.

Decimos que A es un anillo reducido si Nil(A) = (0). En otras palabras, A
es reducido si y s6lo si 0 € A es el inico elemento nilpotente de A.

Ejercicio 4.1.37. — Sean A =7y I, = nZ. Calcular \/I,.

Ejemplo 4.1.38. — Sea A un anillo, y sea p C A un ideal primo. Entonces
p es un ideal radical.

En efecto, si a € \/p entonces existe n € N=t tal que @™ € p. Sin =1,
entonces a € p. Sin > 2, entonces a-a™ ! € p, lo que implica que a € p 6 bien
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a" ! € p, pues p es un ideal primo. Por induccién, obtenemos que a € p y asf
VP € p. Dado que para todo ideal se tiene p C /p, se concluye que /p = p.
En particular, si I C A es un ideal entonces

I maximal = [ primo = [ radical.

Proposicion 4.1.39. — Sea A un anillo, y sea I C A un ideal. Entonces, I
es radical si y sélo si A/ es reducido.

Demostracion. — FEl ideal T es radical si y sélo si /T C I, es decir, si a” € I
para cierto n € N2! implica que a € I. Dado que I corresponde al ideal nulo
(0) € A/I via la proyeccién canénica p: A — A/I, esto ultimo equivale a que
a" =0en A/I implica que @ = 0 en A/I, que es precisamente la definicién de
que A/I sea un anillo reducido. O

Proposicion 4.1.40. — Sea A un anillo y sea I C A un ideal. Entonces,

vVi= (v

ICp
primo

es la interseccion de todos los ideales primos que contienen a I.

Demostracion. — Sea p un ideal primo que contiene a I, entonces I C p implica
que VI C \/p =p. Luego, VI C Mpcab-

Reciprocamente, supongamos que a ¢ VT y sea P el conjunto ordenado (por
inclusién) de todos los ideales de A que contienen a I pero que no contienen
ninguna potencia a” para m > 1. El conjunto P es no-vacio pues [ € P, y
todo sub-conjunto totalmente ordenado de elementos de P admite una cota
superior (su unién). Luego, el lema de Zorn implica que existe un elemento
maximal J € P. Veamos que J es un ideal primo: si x e y no pertenecen a
J, entonces (z,J) ¢ P y luego existe m > 1 tal que a™ € (z,J). Del mismo
modo, existe n > 1 tal que a" € (y,J). Deducimos que a"™™ € (zy,J), de
donde se tiene que (zy,J) ¢ Py xy ¢ J. Finalmente, como a ¢ J tenemos
que a & [),c 4 p, de donde se concluye la demostracion. O

FEjercicio 4.1.41. — Sea A un anillo y sean I,J C A ideales.

a) Probar que vIJ = vINJ = vINV/J. En particular, para todo n € N1
se tiene que v I" = V.
b) Probar que T +J = VVI++VJ.
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Definicion 4.1.42 (anillo noetheriano). — Sea A un anillo. Se dice que
A es un anillo noetheriano si para toda cadena creciente

LCLC...CL,ChiC...

de ideales en A, existe n € NZ! tal que I, = I, para todo k € NZ!. Esta
condicién se denomina Ascending Chain Condition (ACC).

Ejemplo 4.1.43. — Si k es un cuerpo, entonces k es noetheriano.

Ejercicio 4.1.44. —
a) Demostrar que Z es noetheriano.
b) Sea A un anillo, y sea I C A un ideal. Demostrar que si A es noetheriano,
entonces A/I también lo es.

4.1.4. Algunos teoremas de Hilbert. — El siguiente resultado probado
por Hilbert en 1890 es uno de los primeros resultados centrales en la geometria
algebraica.

Teorema 4.1.45 (de la base de Hilbert). — Sea A un anillo. Si A es
noetheriano, entonces A[X] también lo es.

Demostracion. — Observemos que si I1 CIp, C ... C I C I 1 C ... es una
cadena ascendente de ideales de A[X], entonces I = U;>11; es un ideal de A[X].
Luego, basta demostrar que todo ideal I C A[X] es finitamente generado.
Supongamos que existe un ideal J C A[X] que no finitamente generado. En
particular, J # (0).
Sea Jy := (0). Para todo ¢ > 1 consideremos f; € J \ J;—1 de grado

d; minimal, y sea J; := (fi1,...,fi). Sea ¢; el coeficiente principal de f; y
definamos el ideal a := ({¢;}i>1) € A. Dado que A es noetheriano, se tiene
que a = (c1,...,¢,) para cierto n € \E Luego, ¢pt41 = ajc1 +. .. +ancy, para

ciertos a; € A. Ademds, notemos que d; < d;41.
Consideremos el elemento

f = fn+1 - (alflwd"*—lidl +...+ anfnajdn-klidn) eJ
= (cpp12® + ) = ((a1e1 + . .. + apey)zdntt + .0
= (epa12®+1 4+ ) — (Cpprzdntt + ...

Se sigue que deg(f) < dp41 y luego f € J,. Por otra parte, tenemos que
(alfla:d"+1_d1 4+ ...+ anfn:cd”“_d") € Jy, de donde se deduce que f,11 € Jy,
una contradiccién. O
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Corolario 4.1.46. — Sea k un cuerpo. Entonces, k[X1,...,Xy,] es un anillo
noetheriano. En particular, todo ideal I = (f1,..., f,) es finitamente generado.

La motivacién de lo que sigue proviene de la geometria algebraica cldsica,
iniciada por Hilbert.

Sea n € N2 Si § C C[Xy,...,X,] es un conjunto de polinomios, el
teorema de la base de Hilbert implica que I := (S) = (f1, ..., fr) es finitamente
generado.

Definicion 4.1.47 (variedad algebraica afin). — El conjunto
V(S) :={(ai,...,an) € C"| f(a1,...,a,) =0 para todo f € S}

es llamado un conjunto algebraico, 6 bien una variedad algebraica afin,
6 bien un cerrado de Zariski. Fl uso de este iltimo término serd justificado
en la siguiente subseccién.

jAtencion! — Sea k un cuerpo y n € N. El espacio afin A"(k) sobre el
cuerpo k es el conjunto A"(k) = k", el cual se denota usualmente por A"
si el cuerpo k se sobreentiende. La principal distincién entre el espacio afin
A™ y el espacio vectorial k™ es que el origen no juega ningun rol especial
en el espacio afin. En estricto rigor, las variedades afines se definen como
V(S) € A™. Sin embargo, en esta introduccién a la geometria algebraica afin
s6lo consideraremos k = C y escribiremos A™(C) = C™, por simplicidad.

Ejemplo 4.1.48. —
1. Tenemos que V(1) =0, y que V(@) = V(0) = C™.
2. Las intersecciones arbitrarias de conjuntos algebraicos son conjuntos al-
gebraicos. Mds precisamente,

AV(s)=v (U S,-) :

i€l iel
3. Las uniones finitas de conjuntos algebraicos son conjuntos algebraicos.

En efecto, basta probar que V(S1) U V(S2) = V(5152), donde
S182 :={fif2, f1 €S1y f2 € Sa}.

Para la inclusion V(Si) U V(S2) C V(S152) notamos que si
a € V(S1) UV(Sy) entonces fi(a) = 0 para todo fi € S; 6 bien
fa(a) = 0 para todo fo € S;. En cualquier caso, se tiene que
(fif2)(@) = fi(a) fala) = 0 y luego a € V(S15).
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Para la otra inclusién, basta notar (por contrapositivo) que si
a ¢ V(S1)UV(S2) entonces existen f; € S1y fo € Sy tales que fi(a) #0
y fa(a) # 0. En particular, (fif2)(a) # 0 y luego a ¢ V(51.52).

4. Consideremos el ideal maximal (X; —ay,..., X, —a,) € C[Xy,..., X,].
Entonces V((Xi1—a1,..., Xn—an)) = {(a1, ..., a,)} consiste en un punto,
gracias al algoritmo de la division.

5. 518" C S, entonces V(S) C V(S'). En otras palabras, mientras mas
ecuaciones, menos puntos.

El siguiente resultado de Hilbert (sin demostracién) caracteriza los ideales
maximales de C[X1, ..., X,].

Proposicion 4.1.49 (Hilbert). — Seam C C[X}, ..., X,] un ideal mazimal.
Entonces, m = (X1 —aq, ..., X,, — ap) para ciertos ay,...,a, € C.

Corolario 4.1.50. — Si {f;}ic1 es una familia de polinomios sin ceros co-
munes en C", entonces ({ fiticr) = C[X1,..., Xy

Demostracion. — Sea I = ({fi}icr) como en el enunciado. Si I C A es
un ideal propio, entonces existe un ideal maximal m tal que I C m. La
Proposicién anterior implica que m = (X7 — aq,...,X,, — a,) para ciertos
ay,...,an, € Cy porlo tanto I C (X; — ay,..., X, — a,). En particular,
{(a1,...,;an)} =V({(X1 —a1,..., X —ay)) CV(I). Asi, todos los elementos
f € I se anulan en el punto (ay,...,a,) € C", una contradiccion. O

Ejemplo 4.1.51. — En C? tenemos los siguientes ejemplos de variedades
algebraicas afines.

IMAGEN 1. La pardbola V(Y — X?).
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IMAGEN 2. La ctibica nodal V(Y? — X2 — X3).

IMAGEN 3. La cibica cuspidal V(Y2 — X3).

El siguiente resultado, llamado comunmente el Teorema de los ceros de
Hilbert o Hilbert Nullstellensatz (en alemdn), data de 1893 y es un resul-
tado fundamental en geometria algebraica.

Teorema 4.1.52 (Hilbert Nullstellensatz). — Sea g € C[X1,...,X,], ¥
sea I C C[Xy,...,Xy] un ideal. Siparatodo (ay,...,a,) € V(I) C C" se tiene
que g(ai,...,a,) =0, entonces existe N € NZ! tal que gV €1, i.e., g € V1.

Demostracion. — El teorema de la base de Hilbert implica que el ideal
I={(f1,..., fr) CC[Xy,...,X,] es finitamente generado.

El truco de Rabinowitch consiste en introducir una nueva variable X, ;1.
Notemos que los polinomios fi,..., fr v Xn+19 — 1 no tienen ceros comunes
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en C"*. Luego, por el Corolario anterior, tenemos que
(frs-oos fry Xnp19—1) =C[Xq,..., Xpy1)]
Asi, existen p1,...,pr41 € C[X1,..., X,41] tales que
L=pifi+...+prfr +prs1(Xnt19 — 1)

Si tomamos la imagen de esta expresion a través del morfismo
(C[Xl, cey Xn+1] — (C(Xl, R ,Xn)
Xi— X 1=1,...,n
1
Xn+1 = =
g
obtenemos

1 1
1:p1 <X17,Xn,g>f1++pn (Xl,...,Xn7g> fn

Finalmente, multiplicamos por el denominador comun ¢", y obtenemos

9N6<f1>"'7f7“>:[' O
Definicion 4.1.53 (ideal de un subconjunto). — Sea X C C" un sub-
conjunto. Definimos el ideal de X en C[X1,..., X,;] como

J(X):={f eC[Xy,...,X,]| f(a) =0 para todo a € X }.

Ejemplo 4.1.54. —
1. Si X; € Xy C C™, entonces J(X1) D J(X2).
2. Si X1, X9 C C", entonces J(X;1 U Xo) = J(X1) NI (X2).
3. Una formulacién alternativa del Hilbert Nullstellensatz es la siguiente:
Sea I C C[Xy,...,X,] un ideal. Entonces,

IVI)) =VI

En particular, si I es radical, entonces J(V(I)) = I.

4.1.5. Topologia de Zariski y geometria. —

En primer lugar, recordaremos el concepto de topologia, e introduciremos
una topologia muy ttil en geometria algebraica.

Definicion 4.1.55 (topologia). — Sea X un conjunto, y sea 7 = {U, }ier
una familia de subconjuntos de X. Se dice que 7 es una topologia si:

l.0eryXer.
2. unién arbitraria: para todo J C I se tiene que Ujc;U; € 7.
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3. interseccién finita: si Uy, Us € 7, entonces Uy NUs € 7.

Los elementos de 7 son llamados abiertos, 6 conjuntos abiertos, y los com-
plementos de elementos de 7 son llamados cerrados, 6 conjuntos cerrados.

Observacion 4.1.56. — Equivalentemente, una topologia 7 se define a partir
de sus cerrados {F;}icr de la siguiente manera:

1. X y 0 son conjuntos cerrados.

2. interseccién arbitraria: para todo J C I se tiene que NjcsF; es un
conjunto cerrado.

3. unién finita: si Fi, F5> son conjuntos cerrados, entonces F1 U Fb es un
conjunto cerrado.

Definicion 4.1.57 (topologia de Zariski). — La topologia de Zariski
en C" es la topologia cuyos cerrados son los conjuntos algebraicos V(S). Un
conjunto U C C" es un abierto Zariski si U = C" \ V(S) para algin
S C C[Xy,...,Xy]. Mads informalmente, en la topologia de Zariski los cer-
rados son ceros comunes de polinomios, y los abiertos sus complementos.

jAtencion! — Si U,V son abiertos Zariski no vacios, entonces U NV # ().
En otras palabras, la topologia de Zariski no es Hausdorff.

Ejemplo 4.1.58. —
1. En C los cerrados (Zariski) son (), C y conjuntos finitos.
2. Sea X C C", y consideremos la notacién de la subseccién anterior. Se
tiene que
V(X)) =X
es la adherencia de Zariski de X en C™.
3. Notar que {z € C| sin(z) = 0} 2.

Ahora discutiremos sobre anillos de funciones en geometria.

Definicion 4.1.59 (morfismo regular). — Sean X C C* e Y C C™
variedades algebraicas afines. Un morfismo regular ¢ : X — Y es la re-
stricciéon de una funcién polinomial ® : C" — C™ tal que ®(X) C Y, es decir,
una funcién de la forma

(X1,...,Xn) — (fl(Xl,...,Xn),...,fm(Xl,...,Xn))

donde f; € C[X1,... X, ]| paratodoi € {1,...,m}. En particular, una funcién
regular en X es un morfismo regular ¢ : X — C.
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Notacion 4.1.60 (funciones regulares). — Sea X C C”" una variedad
algebraica afin. Denotamos por

O0(X):={f: X — C funcién regular}
a la C—dlgebra de funciones regulares de X.

Proposicion 4.1.61 (functorialidad). — Sean X C C" e Y C C™ dos
variedades algebraicas afines. Si ¢ : X — Y es un morfismo regular, entonces
e 0Y)— 0(X)

f=fow
es un morfismo de C—dlgebras. Fste morfismo es denominado pullback.

Un hecho importante (que no probaremos) es que las variedades algebraicas
afines estdn completamente determinadas por su dlgebra de funciones regulares.

Proposicion 4.1.62. — Sean X C C" ¢ Y C C™ wariedades algebraicas
afines. Existe una correspondencia

morfismos requlares | . | morfismos de C—dlgebras
%
p: X =Y oY)— 0(X)
"
En particular, X =Y si y solo st O(X) = O(Y).
De la Proposicién anterior concluimos que basta estudiar C—-dlgebras para
comprender la teorfa de variedades algebraicas afines.

Luego, una cuestién fundamental es saber qué anillos aparecen como
dlgebras de funciones regulares. Por definicién,

o(C") =C[Xy,...,X,],

donde las X; son funciones coordenadas. Ademads, si X C C™ es una variedad
algebraica afin, entonces el morfismo de restriccién

o(C") = 0(X)
e flx
es sobreyectivo. Notamos que por definicién
ker(res) = J(X) = {f € C[Xy,..., X,] | f(a) =0 para todo a € X}.

Esto implica que (X)) = C[Xy,...,X,]/3(X). Por lo tanto, &(X) es una
C-édlgebra finitamente generada (por las clases [Xi],...,[X,]). Mds aun, si
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f € 0(X)yn e N=!son tales que f* = 0, entonces f = 0. En otras palabras,
O (X) es un anillo reducido (su unico elemento nilpotente es el 0).

Reciprocamente, dada A una C—dlgebra finitamente generada y reducida, si

escribimos A = (by, ..., by)c a1 entonces el morfismo
C[X1,...,Xn] 5 A

es sobreyectivo. Si I = ker(y), entonces A = C[X1,...,X,]/I. Por otra parte,
el teorema de la base de Hilbert implica que I = (f1,..., fr) es finitamente
generado. Asi, X =V([) CC"y 0(X) = A. Mds ain, C[Xy,...,X,]/] es
reducido si y sélo si I es radical.

Concluimos de este modo que existe una correspondencia

variedades algebraicas | 1.1 | ideales radicales
afines X C C" o I CClzy,...,xq)
X — J(X)
V(I)«—1

En otras palabras, y mds informalmente, las propiedades geométricas de X se
traducen en propiedades algebraicas de €/(X).

Observacion 4.1.63. — La biyeccién en la conclusién anterior se tiene ya
que J(V(I)) = /I = I, donde la primera igualdad es implicada por el Hilbert
Nullstellensatz, y la segunda igualdad se tiene pues I es radical.

Ejemplo 4.1.64. —
1. Si consideramos la variedad algebraica afin dada por
X ={(z,y) € C* |y =27},
entonces tenemos que J(X) = (y — 2%) C Clxz,y]. Luego,
O(X) = Cla,y]/(y — 2°) = Cla] = 6(C).

Asi, X = C son isomorfas como variedades algebraicas afines.
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2. Si consideramos la variedad algebraica afin dada por
X ={(z,y) e C*|y* = 2"},
entonces tenemos que J(X) = (y? — 23) C Clx,y]. Luego,
O(X) = Clz,y]/(y* — 2?).

Es posible probar que X 22 C como variedades algebraicas afines.

Yy

Ejercicio 4.1.65. — Sea X C C" es una variedad algebraica afin. Probar
que existe una correspondencia

puntos a = (a,...,a,) | 1.1 ]ideales maximales
>

en la variedad X m, C 0(X)

El ejercicio anterior motiva a considerar el conjunto de todos los ideales
maximales de un anillo dado.(!)

(WE] término espectro proviene de la analogia con el espectro de Gelfand de una algebra
de Banach conmutativa.
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Definicion 4.1.66 (espectro maximal). — Sea A un anillo. Definimos su
espectro maximal mediante
Specm(A) := {m C A ideal maximal},

el conjunto cuyos elementos son los ideales maximales de A.

Ejemplo 4.1.67. —
1. El conjunto Specm(Z) = {(p), p primo} estd en biyeccién con el conjunto
de numeros primos.
2. El ejercicio anterior implica que si X C C" es una variedad algebraica
afin, entonces Specm(€ (X)) estd en biyeccién con los puntos de X. En
particular, Specm(C[X71, ..., X,]) estd en biyecciéon con C™.

4.1.6. Geometria de ideales. — En esta subseccién discutiremos sobre la
geometria de los ideales primos, asi como de operaciones entre ideales y su
correspondiente interpretaciéon geométrica.

Definicion 4.1.68 (variedad irreducible). — Sea X C C” una variedad
algebraica afin. Decimos que X es irreducible si no puede ser escrita de la
forma X = X; U Xs, donde X1, Xy C X son variedades algebraicas afines no
vacias y distintas de X. En caso contrario, diremos que X es reducible.

Ejemplo 4.1.69. — La variedad algebraica afin

X ={(z,y) €C*: zy=0} ={x=0}U{y =0}
no es irreducible. Notar que J(X) = (zy) no es un ideal primo pues zy € J(X)
perox ¢ J(X)y y ¢ IJ(X).

Proposicion 4.1.70. — Sea X C C™ una variedad algebraica afin. Entonces,
X irreducible <= O(X) dominio entero <= J(X) ideal primo.
Demostracion. — Como O(X) = C[Xy,...,X,]/3(X), se tiene que O(X) es
un dominio si y sélo si J(X) es primo. Luego, basta probar que X es irreducible

si y s6lo si 0(X) es un dominio entero.

Supongamos que X es irreducible, y sean f,g € €(X) funciones regulares
tales que fg = 0. Igual que antes, si S C ¢(X) es un subconjunto, definimos

V(S):={a€X| fla)=0VYf €S},
y luego
V(0)=X=V(fg)=V(f)uV(g)
={a€ X | f(a)=0}U{a€ X |g(a) =0},
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donde los iltimos dos subconjuntos son variedades algebraicas afines no-vacias.
Como X es irreducible, se tiene que V(f) = X 6 V(g) = X siysolosi f =0
6 g=0. Asi, fg = 0 implica que f =06 g = 0, es decir, que 0(X) es un
dominio entero.

Reciprocamente, si X = X; U Xy, donde X7, Xo € X son subvariedades
algebraicas afines no-vacias, escribimos X7 = V(S1) y X2 = V(S2), donde
51,52 C O(X) son subconjuntos. Luego, X = V(S1) UV(S2) = V(5152).
Dado que X; C X, existe a € V(S1)\V(S2). En otras palabras, existe fa € Sy
tal que fa(a) # 0, y en particular fo # 0 en 0(X). Andlogamente, existen
be V(S2) \V(S1) y f1 € 51 tales que fi(a) # 0, y en particular f; # 0 en
O(X). Sin embargo fifs € S152 es 0, pues X = V(S5152). Concluimos que
O (X) no es un dominio entero. O

Definicion 4.1.71 (operaciones sobre ideales). — Sea A un anillo, y sean
1,J C A ideales. Definimos:

1. La suma de [ y J mediante
I+J:={a+blacl,beJ}=(IUJ).
2. El producto de I y J mediante

1J := ({ab: aEI,bEJ}}z{Zaibi: aiGI,biEJ}.

finita

Notacion 4.1.72. — Sea A un anillo. Si {I;}rex es una coleccién de ideales
en A, entonces escribimos

> Ik = {Ii}her) = {Z ag, ar € Ik} :

keK finita

Observacion 4.1.73. — Si los ideales I,J C A son finitamente generados,
entonces la suma I + J y producto IJ pueden ser descritos explicitamente
en término de los generadores. Concretamente, si I = (ai,...a;) y
J = (bi,...,bs), entonces

I+J:<a1,...,ar,bl,...,bs)

IJ = {(a1by,...,a;b1,a1be, ... axba, ... abs).

Ejercicio 4.1.74. — Sean n,m € N2 ysean I, =nZ C Z y I,,, = mZ C Z
ideales. Demostrar que I,I,, = nmZ, que I, N I,, = mcm(n,m)Z, y que
I, + I, = med(n,m)Z.
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Interpretacion geométrica 4.1.75. — Si I, J C C[Xy,...,X,] son ideales,
entonces V(IJ) =V(I)UV(J) y V(X rex Ik) = Nkex V (Ik).

Observacion 4.1.76. — En general, siempre se cumple que IJ C I'NJ. Sin
embargo, esta inclusién puede ser estricta. Por ejemplo, en el ejercicio anterior,
1,1, =1,N1, siysélosinym son primos relativos.

jAtencion! — Recordemos que si A es un anillo, entonces su espectro maxi-
mal estd dado por

Specm(A) = {m C A ideal maximal}.

En general, si ¢ : A — B es un morfismo de anillos, y mp C B es un ideal
maximal (y, por lo tanto, primo), entonces ¢~ (mpg) es un ideal primo pero no
necesariamente es maximal. Por ejemplo, si A=Z, B=Q,yo=1:7Z —Q
es la inclusién, entonces (0) C Q es maximal, pero (0) C Z no es maximal.

Observacion 4.1.77 (geometria algebraica moderna)

En 1960, Alexander Grothendieck (1928-2014) introdujo la nocién de
esquema afin, que generaliza la nocién de variedad algebraica afin en geometria
algebraica cldsica. Explicitamente, si A es un anillo, definimos su espectro
como

Spec(A) = {p C A ideal primo}
Podemos dotar a Spec(A) de la topologia de Zariski, cuyos cerrados son
V(S) := {p € Spec(4) | p 2 5}

donde S C A es un subconjunto arbitrario. Esta es una mejor definicién que la
que presentamos al inicio de la subsecciéon, pues si B es otro anillo, y ¢ : A — B
es un morfismo, la aplicacién

@™ : Spec(B) — Spec(A)
P (p)

estd bien definida, y es continua respecto a la topologia de Zariski.

4.1.7. Morfismos entre cocientes y teorema chino del resto. —

Sea A un anillo, y sean I, J C A ideales tales que I C J. Denotemos por
pr: A— A/l y p;j: A — A/J las proyecciones canénicas asociadas a los
cocientes respectivos. Como py(I) = (0) en A/J, por propiedad universal del



102 CAPITULO 4. ANILLOS Y MODULOS

cociente asegura la existencia de un unico morfismo p; tal que el siguiente

A b AlJ
kﬁ A‘\J
A/T

Proposicion 4.1.78. — La imagen J/I :=p;(J) de J es A/I es un ideal, y
DJ induce un isomorfismo

diagrama conmuta:

(A/D)/(J/T) = A[J.

Demostracion. — Notemos que ker(py) = ker(py)/I = J/I es un ideal. Como
py es sobreyectivo, py es sobreyectivo también. Luego,

(A/1)/ker(py) = (A/1)/(J/1) = Im(py) = A/J,
de donde se concluye el resultado. O

Interpretacion geométrica 4.1.79. — SiY C X C C" son variedades alge-
braicas afines, se tiene que 0(X) = 0(C")/3(X),y que O(Y) = 0(C")/3(Y).
La Proposicién anterior implica que 0(Y) = 0(X)/(3(Y)/3(X)).

Ejemplo 4.1.80. — Un caso particular importante donde se aplica lo anterior

es el de dos ideales I,J C A (no necesariamente incluidos uno en el otro), y
donde se considera la inclusion I C I+ J. La Proposicién anterior implica que

(A/D)/(IT+J)/I)=A/(I+J).

Observacion 4.1.81. — Sea A un anillo, y sean I, J C A ideales. Definimos
el morfismo

p: A= A/I x AT
a— (@ modI,a modJ)

y notamos que ker(¢) = I N J. La propiedad universal del cociente implica

que el morfismo

AN T) S0 40T« AL

es inyectivo. El siguiente resultado permite determinar cuiando @ es un iso-
morfismo.

Teorema 4.1.82 (chino del resto). — Sea A un anillo, y sean I,J C A
1deales. Sea
o:A/(INJ)—= A/l x A/J
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el morfismo inyectivo natural. FEntonces, ¢ es un isomorfismo si y sdlo si
I+ J=A. Mds atn, en tal caso se tiene que IJ =10 J, y luego

AJIT) =2 AJ(INJT)= AJT x A)J.

Demostracion. — Supongamos que [ +J = A. Luego, existen a € [ y b € J
tales que a + b = 1. Dados z,y € A, buscamos hallar ¢ € A/(I N J) tal que
c=z mod I yc=y modJ. Definamos ¢ := ay + bx € A. Entonces,

c—x=ay+br—z=ay+xz(b—1)=ay+ x(—a) =a(y — z).

Como a(y — z) € I pues a € I, se tiene que ¢ = z mod I. Andlogamente,
c=y mod J. Por lo tanto, ¢ es sobreyectivo.

Supongamos que ¢ es sobreyectivo. Entonces, existe b € A tal que
o(b) = (1,0) € A/I x A/J. Esto ultimo es equivalente a que b € 1 + 1 y
b€ J. Definamos a =1—b € I, y notemos que comoa € l,be Jya+b=1,
tenemos que I + J = A.

Finalmente, notemos que siempre se tiene que IJ C I N J. Por lo tanto,
basta demostrar que INJ C IJ. Para ello, escribamos a +b =1, donde a € 1
ybe J. Dadox € INJ, tenemos que ax € IJ y bx € I.J, de donde concluimos
que x =ax +bx € 1J. O

Ejemplo 4.1.83. — Sean n,m € NZ! ysean I, =nZ C Z e I,, = mZ C Z
ideales. Entonces, por el lema de Bézout, I, + I,,, = Z si y sélo si n y m son
primos relativos. En este caso, I, I, = I, N I, = nmZ, y luego

Z/(nmZ) =2 Z/(nZ) x Z]/(mZ),

que es precisamente la version del teorema chino del resto que hemos estudiado
anteriormente en el contexto de grupos (ver Teorema 2.4.2).

4.2. Modbdulos sobre un anillo
4.2.1. Primeras definiciones. —

Definicion 4.2.1 (médulo). — Sea A un anillo. Un A-médulo M es un
grupo abeliano dotado de una "accién" de A

AxM—M
(a,m) — am
tal que para todos a,b € Ay m,n € M se tiene:

1. a(m+n) =am+ an
2. (a+b)m = am + bm, y también (ab)m = a(bm)
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3.1-m=m

Ejemplo 4.2.2. —
1. Un ideal I de A es un A-mdédulo. En particular, A es un A-médulo.
2. Si A = k cuerpo, un A-médulo es un k-espacio vectorial.

n veces
3. Si A = Z, un Z-médulo es un grupo abeliano (definiendo nx :=z + ... + z).
4. Alz] es un A-médulo.
5. A/I es un A-médulo (definiendo a - (b+I) = ab + I).

jAtencion! — Los médulos generalizan muchos conceptos conocidos (cf. Teo-
rema de Freyd-Mitchell (1965))

Interpretacion geométrica 4.2.3. — Si A = k es un cuerpo, un k-mdédulo es
un k-espacio vectorial. En general, si A es un anillo (conmutativo con unidad)
arbitrario, la forma intuitiva de pensar un A-mdédulo es como una coleccién de
espacios vectoriales, uno sobre cada punto de Spec(A) (c.f. espacio tangente).

MP
M
o Spec(A
. pec(4)
Definicion 4.2.4 (morfismo de médulos). — Un morfismo ¢ : M — M’

de A-médulos es un morfismo de grupos abelianos que es A-lineal, es decir,
p(am) = ap(m)
para todosa € Ayme M.
Notacion 4.2.5. — Sean M, M’ dos A-médulos. Denotamos
Hom 4 10q(M, M) := Hom (M, M')
= {¢: M — M’ morfismo de A-médulos}
Ademds, End4 (M) := Homy (M, M).
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~Y

Ejemplo 4.2.6. — Sean A = k un cuerpo, M = k"™ y M’ = k™ espacios
vectoriales. Entonces End (M) = My, (k) y Homa (M, M') = M, «n (k)

Observacion 4.2.7. — Hom (M, M') puede ser dotado de una estructura
natural de A-médulo definiendo

(a-p)(m) = ap(m)y (p1+ p2)(m) := @1(m) + pa(m).

Como siempre, un isomorfismo de A-médulos es un morfismo biyectivo.

Ejemplo 4.2.8. — Si f € Homy(Z,Z) entonces f(1) = n para cierto n € Z.
Luego f(m) = f(m-1) = mf(1) = mn, donde la peniltima igualdad se obtiene
al ver m como un escalar. En particular, Homy(Z,Z) = Z

Ejemplo 4.2.9. — A=R, M = ¢ (R), M’ = €°(R), entonces
o: M — M
felf)=1

es un morfismo de A-mdédulos.

Ejercicio 4.2.10. — Sea A un anillo y M un A-médulo. Determinar
Homy (A, M) (cf. Ejemplo 4.2.8).

Definicion 4.2.11 (sub-médulo). — Sea M un A-médulo. Un sub-
médulo N de M es un subgrupo N C M estable por la accién de A sobre
M, ie., an € N para todos a € Ay n € N. En otras palabras, la inclusion
N — M es un morfismo de A-médulos.

Ejemplo 4.2.12. —
1. Si A =k cuerpo. Un sub-médulo es un sub-espacio vectorial.
2. Si consideremos A como un A-mddulo via la multiplicacién, un sub-
mdédulo de A es un ideal de A
3. Sea ¢ : M — M’ morfismo de A-mo6dulos.
a) Si N C M es un sub-médulo, entonces ¢(N) C M’ es un sub-
modulo.
b) Si N’ C M’ es un sub-médulo, entonces ¢~ '(N') C M es un sub-
modulo.
En particular, ker(¢) e Im(y) son sub-médulos.

El siguiente resultado, cuya demostracién se deja como ejercicio, describe
c¢émo un morfismo de médulos induce naturalmente morfismos llamados co-
munmente como pullback y pushforward.
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Teorema 4.2.13 (functorialidad). — Sea ¢ : M — M’ un morfismo de
A-mddulos y sea N un A-mddulo cualquiera. Entonces, el pullback
0" : Homa(M', N) — Homa(M, N)
frfop
es un morfismo de A-mddulos. Similarmente, el pushforward
¢« : Homy (N, M) — Homa (N, M')
frreof

es un morfismo de A-mddulos.

4.2.2. Modbdulos cocientes. — Del mismo modo que para grupos, espacios
vectoriales y anillos, podemos considerar cocientes de médulos. Concreta-
mente, si M es un A-médulo y N C M un sub-médulo, definimos el conjunto
cociente M /N de M por la relacién de equivalencia

m~m' & m-—m'eN,
y denotamos por
m: M — M/N
m — [m]

la proyeccién canénica. Del mismo modo que para los casos anteriormente
discutidos, denotaremos también la clase [m| de m € M en M /N mediante los
simbolos m, m + N o m mod N, de acuerdo al contexto.

Dejamos como ejercicio para el lector verificar que las propiedades andlogas

a los cocientes estudiados anteriormente también se verifican en el contexto de
maédulos:

Ejercicio 4.2.14. — Sea A un anillo, y sean M, M’ N tres A-moédulos.

a) Probar que existe una tnica estructura de A-médulo sobre el conjunto
cociente M /N de tal suerte que m# : M — M/N sea un morfismo de
A-médulos.

b) Probar que 7! induce una biyeccién

sub-médulos | . ] sub-mdédulos de M

— Y
de M/N que contienen N

cuya inversa estd dada por P+ 7(P) = P/N.
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¢) Probar la siguiente propiedad universal del cociente: Sea ¢ : M — M’
morfismo de A-mdédulos tal que ¢p(N) = {0}. Entonces, existe un tinico
morfismo de A-médules  : M/N — M’ tal que ¢ = p o 7. Escribir el
correspondiente diagrama conmutativo.

En particular, si ¢ : M — M’ es cualquier morfismo de A-mdédulos y apli-
camos el Ejercicio 4.2.14(¢) al sub-médulo N = ker(p) C M, obtenemos el
resultado siguiente.

Proposicion 4.2.15. — Todo morfismo ¢ : M — M’ de A-mddulos admite
una factorizacion dnica

M — M/ ker(¢) = Im(p) — M’,

donde el primer morfismo es la proyeccion candnica al cociente, el seqgundo es
mducido por la propiedad universal del cociente, y el tercero es la inclusion.

Ademds del kernel y de la imagen del morfismo, uno de los principales ob-
jectos asociados a un morfismo es el cokernel.

Definicion 4.2.16 (cokernel). — Sea ¢ : M — M’ morfismo de A-médulos.
Definimos el cokernel del morfismo como

coker () := M’/ Im(yp).
Observacion 4.2.17. — Sea ¢ : M — M’ morfismo de A-médulos. Por la
definicién de kernel y cokernel tenemos las siguientes equivalencias.

1. ¢ es inyectivo si y sélo si ker(p) = {0}.
2. ¢ es sobreyectivo si y s6lo si coker(y) = {0}.

4.2.3. Operaciones sobre sub-mddulos. — A partir de una familia de
sub-mddulos de M, podemos formar los siguientes nuevos sub-médulos de M.

Definicion 4.2.18 (suma e interseccién). — Sea M un A-mdédulo y sea
{M;}icr € M una familia de sub-médulos.

1. La suma ), ; M; es el conjunto de todas las sumas finitas
D i
finita

con x; € M;. En otras palabras, )
de M que contiene todos los M;.

ser Mi es el sub-médulo mds pequeno

2. La interseccion (),.; M; es también un sub-mdédulo de M.
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Ejercicio 4.2.19. — Dar un ejemplo donde la suma ) ., M; y la interseccién
(icr M; sean diferentes.

Del mismo modo que para grupos y anillos, podemos considerar cocientes
sucesivos de médulos.

Proposicion 4.2.20. — Sea A un anillo.
1. Si N C P C M son A-mddulos, entonces
(M/N)/(P/N)= M/P.
2. St N1, No C M son A-mddulos, entonces
(Nl + Ng)/Nl = NQ/(Nl N NQ)

Demostracion. — Para probar (1) consideramos el morfismo ¢ : M/N — M/P
definido por p(m+ N) = m+ P. Notar que ¢ estd bien definido y es sobreyec-
tivo. Ademds,

ker(yp) = {m € M/N tales que m = 0 mod P} = P/N.
De esto, se tiene que
(M/N)/ker() = (M/N)/(P/N) = Tm(p) = M/P.
Para probar (2) basta notar que la composicién
Ny <= Ny + Ny — (N1 + Na) /Ny
es sobreyectiva y su kernel es N1 N No. O

No podemos definir en general el producto de sub-mdédulos de M, pero
podemos definir el producto de sub-mdédulos e ideales.

Definicion 4.2.21. — Sea I C A un ideal y sea M un A-mdédulo. Definimos

el sub-mddulo
IM = { Z a;m;

finita

aiGI,miEM}.

Ejercicio 4.2.22. — Sea I C A un ideal y sea M un A-mdédulo. Probar que
M /IM puede ser dotado de una estructura de A/I-médulo. En particular, si
m C A es un ideal maximal y k = A/m es el cuerpo cociente, entonces M/mM
es un k-espacio vectorial.

Del mismo modo que para grupos y anillos, dada una familia de mdédulos
podemos formar un nuevo médulo producto.
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Definicion 4.2.23 (producto y suma directa). — Sea A un anillo y sea
{M;}icr una familia de A-médulos. El producto de los M; se define como el
producto cartesiano [[;.;
cuya estructura de A-médulo estd dada por

M; cuyos elementos son los (m;);c; con m; € M;, y

(my)ier + (m})ier :== (m; +m})ier
y
a- (mz‘)z‘el = (ami>ie]-

La suma directa de los M; es el sub-médulo de []..; M; dado por

el
@ M; = {(mi)ig € HMZ tales que m; = 0 salvo finitos 7 € I}.

icl iel

Observacion 4.2.24. — Si el conjunto de indices I = {1,...,7} es finito,
entonces @;c; M; = [[,c; M;. En tal caso, dicho médulo es denotado
M x---x M, obien M1 ®---D M,.

4.2.4. Modbdulos finitamente generados y médulos libres. — El obje-
tivo de esta sub-seccién es extender algunas de las nociones de dlgebra lineal
al contexto de médulos.

Definicion 4.2.25. — Sea M un A-médulo y sea S C M un subconjunto
cualquiera. Definimos el submdédulo generado por S mediante

<S>Améd:<S>A::{ZaiSi aiEA,SiGS}: ﬂ N,

finita SCN
N sub-médulo

es decir, es el sub-mdédulo mds pequeno de M que contiene a S.
Ejemplo 4.2.26. — Sea {M,;};c; C M familia de sub-mdédulos, entonces
{Mi}Yicr)a =) _ M.
el
De manera equivalente, consideremos el morfismo
@M - M
el
(mai)icr — Y _mi
i€l
siendo esta dltima suma finita, por la definicién de suma directa. Entonces,
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Definicion 4.2.27. — Sea M un A-médulo y sea {M;}icr € M familia de
sub-mé6dulos. Diremos que la familia {M;};c; estd en suma directa si el
morfismo
v P M- M
i€l
(mi)ier — Z m;
i€l
es inyectivo. En otras palabras, si para toda coleccién finita de m; € M; se
tiene que
Z m; = 0 implica que m; = 0 para todo 1.
finita
En este caso, 1 induce un isomorfismo @,.; M; = >,.; M.

Observacion 4.2.28. — Sea A = k es un cuerpo vy M = V un k-espacio
vectorial. Entonces, todo sub-espacio no trivial W C V admite un sub-espacio
complementario, es decir, existe un sub-espacio W/ CV tal que V =W & W',
Sin embargo, si A = Z, el sub-médulo N = 2Z de M = Z no posee un
suplementario, pues todo N’ # {0} sub-médulo de Z tiene interseccién no nula
con 27.

Notacion 4.2.29. — Un caso particular importante del producto y la suma
directa de mdédulos {M;}icr es el caso cuando M; = A para todo i € I.
En tal caso, denotamos A’ := [LerAy AD = @D,c; A. En particular, si
I ={1,...,r} finito, entonces escribimos A" o A%".

En general, si i € I, denotamos por e; al elemento de AU) con i-ésima
coordenada 1 y 0 en todas las otras coordenadas.

Proposicion 4.2.30. — Sea A un anillo e I un conjunto. Entonces,

1. Todo elemento de AY) se escribe de manera tinica como Zie[ a;e; para
cierta familia (a;);er casi nula (i.e., a lo mds finitos elementos # 0) de
elementos de A.

2. Propiedad universal de AD): Para todo A-médulo M y toda familia
(m;)icr de elementos de M, existe un tnico morfismo de A-mddulos
¢ AD — M tal que ¢(e;) = m; para todo i € 1.

Demostracion. — La prueba de (1) sigue directamente de la definicién de A()
y los detalles se dejan como ejercicio al lector. La prueba de (2) se obtiene al
considerar de manera explicita (Y ..y aie;) := Y .oy aim;. O
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La propiedad universal de la suma directa AY) permite definir en el contexto
de médulos las siguientes nociones cldsicas de dlgebra lineal.

Definicion 4.2.31. — Sea (m;);e; € M una familia de elementos de M y
sea i : AU — M definido como e; — m; el morfismo asociado. Decimos que
la familia es:

1. linealmente independiente (o libre) si ¢ es inyectivo, es decir, si

> a;m; = 0 implica que a; = 0 para todo i.
finita
2. generadora si i es sobreyectivo, es decir, si todo m € M puede ser

escrito como m = > a;m; para ciertos a; € A.
finita
3. una base si 1 es un isomorfismo, es decir, si todo m € M se escribe de

manera tnica como m = »_ a;m; para unicos a; € A.
finita

Ejemplo 4.2.32. — Sea A=7Zy M = Z, entonces:
1. La familia {2, 3} es generadora (cf. lema de Bézout), pero no es una base,
pues0=2-3—-3-2.
2. La familia {2} es libre, pero no es generadora.
3. Las tnicas bases de M son {1} y {—1}, cuya prueba se deja como ejercicio.

Definicion 4.2.33. — Sea M un A-mdédulo. Diremos que M es un mdédulo:

1. finitamente generado (o de tipo finito) si existe una familia gener-
adora finita.

2. libre si posee una base. En otras palabras, si M = AU para cierto
conjunto I.

Un resultado fundamental de &lgebra lineal es el hecho que todo espacio
vectorial sobre un cuerpo posee una base. El siguiente ejemplo ilustra que esto
iltimo no es necesariamente cierto en el contexto de médulos.

Ejemplo 4.2.34. — Sea A un anillo.

1. Si(0) # I € A es un ideal propio, entonces el A-mddulo M := A/I no es
libre. En efecto, si a € I\ {0} y m € M, entonces am = 0. Esto ultimo
implica que no existen familias libres.

2. Sea M es un A-mddulo libre finitamente generado de base {e;}i=1,.. n, y N
un A-médulo libre finitamente generado de base { fi }jzl,,,,ym. Entonces,
para todo ¢ € Hom (N, M) podemos escribir ¢(f;) = > i a;je; para
ciertos a;; € A. Luego Hom (N, M) = M, xm(A).
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3. Un endomorfismo inyectivo de un médulo libre finitamente generado no
es necesariamente sobreyectivo: considerar por ejemplo A = M =Z y
p(m) = 2m.

4. No se puede (en general) extraer una base de una familia generadora:
considerar por ejemplo A = M = Z y la familia {2, 3}.

5. Una familia linealmente independiente no se puede (en general) completar
en una base: considerar por ejemplo A = M = Z y la familia {2}.

El Teorema 2.4.7 afirma que toda base de un grupo abeliano libre finitamente
generado (i.e., Z-médulo libre finitamente generado) posee el mismo cardinal,
llamado el rango. El siguiente resultado (que no demostraremos) extiende
dicho al contexto de médulos sobre cualquier anillo A.

Teorema 4.2.35. — Sea M un A-mddulo libre finitamente generado. En-
tonces, todas sus bases son finitas y del mismo cardinal, llamado el rango
de M y denotado rg(M). Mds ain, el cardinal de una familia linealmente
independiente (resp., generadora) es < (resp., >) rg(M).

FEjercicto 4.2.36. — Sean M y N dos A-médulos tales que N C M.

1. Probar que si M es finitamente generado y N C M, entonces M/N es
finitamente generado.

2. Probar que si N y M/N son finitamente generados, entonces M es fini-
tamente generado.

3. Sea A = Z[r1,79,...] = Z[z;,i € NZ!] y M = A (finitamente generado
por {1}). Probar que N = {polinomios de término constante nulo} C M
no es finitamente generado.

4.2.5. Teorema de Cayley-Hamilton y Lema de Nakayama. —
Recordemos que si R € M, «x,(A) es una matriz cuadrada, entonces

R - ‘com(R) = det(R) - I,
En particular, R € GL,,(A) si y s6lo si det(R) € A*.
Teorema 4.2.37 (Cayley-Hamilton). — Sea M un A-mddulo finitamente
generado, y sea u : M — M un endomorfismo. Sean maq, ..., m, generadores

de M y escribamos u(m;) = Z;‘:l a;jm;j, donde R = (aij)1<ij<n € Mpnxn(A).
Sea P(X) = det(XI, — R) € A[X], entonces P(u) =0 en Ends(M).

Observacion 4.2.38. — Sea M un A-médulo y v : M — M un endomor-
fismo. Si I C A es un ideal tal que u(M) C IM, entonces podemos suponer
que a;; € I. En tal caso, si escribimos P(X) = X"+ X" 4 fep 1 X +cp,
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entonces se tiene que c¢; € I’ para todo j € {1,...,n}. Esto iltimo se deja
como ejercicio para el lector.

Demostracion del Teorema 4.2.37. — El principal ingrediente de la prueba es
dotar a M de estructura de A[X]-médulo. En efecto, para todo polinomio
Q € A[X] y todo m € M definimos

Q- m = Q(u)(m).
En particular, si Q(X) = X entonces @ -m; = u(m;) = 2?21 a;jm; para todo
i €{1,...,n}. Luego, tenemos que

(XI, — R) - =0,
mp

donde (XI,, — R) € Mpxn(A[X]) es una matriz con coefientes en A[X]. Al
multiplicar a la izquierda por “com(X 1, — R) obtenemos

mi
det(XI, —R)- | : | =0,
mpy

donde det(X I, — R) € A[X]. Dado que M = (my,...,Mn) A-mod, tenemos que
el polinomio P(X) = det(X1I, — R) anula todo elemento del A[X]-médulo M.
En particular, P(u) es nulo sobre M. O

jAtencion! — Si A = k es un cuerpo, el Teorema de Cayley-Hamilton
dice que toda matriz cuadrada A, de polinomio caracteristico Py, verifica
P4y(A) =0.

Corolario 4.2.39. — Sea M un A-mddulo finitamente generado. Entonces,
todo endomorfismo sobreyectivo de M es biyectivo.

Demostracion. — Sea f : M — M un endomorfismo sobreyectivo. Tal como en
la demostracién del teorema de Cayley-Hamilton, dotamos a M de estructura
de A[X]-m6dulo al definir X - m := f(m).

Como f es sobreyectivo tenemos que M = IM, donde I = (X). En efecto,
esto ultimo equivale a decir que M = f(M).

Aplicamos Cayley-Hamilton al endomorfismo v = id;, de donde deducimos

0=Pu) =u"+ciu™ 4+ 4 cp1u + cpidyy
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en End 4(M). La Observacion 4.2.38 implica que ¢; € I/ = (X7) y en particular
para todo ¢; existe d; € A[X] tal que ¢; = Xd;. Luego, para todo m € M se
tiene que
0= (u"+ciu" L+ -+ cpidps) (m)
=m+ecr-m+-+ o1 Mmtcym
=m+ci(f)(m) + -+ cn(f)(m)
m+ f(di(f) + -+ dn(f))(m),

donde la dltima igualdad se obtiene del hecho que ¢; = Xd;. Asi, tenemos
que idps + f o Q(f) = 0 para cierto @ € A[X]. Finalmente, el endomorfismo
—Q(f) € Enda(M) es la inversa de f. O

Ejercicio 4.2.40. — Sea, M un A-mddulo libre de rango n. Demostrar que
toda familia generadora de n elementos es una base de M.

Corolario 4.2.41. — Sea M un A-mddulo finitamente generado y sea I C A
un ideal tal que IM = M. Entonces, existe a € I tal que (1 +a)M = 0.

Demostracion. — La Observacién 4.2.38 junto con el teorema de Cayley-
Hamilton aplicado al endomorfismo u = idys implican que existen ¢; € I/
tales que

u 4w 4 - epru + cpidy = 0.

Basta entonces considerar a :=c¢1 + ...+ ¢, € 1. ]

Definicion 4.2.42 (radical de Jacobson). — Sea A # {0} un anillo.
Definimos el radical de Jacobson de A como
rad(A) = ﬂ m,

mCA
maximal

la interseccién de todos los ideales maximales de A.

Lema 4.2.43. — Sea A un anillo no nulo. Entonces

rad(A) = {a € A |1+ ax es invertible para todo v € A}.

Demostracion. — Supongamos que a ¢ rad(A). Luego, existe un ideal maxi-
mal m C A tal que a ¢ m. En particular, tenemos que m+ (a) = A, por lo que
existe m € my x € A tales que 1 = m+ax. Dado que mNA* = (), concluimos
que 1 +a(—x) ¢ A*.
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Reciprocamente, si 1 + axr no es invertible para cierto x € A, entonces
(1+az) € A esun ideal propio, y luego estd contenido en algin ideal maximal
m de A. Dado que 1 ¢ m, concluimos que a ¢ m. O

Teorema 4.2.44 (Lema de Nakayama, 1951). — Sea A un anillo no nulo
y sea I C rad(A) un ideal. Para todo A-mddulo M finitamente generado se

tiene que:
1. Si IM = M, entonces M = 0.
2. Sean my1...my, € M. Silas imagenes de my,...,my en el cociente
M/IM generan dicho A-mddulo, entonces mi,...,my generan M.
Demostracion. — Para probar (1) observamos que la condicién IM = M im-

plica que existe a € I tal que (1 + a)M = 0. Dado que I C rad(A), el Lema
anterior implica que 1+ a € A* y luego la igualdad (1 +a)M = 0 implica que
M = 0.

Para probar (2) consideramos el A-médulo N := M/(Am; ---+ Am,,). Sea
m € M. Dado que las imagenes de my,...,m, en el cociente M/IM generan
dicho A-médulo, podemos escribir

n
m = Zajmj (mod IM),
j=1
con aj € A, es decir, m € IM mod (Amy ---+ Amy). De esto tltimo deduci-
mos que IN = N. Dado que N es finitamente generado, el punto (1) aplicado
a N implica que N = 0 o, equivalentemente, que M = (Amy ---+ Am,). O

Un caso particular muy importante en geometria algebraica donde el Lema
de Nakayama adopta una forma particularmente simple es el caso de anillos
que poseen un dnico ideal maximal.

Definicion 4.2.45 (anillo local). — Un anillo A no nulo es un anillo local
si existe un unico ideal maximal m C A. El cuerpo k = A/m se llama cuerpo
residual del anillo local (A, m).

Corolario 4.2.46 (Nakayama). — Sea (A,m) un anillo local con cuerpo
residual k = A/m. Sea M un A-mddulo finitamente generado, entonces:
1. SimM = M entonces M = 0.
2. Si las imagenes de mq, ..., my generan el k-espacio vectorial M/mM,
entonces M = (m1,...,Mn) A—mod-

El siguiente ejemplo, que es la versién topolégica de construcciones andlogas
en geometria algebraica, explica el porqué del adjetivo local.
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Ejemplo 4.2.47 (de anillo local). — Sea ¢ = C°([0,1]) el anillo de fun-
ciones continuas f : [0,1] — R. Sea p €]0, 1[ un punto arbitrario que fijaremos,
y consideremos el ideal I C % de funciones continuas que se anulan en una
vecindad de p.

El cociente A := %'/I es el anillo de gérmenes de funciones continuas en
p, i.e., identificamos dos funciones si coinciden en una vecindad de p.

Los ideales (resp. ideales maximales) de A corresponden a ideales (resp.
ideales maximales) de € que contienen I. Méds atun, si x € [0, 1], entonces

mg = {f €| f(z) =0}
es un ideal maximal. En efecto, si definimos el morfismo evaluacion
evy 1 ¢ — R mediante f — f(z), entonces ev, es un morfismo sobreyectivo y
m, = ker(evy). Luego, el cociente

€ /m; =R

es un cuerpo, por lo que tenemos que m, es maximal. El Ejercicio 4.2.48
implica que my es el tinico ideal maximal que contiene a I. En conclusién, el
anillo A de gérmenes de funciones continuas en p es un anillo local con ideal
maximal my := m, /I dado por gérmenes de funciones continuas que se anulan
en p, y cuyo cuerpo residual estd dado por k = A/my = R.

Ejercicio 4.2.48. — Con la notacién del ejemplo anterior, probar que todo
ideal maximal de € es de la forma m, para cierto x € [0, 1].

Interpretacion geométrica 4.2.49. — El Lema de Nakayama puede ser
pensado como un andlogo algebraico del teorema de la funcién inversa. En
efecto, con la notacién del ejemplo anterior, considerar A = €/I, M = my
vy m = my. La versién del Lema de Nakayama para anillos locales se dice
entonces que si la imagen de ciertas funciones en M/mM = m/m? generan
dicho R-espacio vectorial, entonces generan M. Si f(t) = > sqan(t —p)" es
la expansion en serie de Taylor de una funcién analitica f € A en torno a p,
entonces f € m si y sélo si ag = 0 y la imagen de f en cociente m/m? estd
dada por f'(p).

4.2.6. Sucesiones exactas y complejos. — Hemos discutido anterior-
mente que el kernel (resp. el cokernel) de un morfismo de médulos permite
medir que tan lejos estd dicho morfismo de ser inyectivo (resp. sobreyectivo).
El drea de las matemadticas llamada dlgebra homoldégica busca generalizar
dichas ideas.
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Definicion 4.2.50 (sucesién exacta y complejo)
Sea {M'};cz una familia de A-médulos indexada por los enteros, y sea
{d": M" — M*1},cz una familia de morfismos de A-médulos, estos tiltimos
llamados usualmente diferenciales. Diremos que la coleccion
1 —2 . i—1 . 0 . i+1
Mo S At Dy gt it
es

1. un complejo si d"' o d’ = 0 para todo i € Z. En otras palabras, si
Im(d*) C ker(d*!) para todo i € Z.
2. una sucesién exacta si Im(d’) = ker(d**!) para todo i € Z.

Las sucesiones exactas permites escribir de manera compacta propiedades
de morfismos, tal como lo ejemplificamos a continuacion.

Ejemplo 4.2.51. — Sean f: M — M' y g: M' — M" dos morfismos de
A-mdédulos. Entonces,

1. La sucesion
0= M Ly
es exacta si y sélo si f es inyectivo.
2. La sucesién
ML =0
es exacta f es sobreyectiva.
3. La sucesién
oML mES M o
es exacta si y sélo si
a) f es inyectivo,
b) g es sobreyectivo, y
¢) Im(f) = ker(g).
En particular, coker(f) = M/Im(f) = M". Este dltimo tipo de sucesién
exacta es sumamente importante, y es llamada una sucesién exacta
corta.

Ejercicio 4.2.52. — Sea f : M — N un morfismo de A-moédulos. Probar
que la sucesién

0—>ker(f)—>Mi>N—>coker(f)—>O

es exacta.
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Como es de esperar, no todo complejo define una sucesién exacta. Los
grupos de cohomologia, permiten medir qué tan lejos estd un complejo de ser
una sucesién exacta.

Definicion 4.2.53 (cohomologia). — Sea (M®,d®*) un complejo de A-
médulos dado por

VLR Vs SN VERCING VEes SN
El A-mé6dulo cociente ( )
) ker(d®
:[‘Iz M. =
(M?) Im(di—1)

es llamado el i-ésimo grupo de cohomologia del complejo (M*®,d®)

Observacion 4.2.54 (homologia). — Si en lugar de considerar morfismos
d': M* — M*! crecientes en los indices, consideramos una familia {M; };cz de
A-médulos junto con una familia de morfismos {0; : M; — M;_1};cz, entonces
la coleccién

M,y oo =2 MO 2 A T Mg 2
es un complejo si 9; o J;+1 = 0 para todo ¢ € Z o, equivalentemente, si
ple)] + p y €q )

Im(0;+1) C ker(0;) para todo ¢ € Z. El A-médulo cociente
HI(M.) = ker(@i)/lm(&ﬂ)

es llamado el i-ésimo grupo de homologia del complejo (M,,d,).

Asi, intuitivamente, las nociones de homologia y cohomologia son duales
una de la otra. Uno de los ejemplos mds importantes de homologia es la
homologia singular asociada a un espacio topoldgico X: informalmente, M;
es el A-médulo generado por sub-variedades X; de dimensién real i > 0, y el
morfismo 0; : M; — M;_1 se obtiene geométricamente al considerar la frontera
topolégica 0;(X;) = 0X;.

Definicion 4.2.55 (morfismo de complejos). — Un morfismo

p*: (M*,dy) — (N*,dy)
entre dos complejos (M*®,d},;) v (N®,d}) es una familia de morfismos
{¢': M — N%};cz compatible con los diferenciales: ¢! od, = di; o ¢ para
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todo ¢ € Z. En otras palabras, el diagrama

it+1

di—Q di—l dz
M - M ; M ; M
M* M Nt M e M il M
(P. pril lwi Jtpz?l»l
Ji=2 Ji-t di i+l
N i—1 N i N i+1 YN
N N NN N N Nl TN

es conmutativo.

Ejercicio 4.2.56. — Demostrar que un morfismo de complejos ¢*® : M®* — N*
induce morfismos

H'(¢*) : H'(M®) — H'(N®)
entre los respectivos grupos de cohomologia, para todo i € Z.

Complejo de de Rham. — A continuacién daremos uno de los ejemplos funda-
mentales de complejos y de cohomologia, el llamado complejo de de Rham.
Tal como hemos mencionado en la Observacién 4.2.54, la cohomologia de este
complejo deberia ser dual a cierta homologfa. Dicha homologia resulta ser
precisamente la homologia singular, y la relacién precisa entre ellas es lo que
conocemos como el teorema de dualidad de Poincaré (que se escapa de
los contenidos tratados en este texto).

Definicion 4.2.57 (formas diferenciales). — Sea V = R" un R-espacio
vectorial de dimensién n y sea r € N=1. Denotamos por A" V* al espacio vec-
torial de r-formas multilineales alternadas sobre V. Tipicamente, si ¢1,..., ¢,
son formas lineales en V' (i.e., elementos de V*) entonces la r-forma multilineal

(@1, we) = Y (@) (@) - b (o)
O’EGT
es alternada, y la denotamos ¢1 A - -- A £,.. Por ejemplo, si r = 2 entonces

(o A l2)(z,y) = ba(x)la(y) — L1(y)la().

Si (e1,...,en) es una base de V y (e],...,e);) base dual de V*, entonces

’rn
los {ef, A+ A€} h<j<-<jr<n forman una base de A\"V*. En particular,

dimg A" V* = (7) y todo elemento w € A" V* se escribe como

* *
w= g w(ejyy.eorej) e A Aej
1<j1<<jr<n
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Si elegimos coordenadas® xq,...,z, de V y denotamos por dxq, . ..,dz, € V*
sus diferenciales®, entonces para cada abierto U C V denotamos por Q" (U)
al espacio vectorial de funciones w: U — A" V* de clase €°°. Explicitamente,
QU U) =6>°U) = {f : U — R de clase €},
y todo w € Q" (U) se escribe de la forma
w(z) = Z Wit,..sir (z) dzj A--- Adaj,,
1<j1<-<jr<n

donde wy, .. ;. € €°(U). Si A =€ (U) es el R-algebra de funciones ¢ en
el abierto U, entonces Q"(U) es un A-mdédulo cuyos elementos son llamados
r-formas diferenciales en U.

Asi como podemos derivar funciones, podemos definir la derivada exterior
de una r-forma diferencial.

Definicion 4.2.58. — Sea f € €(U). Su diferencial df € Q(U) estd
dada por

df(z) = : 6795](%) dz;
Jj=1
Mads generalmente, si w = Y wj,,...,wj, dzj; A--- Adz;, € Q" (U), entonces

definimos su diferencial exterior por
dw = Z dwj1,---7jrr- A\ dle VANERIVAN da:j,,, € QrJrl(U)

Diremos que w € Q"(U) es una forma cerrada si dw = 0, y diremos que es
una forma exacta si existe n € Q"~H(U) tal que w = dn.

Ejercicio 4.2.59. — Probar que d> = 0. En otras palabras, toda forma
exacta es una forma cerrada.

SiA=%°U)yt: R — ¢°0U) es la inclusién natural de R en A a
través de las funciones constantes, el ejercicio anterior implica que tenemos el
siguiente complejo de A-médulos (resp. R-moédulos):

(resp. 0 = R %) Q°U) % ' (U) S 2U) % ... L anU) %o,

llamado el complejo de de Rham.

<2>i.e., una base del espacio dual V™.
G Por definicién, dz;(z1e1 + ... + Tnen) = T;.
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Definicion 4.2.60. — El R-espacio vectorial definido como
U) = ker{d : Q" (U) - Q"*1(U)} _ {r-formas cerradas en U}
AR Im{d - r1(U) —» Q7 (U)} ~ {r-formas exactas en U}

es llamado el r-ésimo grupo de cohomologia de de Rham de U.

Ejemplo 4.2.61. — Veamos algunos ejemplos concretos en dimensién
pequena. Sea U = R™.
1. Sin =1y x es una coordenada en R, entonces
Q°"(R) = €*(R) = {f : R — R de clase €},
QN(R) = {w(z) = g(z) dz, g € TX(R)}.
Dado que dzAdz = —dx Adx = 0, tenemos que Q" (R) = {0} para r > 1.

En general, Q"(R™) = {0} si 7 > n. En el caso n = 1, el complejo de de
Rham estd dado por

0—R—500R) —L 5 QI(R) — 0

f—— f(z) dx
2. Sin =2y (x,y) son coordenadas en R?, entonces
QY (R?) = ¢>°(R?) = {f : R? = R de clase €},
OY(R?) = {w(z,y) = P(z,y) dz + Q(z,y) dy, P.Q € €=(R*)},
O*(R?) = {w(z,y) = g(z,y) dz A dy, g € €F(R)}.

Dado que dr Ady = —dy Adx y de Adx = dy A dy = 0, el complejo de
de Rham estd dado por

d

0——R—5 QR — 5 QI(R?) Q2(R%) —— 0

0, 0
f— a% dz + 8—5 dy
Pdr+Qdy—— (%ff — gg) dz A dy
donde este ultimo célculo proviene de

d(Pdx+ Qdy) = <8P dx—i—a]:)dy) Adx + (ana}—Fany) A dy

Ox y Ox y
0Q 0P
=(——— ] de Ady.
( dy O ) Ay
Cabe destacar que en este caso, si f € €°°(R?) entonces df permite

determinar el rotor de f dado por Vf = (%, %). Del mismo modo, si
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asociamos a la 1-forma diferencial w = P dz + @ dy el campo vectorial
F = (P,Q), entonces dw permite determinar el rotor de F' dado por
rot(F) = % - g—? Mis atin, el hecho que d* = 0 se traduce en el
conocido hecho de cédlculo vectorial que dice que todo campo gradiente es
irrotacional: rot(V f) = 0.

Luego, el primer grupo de cohomologia de de Rham HéR(U ) de un
abierto U C R? mide cudntos campos irrotacionales no son gradientes.(*)

Ejercicio 4.2.62. —
1. Describir explicitamente el complejo de de Rham de R? y verificar que el
diferencial
d: Q*(R?) — Q3(R?)
permite determinar la divergencia del campo vectorial F' = (u, v, w) aso-
ciado a la 2-forma diferencial w = uw dy Adz + v dz Adx + w dz A dy, la
cual estd dada por
) Oou Ov Ow
le(F) == %+67y+£'
2. El teorema de Stokes afirma que si K C R" es una sub-variedad com-
pacta y orientable de dimg(K) =7y w € Q""1(R") es una (r — 1)-forma

diferencial, entonces
/ dw = / w.
K oK

Describir explicitamente el enunciado del teorema de Stokes en dimension
n € {1,2,3} y comparar con los enunciados del teorema fundamental del
cdlculo (n = 1), teorema de Green (n = 2) y teorema de Gauss (n = 3).

4.2.7. Mébdulos proyectivos e inyectivos. — Recordemos que si
¢ : M — M’ es un morfismo de A-médulos y N un A-mdédulo cualquiera.
Entonces, el pullback

¢ : Homy(M', N) — Homu (M, N)
frfop

es un morfismo de A-médulos. Dado que Hom 4 (-, N) invierte el orden, decimos
que Hom(-, N) es contravariante.

#Un resultado clasico de calculo vectorial sefiala que todo campo irrotacional es gradiente
cuando U es simplemente conexo. De manera mucho mds general, el lema de Poincaré afirma
que si U C R" es simplemente conexo, entonces Hjy (U) = {0} para todo r > 0.
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Similarmente, el pushforward
« : Homg (N, M) — Homu (N, M")
freof
es un morfismo de A-médulos. Dado que Hom 4 (N, -) preserva el orden, deci-
mos que Hom(N,-) es covariante.

La siguiente proposicién detalla cémo se comportan Homyu(-,N) y
Hom 4 (N, -) respecto a las sucesiones exactas.(®)

Proposicion 4.2.63. — Sea 0 — N = N, ﬁ> N3 una sucesion exacta y sea
M un A-mddulo. Entonces,

0 — Homa (M, Ny) 2% Homu(M, Na) 2% Homu(M, Ns)

es exacta.
é . .
Sea My 2 Mo — Mz — 0 una sucesion exacta y sea N un A-mddulo.
Entonces,

0 — Homu(Ms, N) <5 Homa(Ms, N) 5 Homa(My, N)
es exacta.

Demostracion. — Probaremos la primera parte de la proposicién que concierne
a Homy(M,-), pues la demostracion para Homyu(-, N) es completamente
andloga.

Notar que por definicién By o . = (B o a)x = 0, = 0, donde la igualdad
Boa = 0 se deduce gracias a la exactitud de la sucesién original. Luego,
Im(ay) C ker(Sy).

Veamos que ker(fx) C Im(ay). Para esto, consideremos ¢ : M — Ny tal
que Sogp =0 (i.e. ¢ € ker(f,)). Por exactitud de la sucesién original, tenemos

)
o(m) € ker(B) = Im(a) para todo m € M.

En particular, existe n = n(m) € N; tal que p(m) = «(n). Mds aun,
dicho n es udnico pues « es inyectivo. Si definimos ¢ : M — N; como
m +— n = n(m) entonces ¥ es morfismo de A-mdédulos, y por definicién ten-
emos que a(y(m)) = ¢(m) para todo m € M. En otras palabras, ¢ = a.(),
de donde se concluye que ker(8) C Im().

()EI método de la prueba de dicha proposicién, es lo que se cénoce en dlgebra homolégica
como caceria de diagramas (o diagram chasing): dado un diagrama conmutativo, una
demostracién mediante caceria de diagramas implica el uso formal de las propiedades del
diagrama, tales como los mapas inyectivos o sobreyectivos, o sucesiones exactas.
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Finalmente, o 0 ¢ = 0 implica que ¢ = 0, pues « es inyectivo. Luego,
ker(a) = 0. O

jAtencion! — Si No — N3 — 0 es sobreyectivo, no necesariamente el
morfismo Hom4 (M, No) — Hom (M, N3) es sobreyectivo. En efecto, dado
Ny — N3 morfismo sobreyectivo, v ¢ : M — N3 morfismo de A-mdédulos, nos
gustarfa completar el diagrama siguiente

M
= l
2
.
N2 — N3
No es dificil notar que esto es imposible para Ny = Z — N3 = Z/2Z,
M =7/2Zy ¢:7/27 — Z/27 es la identidad, ya que Homgz(Z/2Z,7Z) = {0}.
Definicion 4.2.64 (médulo proyectivo). — Un A-médulo P es proyec-
tivo si para todo morfismo sobreyectivo f : Ny — N3, el pushforward
f« : Homa (P, N3) — Hom 4 (P, N3)
es sobreyectivo.

Ejercicio 4.2.65. — Probar que un médulo libre es proyectivo.

jAtencion! — Si 0 — My — My inyectivo, no necesariamente el morfismo
Homy (Mo, N) — Homy(Mi, N) es sobreyectivo. En efecto, dado My — Mo
morfismo inyectivo, y ¢ : M; — N morfismo de A-médulos, nos gustaria
completar el diagrama siguiente

N
.
w37
M1 (—>. M2

Es decir, extender el morfismo ¢ de M; a Ms. Sin embargo, esto es imposible
para ¢ : My = 27 — Mo = 7 dado por la inclusién, N = Z y ¢ : 2Z — Z dado
por ¢(n) = %, puesto que si existiera 1 : Z — 7Z de tal suerte que el diagrama
conmute entonces tendriamos que 2 — ¢(2) = 2 — (2) = 2¢(1) # ¢(2) = 1.
Definicion 4.2.66 (moédulo inyectivo). — Un A-mdédulo I es inyectivo
si para todo morfismo inyectivo f : My < Moy, el pullback

f*:Homag(Ms, I) — Hom 4 (M, 1)

es sobreyectivo.
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Ejercicio 4.2.67. — La nocién de médulo inyectivo es muy importante en
dlgebra homolégica, y fue introducida por Baer en 1940. El criterio de Baer
senala que un A-médulo M es inyectivo siy sélo si todo morfismo de A-médulos
@ : I — M desde un ideal I C A se extiende a un morfismo ¢ : A — M.
Demostrar, usando el criterio de Baer, que QQ es un Z-médulo inyectivo.

4.2.8. Lema de la serpiente. —
Recuerdo 4.2.68. — Sea f: M — N un morfismo de A-mddulos, entonces

0= ker(f) % M L N & coker(f) — 0

es una sucesiéon exacta, donde ¢ : ker(f) < M es el morfismo de inclusién y
p: N — coker(f) := N/Im(f) es la proyeccién canénica al cociente.

El resultado siguiente, conocido comunmente como lema de la serpiente,
prueba la existencia del llamado morfismo de conexidon. Esto dltimo es un
paso crucial para el estudio de grupos de cohomologia en dlgebra homoldégica.

Lema 4.2.69 (de la serpiente). — Sea

0 M, L vy 0 0
S
0 NN, N 0

un diagrama conmutativo de A-mddulos , donde las filas son sucesiones exactas
cortas. Entonces existe una sucesion ezacta'®

0 — ker(a) — ker() — ker(y) LN coker(a) — coker(3) — coker(y) — 0,

donde ¢ es llamado el morfismo de conexion.

Idea de la demostracion. — Como es de esperar, la demostracién es mediante
cacerfa de diagramas. M4ds precisamente, consideramos el diagrama siguiente

(©) Comunmente, una sucesién exacta que no es corta es llamada una sucesidn ezacta larga.
)

Asi, el lema de la serpiente puede resumirse en: dado un morfismo entre dos sucesiones

exactas cortas, existe una sucesién exacta larga de kernels y cokernels asociada.
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0 0 0
0 — ker(a) —2%— ker(8) — s ker(r)
L1 Lo L3 \‘5
f g |
0 Ml M2 M3 } 0

donde fx y gk (resp. fi v g¢) son morfismos inducidos por f y g a nivel
de kernels (resp. inducidos por f’ y ¢’ a nivel de cokernels). Por ejemplo, si
m € ker(a) C M; entonces f(m) € My verifica 5(f(m)) = f'(a(m)) =0, y
luego f(m) € ker(B). Asi, el morfismo fx(m) := f(m) estd bien definido.

El morfismo de conexion

J : ker(y) — coker(«)

se define a través de la siguiente caceria de diagramas: Sea mg € ker(y). Dado
que g es sobreyectivo, existe mg € My tal que mg = g(mg). Mds aun,

9'(B(m2)) = v(g(ma2)) = v(m3) =0,
y luego B(msg) € ker(¢’) = Im(f’). En particular, existe ny € Nj tal que
B(mg) = f'(n1). Definimos d(mg) como la imagen de n; € N en el cociente
coker(a) = Ny /Im(«). O
Ejercicio 4.2.70. — Verificar que § estd bien definido y que la sucesién de

kernels y cokernels es exacta.

Observacion 4.2.71 (cohomologia). — Si ¢* : M*®* — N°® es un mor-
fismo de complejos de A-médulos (ver Definicion 4.2.55), entonces el kernel
K* = {ker(p%)}icz v el cokernel C* := {coker(¢")}icz son complejos con
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diferenciales inducidos por M*® y N°®, respectivamente. Por consiguiente, tiene
sentido hablar de sucesiones exactas de complejos.

Como mencionamos anteriormente, la principal aplicacién del lema de la
serpiente es el estudio de grupos de cohomologl’a. M4ds precisamente, si

0—L* % M* 5 N* =0
es una sucesién exacta de complejos de A-mddulos, entonces el lema de la
serpiente implica que existe una sucesién exacta larga

i() ()

HH'I(O!.)

O iy T, iy OO, i ey & gittpey 00,
a nivel de grupos de cohomologia, donde los {6'};cz son los morfismos de

conezion asociados y los H'(a®), H (3*) son los morfismos asociados a a y f3
(ver Ejercicio 4.2.56).

4.2.9. Producto tensorial de médulos. —

Recuerdo 4.2.72. — Sean V y W dos k-espacios vectoriales. Existe un es-
pacio vectorial T := V ® W, el cual es tinico médulo un tnico isomorfismo,
junto con una aplicacién bilineal ¢ : V x W — T verificando la propiedad
universal siguiente: para todo k-espacio vectorial U y toda aplicacién bilineal
b:V xW — U, existe una tinica aplicacién lineal b:T — U tal que b = bot.

VxW—bt U

\ A\
En otras palabras,

{b:V x W — U bilineal} = Homy,_..(V @ W,U).
Esta construccién se extiende verbatim al contexto de A-moédulos.

Definicion 4.2.73 (forma bilineal). — Sean M, N, P tres A-médulos. Una
aplicacion

b:MxN—P
es A-bilineal si para todo m € M (resp. n € N) la aplicacién

b(m,-): N — P (resp. b(,n) : M — P)
es un morfismo de A-mdodulos.

Ejemplo 4.2.74. — Sea A un anillo.
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1. Si B es un A-dlgebra, el producto
BxB-—B
(b1,b2) — b1bo

es A-bilineal.
2. Si M, N son A-mdédulos, la aplicacién

M x Homy(M,N) — N
(m, @) — p(m)
es A-bilineal.

Notacion 4.2.75. — Sea A un anillo y sean M, N, P tres A-médulos. Deno-
taremos por

Bilg(M x N,P):={b: M x N — P aplicacién A-bilineal}
al A-mdédulo de aplicaciones A-bilineales de M x N en P.

Teorema 4.2.76. — Sean M, N dos A-mddulos. FEntonces existe un A-
mddulo M @4 N dotado de una aplicacion A-bilineal

t:MxN-—M®®@usN
(m,n) — t(m,n) :=m®n

verificando que para todo A-mddulo P y toda aplicacion A-bilineal b : M><N — P,
existe un unico morfismo de A-mddulos b M ®4 N — P tal que b= bot.

M x N /
M®AN

En otras palabras, Homy (M ®4 N, P) = Bily(M x N, P). Mads ain, el par
(M ®4 N,t) es inico mddulo un inico isomorfismo.

MxN)

Idea de la demostracién. — Considerar el A-médulo libre Al con base

canénica {€(m.n) }(mmn)emxn ¥ cocientar por el sub-mdédulo
K = <e(m+m’7n) — €m,n) — €(m',n)> €(m,ntn’) — €(m,;n) — €(m,n’)
€(am,n) — A€(mn) ((L € A)> €(m,an) — A€(m,n) (a € A)>A
Definimos M ® 4 N := A(MXN)/K Yy m®@n = €y, mod K. La aplicacién
t: MxN—M®®sN, (m,n) — m xn es bilineal por construccién, y verifica
la propiedad universal deseada. O
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Del mismo modo que para espacios vectoriales, las siguientes propiedades
son consecuencia de la construccién anterior y de la propiedad universal del
producto tensorial.

Proposicion 4.2.77. — Si M,M', N, N’ son A-mddulos, entonces:
1. Functorialidad: Si ¢ : M — N y+ : M’ — N’ son morfismos de
A-mddulos, entonces existe un inico morfismo de A-mddulos
e : M@AM — N®s N

tal que (o @ Y)(m @ m') = p(m) ® Y(m') para todos m € M, m' € M.
2. Propiedades monoidales: Hay isomorfismos candnicos
a) A@a M = M, a®m — am!?.
b) (MEM"@AN = (MR AN)B(M'@4N), (m,m")@n — (men, m'@n).
c) MRy N SNy M, m@ni—n®m.
d) MR@A(M'®@sN) = (M@s MY®N, m®(m'®@n) — (m@m')@n.
Ejercicio 4.2.78. —
a) Sea A un anillo y M un A-médulo. Probar que para todo n € NZ! se
tiene que
A" @4 M = M™.
b) Sea G un grupo abeliano (i.e., un Z-médulo) finito. Probar que
G®z,Q=0.
c¢) Probar que si m,n € NZ! son coprimos, entonces
(Z/mZ) @z (Z/nZ) = 0.
d) Sean V; y V4 dos C-espacios vectoriales de dimension > 0. Verificar

que los espacios Vi ®c Vo v V1 ®r Vo no son isomorfos como R-espacios
vectoriales.

(M Con inversa dada por M — A®@a M, m+— 1Q@m.






COMENTARIOS FINALES

Para finalizar, quisiera senalar algunas referencias que me agradan y que

recomiendo a quienes deseen complementar los contenidos desarollados en el

presente texto.

1.
2.

Teoria de Categorias: Ver [ML98|.
Teoria de Grupos: Ver |Suz82, Suz86|, asi como el Capitulo II del
apunte [Deb13|.

. Teoria de Representaciones: El Capitulo 2 de este texto estd basado

en [Ser77|. Otra excelente referencia es [FH91|.

. Algebra conmutativa: La teoria de anillos conmutativos (i.e., aquella

que consideramos principalmente en el Capitulo 3) es llamada también
algebra conmutativa. Recomiendo los textos [AM69, Rei95]|, asi como
el Capitulo IIT del apunte [Deb10].

. Algebra homolégica: Recomiendo leer [Eis95, Lan02] para seguir

profundizando en aspectos algebraicos, y [BT82, Hat02| para aprender
la motivacién topolégica y geométrica.

. Teoria de Galois: Ver [Art98], asi como el Capitulo I del apunte

[Deb10].

Teoria algebraica de nimeros: Ver [Sam70| para una introduccion,
y |[Neu99| para profundizar.

Geometria aritmética: Ver [Liu02].

. Geometria algebraica: Una sugerencia (voluntariamente muy acotada)

es leer [Rei88, Har95, Mum95, Per08, Shal3|, asi como los apuntes
[Deb99, LPO1].

Espero complementar versiones futuras de este texto con capitulos introduc-

torios a algunos de estos tépicos.
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