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CAP�ITULO 1

PRERREQUISITOS

Durante todo el texto denotaremos por N = {0, 1, 2, . . .} el conjunto de

los n�umeros naturales, Z el anillo de n�umeros enteros, y por Q, R y C los

cuerpos de los n�umeros racionales, reales y complejos. De manera similar,

N≥1 = {1, 2, 3, . . .}, R>0 = {x ∈ R | x > 0}, etc. Dado x ∈ C denotamos por

xZ = {nx, n ∈ Z} al conjunto de m�ultiplos enteros de x. Adem�as, usaremos

las siguientes abreviaciones:

c.f. (confer): "comparar con".

e.g. (exempli gratia): "por ejemplo".

i.e. (id est): "es decir".

La notacion f : A ↪→ B (resp. f : A � B) indica que f es una funci�on

inyectiva (resp. sobreyectiva).

Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo k y S ⊆ V un sub-conjunto,

denotamos por Vectk(S) al k-sub-espacio vectorial generado por S.

1.1. Relaciones de equivalencia y cocientes

De�nici�on 1.1.1 (relaci�on de equivalencia). � Sea A un conjunto y sea

R una relaci�on en A (es decir, un subconjunto R ⊆ A × A). Si para todo

(a, b) ∈ A×A tal que (a, b) ∈ R escribimos a ∼ b, entonces decimos que R es

una relaci�on de equivalencia si es:

1. re�exiva: a ∼ a para todo a ∈ A,
2. sim�etrica: a ∼ b si y s�olo si b ∼ a para todos a, b ∈ A,
3. transitiva: si a ∼ b y b ∼ c entonces a ∼ c, para todos a, b, c ∈ A.
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De�nici�on 1.1.2 (clase de equivalencia). � Sea R una relaci�on de equiv-

alencia en A. Para todo a ∈ A diremos que el conjunto

[a]R = {b ∈ A | a ∼ b} = {b ∈ A | b ∼ a}

es la clase de equivalencia de a ∈ A respecto a R, el cual es tambi�en

denotado a mod R. En caso que la relaci�on R sea clara en el contexto,

escribiremos simplemente [a] o bien a.

De�nici�on 1.1.3 (cociente). � Sea R una relaci�on de equivalencia en A.

El conjunto cuyos elementos son todas las clases de equivalencia es llamado

conjunto cociente de A por R, y ser�a denotado A/R (o simplemente A/ ∼
si la relaci�on R es clara en el contexto). Expl��citamente,

A/R = {[a]R , a ∈ A}.

Las relaciones de equivalencia satisfacen las siguientes propiedades.

Proposici�on 1.1.4. � Sea R una relaci�on de equivalencia en A. Entonces:

1. Para todo a ∈ A, a ∈ [a]R . En particular, [a]R 6= ∅.
2. Si b ∈ [a]R entonces a ∈ [b]R . Adem�as, en este caso tenemos que

[a]R = [b]R .

3. Para todos a, b ∈ A ya sea [a]R = [b]R o bien [a]R ∩ [b]R = ∅. En

particular, A es la uni�on disjunta de las clases [a]R .

Demostraci�on. � Ejercicio al lector.

Uno de los principales ejemplos de relaci�on de equivalencia es la congruen-

cia m�odulo n ∈ N≥1.

Ejemplo 1.1.5. � Sea n ∈ N≥1. Consideremos la relacion en Z dada por

a ∼ b⇔ n divide a− b
⇔ ∃k ∈ Z tal que a− b = nk.

No es dif��cil veri�car que la relaci�on anterior es en efecto una relaci�on de

equivalencia. Utilizaremos la siguiente notaci�on en lo que sigue:

Si a ∼ b, escribimos a ≡ b (mod n) y diremos que "a es congruente con

b m�odulo n".

La clase de equivalencia de a m�odulo n est�a dada por

[a]n = {b ∈ Z | a ≡ b (mod n)}.

El conjunto de clases de equivalencia, "Z m�odulo nZ", es denotado por

Z/nZ = {[a]n, a ∈ Z}.
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Por ejemplo, si n = 2 entonces observamos que

[0]2 = {a ∈ Z | a ≡ 0 (mod 2)} = {a ∈ Z | ∃k ∈ Z, a = 2k}

es el conjunto de enteros pares. De manera similar, [1]2 es el conjunto de

enteros impares. Luego, el cociente Z/2Z = {[0]2, [1]2} es un conjunto con 2

elementos.

Recuerdo 1.1.6 (division euclideana). � Sean a, b ∈ Z con b 6= 0. En-

tonces existen �unicos enteros q, r ∈ Z tales que a = bq + r y 0 ≤ r < |b|.

Ejercicio 1.1.7. �

a) Utilizando la divisi�on euclideana en Z, demostrar que

Z/nZ = {[0]n, [1]n, . . . , [n− 1]n}.

b) Demostrar que para todo a, b ∈ Z se tiene que [a+ b]n y [ab]n dependen

s�olamente de [a]n y [b]n, es decir, si a ≡ a′ (mod n) y b ≡ b′ (mod n)

entonces [a + b]n = [a′ + b′]n y [ab]n = [a′b′]n. En particular, la suma

[a]n + [b]n := [a + b]n y el producto [a]n · [b]n := [ab]n de clases de

equivalencias est�an bien de�nidos.

Lema 1.1.8 (B�ezout). � Sean a, b ∈ Z no nulos. Entonces existen x, y ∈ Z
tales que ax+ by = mcd(a, b).

Demostraci�on. � Sea S = {ax + by | x, y ∈ Z} y sea d el menor elemento

en S ∩ N≥1. Observemos que d divide a a. En efecto, la divisi�on euclidiana

permite escribir:

a = qd+ r, con q, r ∈ Z, 0 ≤ r < d

Dado que a, d ∈ S, tenemos que r = a − qd ∈ S. Por otro lado, como d es

el m��nimo de S ∩ N≥1 tenemos necesariamente que r = 0 (de lo contrario, se

obtiene una contradicci�on con la minimalidad de d). Por lo tanto, d | a ("d

divide a a"). An�alogamente, d | b.
Finalmente, si d′ un divisor en com�un de a y de b entonces d′ divide a todos

los elementos de S. En particular, d′ | d y luego d′ ≤ d. Se concluye de esta

manera que d = mcd(a, b) = ax0 + by0 para ciertos x0, y0 ∈ Z.

Corolario 1.1.9. � Sea p un n�umero primo. Entonces para todo a ∈ Z tal

que p - a, existe b ∈ Z tal que p - b tal que ab ≡ 1 (mod p).
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Demostraci�on. � Dado que p no divide a a ∈ Z se tiene que mcd(a, p) = 1,

pues p es primo. Entonces, el lema de B�ezout implica que existen x, y ∈ Z
tales que ax+ py = 1. Equivalentemente,

ax− 1 = p(−y)

Si de�nimos b = x, entonces ab ≡ 1 (mod p).

Una consecuencia del corolario anterior es que para todo n�umero primo p,

el conjunto

Z/pZ = {[0]p, [1]p, ..., [p− 1]p}
es un cuerpo (ver De�nici�on 2.1.3). En efecto, para todo [a]p 6= [0]p existe

[a]−1
p tal que [a]p · [a]−1

p = [1]p.

Notaci�on 1.1.10. � Sea p un n�umero primo. Denotaremos por Fp al cuerpo
de p elementos (Z/pZ,+, ·).

Ejercicio 1.1.11. � Calcular las tablas de suma y multiplicaci�on en F3.

Ejercicio 1.1.12. � Sea p un n�umero primo.

a) Sea k ∈ {1, . . . , p− 1}. Probar que p divide a
(
p
k

)
= p!

k!(p−k)! .

b) Probar que para todos x, y ∈ Fp se tiene (x+ y)p = xp + yp.

1.2. Permutaciones

De�nici�on 1.2.1 (permutaci�on). � Sea n ∈ N≥1. Una permutaci�on del

conjunto {1, 2, . . . , n} es una funci�on biyectiva

σ : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}

La denotaremos mediante

σ =

 1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)


�o simplemente

σ = (σ(1), σ(2), . . . , σ(n)).

Ejemplo 1.2.2. � La permutaci�on σ = (2, 3, 4, 1) corresponde a la biyecci�on

σ :


1 7→ 2

2 7→ 3

3 7→ 4

4 7→ 1
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Notaci�on 1.2.3. � El conjunto de todas las permutaciones de {1, . . . , n}
ser�a denotado Sn. Adem�as, si σ, τ ∈ Sn, entonces denotamos στ := σ ◦ τ
(composici�on de funciones) y como σ−1 a la funci�on inversa de σ.

Ejemplo 1.2.4. �

1. Si σ = (2, 3, 4, 1) y τ = (2, 1, 4, 3), entonces τσ = (1, 4, 3, 2) y

στ = (3, 2, 1, 4). Adem�as, la inversa de σ se calcula gr�a�camente

como a continuaci�on:

σ :


1 7→ 2

2 7→ 3

3 7→ 4

4 7→ 1

=⇒ σ−1 :


1 7→ 4

2 7→ 1

3 7→ 2

4 7→ 3

2. S3 = {(1, 2, 3), (2, 1, 3), (3, 2, 1), (1, 3, 2), (2, 3, 1), (3, 1, 2)}

Proposici�on 1.2.5. � El cardinal de Sn es n! = 1 · 2 · · ·n.

Demostraci�on. � Por inducci�on en n ∈ N≥1. Si n = 1, entonces S1 = {(1)}.
Supongamos que |Sn| = n! para alg�un n, y consideremos Sn+1. Para k ∈ N≥1

tal que 1 ≤ k ≤ n + 1, consideremos Ak como el n�umero de σ ∈ Sn+1

tales que σ = (a1, a2, . . . , an+1), con ak = n + 1. Dada una permutaci�on

tal, de�nimos (a1, a2, ..., ak−1, ak+1, ..., an+1) ∈ Sn. Rec��procamente, dada

(b1, b2, ..., bn) ∈ Sn, de�nimos σ = (b1, b2, ..., bk−1, n + 1, bk, ..., bn) (per-

mutaci�on de la forma anterior). Luego, Ak = |Sn| = n!. Finalmente,

|Sn+1| =
∑n+1

k=1 Ak =
∑n+1

k=1 n! = (n+ 1)!.

De�nici�on 1.2.6 (transposici�on). � Una permutaci�on τ ∈ Sn que s�olo

cambia dos elementos de {1, . . . , n} es llamada una transposici�on.

Notaci�on 1.2.7. � Sea n ≥ 2. Para todos i, j ∈ {1, . . . , n} tales que i 6= j,

denotamos por τ = (i, j) a la transposici�on tal que τ(i) = j, τ(j) = i y

τ(k) = k para todo k distinto de i y de j.

Observaci�on 1.2.8. � Notar que (i, j) = (j, i) = (i, j)−1.

Ejemplo 1.2.9. � Siguiendo la Notacion 1.2.7, se tiene que

S3 = {id, (1, 2), (2, 3), (1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)}.

De�nici�on 1.2.10 (inversi�on). � Sea σ ∈ Sn y sean i, j ∈ N≥1 tales que

1 ≤ i < j ≤ n. Decimos que σ invierte i y j si σ(i) > σ(j).

Ejemplo 1.2.11. � 1. La identidad id = (1, 2, . . . , n) no tiene inversiones.
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2. La transposici�on (1, 2) ∈ Sn tiene 1 inversi�on.

3. (2, 3, 1) y (3, 1, 2) en S3 tienen 2 inversiones.

Ejercicio 1.2.12. � Demostrar que la transposici�on (i, j) ∈ Sn tiene

2|i− j| − 1 inversiones.

De�nici�on 1.2.13 (signatura). � Sea σ ∈ Sn. Llamaremos al n�umero

ε(σ) := (−1)n�umero de inversiones de σ

la signatura de σ. Decimos que σ es par (resp. impar) si ε(σ) = 1 (resp.

ε(σ) = −1).

Ejemplo 1.2.14. � 1. La identidad es par, pues ε(id) = (−1)0 = 1.

2. ε((i, j)) = −1, es decir, toda transposici�on es impar.

3. En S3 hay 3 permutaciones pares y 3 permutaciones impares.

Lema 1.2.15. � Sea σ ∈ Sn. Entonces,

ε(σ) =
∏

1≤i<j≤n

σ(j)− σ(i)

j − i
.

Demostraci�on. � Claramente, la cantidad∏
i<j

σ(j)− σ(i)

j − i

tiene el mismo signo que ε(σ). Adem�as,∏
i<j

σ(j)− σ(i)

j − i

2

=
∏
i<j

(
σ(j)− σ(i)

j − i

)2

=

∏
i 6=j(σ(j)− σ(i))∏

i 6=j(j − i)
= 1

Para obtener la �ultima igualdad, n�otese que los t�erminos en el numerador y

denominador son los mismos, pues σ es una biyecci�on.

Proposici�on 1.2.16. � La signatura ε : Sn → {−1, 1} satisface

ε(στ) = ε(σ)ε(τ)

para todos σ, τ ∈ Sn.

Demostraci�on. � Sean σ, τ ∈ Sn. Como

σ(j)− σ(i)

j − i
=
σ(i)− σ(j)

i− j
,
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esta cantidad no depende del orden de i y j. Luego,

ε(σ) =
∏
i<j

σ(τ(j))− σ(τ(i))

τ(j)− τ(i)
,

lo que implica que

ε(στ) =
∏
i<j

σ(τ(j))− σ(τ(i))

j − i

=
∏
i<j

σ(τ(j))− σ(τ(i))

τ(j)− τ(i)
·
∏
i<j

τ(j)− τ(i)

j − i

= ε(σ)ε(τ),

de donde se obtiene el resultado.

Observemos que los elementos deS3 = {id, (1, 2), (2, 3), (1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)}
pueden ser escritos como productos de transposiciones. En efecto, id = (1, 2)(1, 2),

(2, 3, 1) = (1, 3)(1, 2) y (3, 1, 2) = (1, 2)(1, 3). Adem�as, dicha escritura no

es �unica pues (3, 1, 2) = (1, 2)(1, 3) = (1, 3)(2, 3). La proposici�on siguiente

generaliza esta situaci�on.

Proposici�on 1.2.17. � Toda permutaci�on se escribe como producto de trans-

posiciones. Dicha escritura no es �unica, pero toda descomposici�on de una per-

mutaci�on par (resp. impar) tiene un n�umero par (resp. impar) de factores.

Idea de la demostraci�on. � La demostraci�on es algor��tmica. La idea es, dada

σ ∈ Sn, multiplicar transposiciones por su izquierda para ir obteniendo cada

vez m�as elementos �jos. Supongamos por ejemplo que

σ =

1 2 3 4 5

2 4 1 5 3

 .

Como 1 7→ 2 via σ, componemos con (1, 2):

(1, 2)σ =

1 2 3 4 5

1 4 2 5 3


Como 2 7→ 4 via la permutaci�on anterior, componemos con (2, 4):

(2, 4)(1, 2)σ =

1 2 3 4 5

1 2 4 5 3


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Como 3 7→ 4 via la permutaci�on anterior, componemos con (3, 4):

(3, 4)(2, 4)(1, 2)σ =

1 2 3 4 5

1 2 3 5 4

 = (4, 5)

As��, se obtiene por ejemplo que (2, 4)(1, 2)σ = (3, 4)−1(4, 5) = (3, 4)(4, 5) (c.f.

Observaci�on 1.2.8), y luego σ = (1, 2)(2, 4)(3, 4)(4, 5) .

Tal como notamos anteriormente, la escritura no es �unica. Sin embargo, si

σ = τ1τ2 · · · τr, donde cada τi es una transposici�on, entonces

ε(σ) = ε(τ1)ε(τ2) · · · ε(τr) = (−1)r

Luego r y σ poseen la misma paridad.



CAP�ITULO 2

GRUPOS

2.1. Generalidades sobre los grupos

2.1.1. De�niciones. �

De�nici�on 2.1.1. � Un grupo es un conjunto no vac��o G dotado de una

ley de composici�on interna

G×G −→ G

(g1, g2) 7−→ g1g2

que satisface las siguientes condiciones:

1. asociatividad: para todos g1, g2, g3 ∈ G tenemos que

(g1g2)g3 = g1(g2g3);

2. elemento neutro: existe un elemento e ∈ G (necesariamente �unico) tal

que para todo g ∈ G tenemos que

ge = eg = g;

3. inverso: para todo g ∈ G existe un elemento g−1 ∈ G (necesariamente

�unico) tal que

gg−1 = g−1g = e.

Observaci�on 2.1.2. � Un conjunto no vac��o S dotado de una ley de com-

posici�on interna asociativa (i.e., que veri�ca la condici�on (1)) es llamado un

semi-grupo. Por otro lado, si S adem�as posee un elemento neutro (i.e., veri-

�ca las condiciones (1) y (2)) es llamado un monoide .

Denotamos frecuentemente por 1 el elemento neutro de un grupo. Para todo

elemento g de un grupo G y todo entero n ∈ Z, denotamos
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gn =



n veces︷ ︸︸ ︷
g · · · g si n > 0;

e si n = 0;
−n veces︷ ︸︸ ︷

g−1 · · · g−1 si n < 0

En particular, si n,m ∈ Z entonces

gm+n = gmgn.

Decimos que el grupo G es abeliano (o conmutativo) si para todos

g1, g2 ∈ G tenemos que g1g2 = g2g1. En cuyo caso, la ley de composici�on

interna es generalmente escrita de forma aditiva g1 + g2, el elemento neutro

es denotado 0, y el inverso de g es llamado el elemento opuesto, el cual es

denotado −g.

De�nici�on 2.1.3 (anillo y cuerpo). � Sea (A,+, ·) un conjunto no-vac��o

con dos leyes de composici�on interna. Se dice que A es un anillo si:

1. (A,+) es un grupo abeliano.

2. (A, ·) es un monoide.

3. Para todos a, b, c ∈ A se tiene que a(b+ c) = ab+ac y (b+ c)a = ba+ ca.

Adem�as, se dice que A es un anillo abeliano si ab = ba para todos a, b ∈ A.
Finalmente, diremos que un anillo abeliano k es un cuerpo si k 6= {0} y si

(k \ {0}, ·) es un grupo.

Decimos que el grupo G es �nito si el conjunto subyacente es �nito. En

cuyo caso, su cardinal es llamado su orden, el cual es denotado |G|.
Si G y G′ son grupos podemos formar el grupo G × G′, llamado pro-

ducto directo, dotando al conjunto producto de la ley de composici�on interna

(g1, g
′
1)(g2, g

′
2) = (g1g2, g

′
1g
′
2).

Ejemplo 2.1.4. �

1. Los enteros con la suma (Z,+) forman un grupo abeliano.

2. Si k es un cuerpo (como Q,R o C), (k,+) y (k \ {0}, ·) son grupos

abelianos. M�as generalmente, para un anillo A tenemos el grupo abeliano

(A,+) y el grupo multiplicativo (A×, ·) de unidades de A (los elementos

de A que son inversibles respecto a la multiplicaci�on). En particular, si

k es un cuerpo entonces k× = k \ {0}.
3. Para todo entero n ∈ N∗, el par (Z/nZ,+) es un grupo �nito de orden n.

Estos grupos son llamados c��clicos.
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4. Si X es un conjunto, el conjunto Biy(X) de biyecciones de X en X,

dotado de la composici�on de funciones, es un grupo. En particular, el

grupo sim�etrico Sn de biyecciones del conjunto {1, . . . , n} es un grupo

�nito de orden n!, no abeliano para n ≥ 3.

5. Si k es un cuerpo, las matrices inversibles de tama�no n×n con coe�cientes

en k forman el grupo general lineal GLn(k). Si V es un k-espacio

vectorial, las aplicaciones lineales biyectivas de V en V forman un grupo

GL(V ). Si V es de dimensi�on �nita n, la elecci�on de una base de V

provee un isomor�smo entre GL(V ) y GLn(k). Las aplicaciones a�nes

biyectivas de V en V (es decir, las aplicaciones de la forma x 7→ u(x) + b,

donde u ∈ GL(V ) y b ∈ V ) forman tambi�en un grupo, llamado el grupo

general af��n, denotado GA(V ).

6. M�as generalmente, si A es un anillo conmutativo, podemos formar el

grupo GLn(A) de matrices inversibles de tama�no n×n con coe�cientes en

A, el cual est�a formado(1) por las matrices cuyo determinante pertenece

a A×. Por ejemplo, el grupo GLn(Z) est�a constitu��do por matrices de

tama�no n× n con coe�cientes enteros y determinante ±1.

Ejercicio 2.1.5. � Sea G un grupo tal que g2 = e para todo g ∈ G. Mostrar

que G es abeliano.

Ejercicio 2.1.6. � Mostrar que GLn(Q) es denso en GLn(R).

2.1.2. Sub-grupos y generadores. � Un subconjunto H de un grupo

G es llamado un sub-grupo, en cuyo caso escribiremos H ≤ G (y H < G

o bien H � G si adem�as H 6= G), si la ley de composici�on interna de G se

restringe a H dot�andolo de estructura de grupo, lo que equivale a las siguientes

propiedades:

1. e ∈ H;

2. para todos h1, h2 ∈ H, tenemos que h1h2 ∈ H;

3. para todo h ∈ H, tenemos que h−1 ∈ H.

Ejemplo 2.1.7. �

1. La intersecci�on de una familia arbitraria de sub-grupos de un grupo G es

un sub-grupo de G.

(1)Si una matrizM admite una inversaM−1 con coe�cientes en A, al tomar determinantes en

la f�ormula M ·M−1 = In, la relaci�on det(M) det(M−1) = 1 implica que det(M) es invertible

en A. Rec��procamente, si det(M) es invertible en A, la f�ormula M · tcom(M) = det(M)In
implica que M admite una inversa con coe�cientes en A.
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2. Los sub-grupos de Z son de la forma nZ para n ∈ Z.
3. El grupo ortogonal On(R) de matrices M de tama�no n × n reales

ortogonales (es decir, que satisfacen M tM = In es un sub-grupo de

GLn(R).

4. Sea n un entero ≥ 2. El grupo diedral Dn de transformaciones ortog-

onales de R2 preservando los v�ertices de un pol��gono regular de n lados

centrado en el origen es un sub-grupo de orden 2n de O2(R). En efecto,

si r es la rotaci�on de �angulo 2π
n y s es la simetr��a respecto a una recta

pasando por el origen y uno de los v�ertices, entonces

Dn = {e = I2, r, . . . , r
n−1, s, rs, . . . , rn−1s},

donde rsrs = e. Podemos ver tambi�en Dn como un sub-grupo del grupo

Sn ya que sus elementos permutan los n v�ertices del pol��gono.

5. El centro

Z(G) = {h ∈ G | ∀g ∈ G, gh = hg}
de un grupo G es un sub-grupo de G. Un grupo G es abeliano si y

solamente si Z(G) = G. Por ejemplo, se puede probar que el centro de

GLn(k) est�a formado por homotecias, es decir, matrices de la forma λ In
para cierto λ ∈ k×.

Ejercicio 2.1.8. � Calcular el centro del grupo diedral Dn.

Ejercicio 2.1.9. � Calcular el centro del grupo sim�etrico Sn.

Proposici�on 2.1.10. � Sea A un sub-conjunto de un grupo G. Entonces,

existe un sub-grupo de G conteniendo a A el cual es minimal respecto a la

inclusi�on (es decir, el m�as peque�no posible). Dicho sub-grupo es llamado el

sub-grupo generado por A y lo denotamos por 〈A〉.

Demostraci�on. � Una forma de de�nir 〈A〉 es via la intersecci�on de todos los

sub-grupos conteniendo A:

〈A〉 =
⋂
A⊂H

H

donde el ��ndice H recorre todos los sub-grupos de G (usar el Ejemplo 2.1.7 (1)

para veri�car que 〈A〉 es efectivamente un sub-grupo). De manera equivalente,

podemos construir 〈A〉 expl��citamente como

〈A〉 = {xε11 x
ε2
2 · · ·x

εn
n | n ∈ N, xi ∈ A, ε ∈ {−1, 1}}.
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Un sub-conjunto A de un grupo G es un conjunto generador de G (o

bien, genera G; o bien, es un conjunto de generadores de G) si 〈A〉 = G.

Diremos que G es de tipo �nito (o �nitamente generado) si admite un

conjunto de generadores �nito. Todo grupo �nito es obviamente un grupo de

tipo �nito.

¡Atenci�on! � Un sub-grupo de un grupo de tipo �nito no es necesariamente

de tipo �nito (ver Ejercicio 2.1.14).

Ejemplo 2.1.11. �

1. Sea n ∈ N≥1. El grupo Z/nZ es generado por la clase de equivalencia de

cualquier entero relativamente primo a n.

2. Los siguientes tres conjuntos generan al grupo sim�etrico Sn:

todas las transposiciones;

las transposiciones (1, 2), (2, 3), . . . , ((n− 1), n);

la transposici�on (1, 2) y el ciclo (2, 3, . . . , n, 1).

3. Con las notaciones precedentes, el grupo diedral Dn es generado por la

rotaci�on r y la simetr��a s.

Ejercicio 2.1.12. � Demostrar que un grupo de tipo �nito es numerable.

Ejercicio 2.1.13. � Demostrar que el grupo (Q,+) no es de tipo �nito.

Ejercicio 2.1.14. � Sea G el grupo (de tipo �nito) de GL2(Q) generado por

las matrices 2 0

0 1

 y

1 1

0 1

 .

Demostrar que el sub-grupo de G formado por los elementos de G cuyos coe-

�cientes en la diagonal son todos iguales a 1 no es de tipo �nito.

2.1.3. Mor�smos de grupos. � Un mor�smo de grupos (u homo-

mor�smo) es una aplicaci�on f : G→ G′ entre grupos, tal que

∀g1, g2 ∈ G f(g1g2) = f(g1)f(g2).

Si f es biyectiva, se deja como ejercicio al lector veri�car que la funci�on inversa

f−1 tambi�en es un mor�smo de grupos, en cuyo caso decimos que f es un

isomor�smo. Si G = G′ entonces un mor�smo f : G → G es llamado un

endomor�smo y un isomor�smo f : G→ G es llamado un automor�smo.

Si f : G→ G′ es un mor�smo de grupos, el kernel y la imagen de f

ker(f) = {g ∈ G | f(g) = e}, Im(f) = {f(g) | g ∈ G}
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son sub-grupos de G y G′, respectivamente.

Ejercicio 2.1.15. � Sea f : G→ G un mor�smo de grupos. Demostrar que

la imagen inversa por f de todo sub-grupo de G′ es un sub-grupo de G, y la

imagen por f de todo sub-grupo de G es un sub-grupo de G′.

Un mor�smo f es injectivo si y solamente si ker(f) = {e}; el es sobreyectivo
si y solamente si Im(f) = G′.

Ejemplo 2.1.16. �

1. Sea n ∈ N≥1. La proyecci�on can�onica Z → Z/nZ es un mor�smo so-

breyectivo. Su kernel es el sub-grupo nZ.
2. La signatura ε : Sn → {±1} es un mor�smo de grupos, sobreyec-

tivo cuando n ≥ 2. El kernel de dicho mor�smo es llamado el grupo

alternante An. No es dif��cil veri�car (c.f. Teorema 2.5.5) que An
est�a generado por los 3-ciclos (a, b, c) ya que (a, b)(a, c) = (a, c, b) y

(a, b)(c, d) = (a, c, b)(a, c, d).

3. La funci�on exponencial exp : (C,+)→ (C×,×) es un mor�smo sobreyec-

tivo. Su kernel es el sub-grupo 2πiZ de C.
4. Sea k un cuerpo. El determinante det : GLn(k) → k× es un mor�smo

sobreyectivo. Su kernel es el grupo especial lineal de matrices de

determinante 1; es denotado SLn(k).

5. El conjunto formado por todos los automor�mos de un grupo, dotado de

la ley de composici�on de funciones, es un grupo que denotamos Aut(G).

Dado g ∈ G, la aplicaci�on

ιg : G −→ G

x 7−→ gxg−1

es un automor�smo de G. Un automor�smo de G de dicha forma es

llamado un automor�smo interno de G, y ι : G → Aut(G), dado por

g 7→ ιg, es un mor�mo de grupos cuyo n�ucleo es el centro Z(G).

2.1.4. Clases laterales. � Sea H un sub-grupo de un grupo G. De�nimos

sobre G la relaci�on de equivalencia R de la forma siguiente:

g1Rg2 ⇔ ∃h ∈ H, g2 = g1h.

Podemos veri�car facilmente que R es efectivamente una relaci�on de equiva-

lencia (es decir, es re�exiva, sim�etrica y transitiva). La clase de equivalencia de

un elemento g ∈ G est�a dada por gH := {gh | h ∈ H}. Los sub-conjuntos gH
(para g ∈ G) son llamados clases laterales izquierdas de G, y el conjunto
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cociente de G por R (es decir, el conjunto cuyos elementos son las clases lat-

erales izquierda) es denotado G/H. El cardinal del conjunto G/H es denotado

[G : H] y es llamado el ��ndice de H en G.

Podemos de�nir tambi�en las clases laterales derechasHg := {hg | h ∈ H}
para g ∈ G, y el respectivo conjunto cociente (es decir, el conjunto cuyos

elementos son las clases laterales derechas) es denotado H\G.
Es importante remarcar que, afortunadamente, es indiferente de trabajar

con clases laterales izquierdas o derechas. En efecto, la aplicaci�on inversa

Φ : G→ G, g 7→ g−1 env��a gH en Hg−1. Por ende, induce una biyecci�on

G/H −→ H\G.

Adem�as, dado g ∈ G la aplicaci�on H → G dada por h 7→ gh induce una

biyecci�on

H −→ gH.

En particular, si H es �nito, el cardinal de una clase lateral izquierda gH

es igual al orden de H. Las clases laterales izquierdas forman por ende una

partici�on del conjunto G, todas del mismo cardinal |H|. Dado que el cardinal

del conjunto de clases laterales es por de�nici�on [G : H], podemos deducir

f�acilmente el siguiente resultado.

Teorema 2.1.17 (Teorema de Lagrange). � Sea H un sub-grupo de un

grupo �nito G. Entonces

|G| = |H|[G : H].

En particular, el orden de un sub-grupo de G divide el orden de G.

Ejercicio 2.1.18. � Sea G un grupo de tipo �nito y sea H un sub-grupo de

��ndice �nito de G. Demostrar que H es de tipo �nito.

Indicaci�on: Si a1, . . . , am generan G, y si g1H, . . . , gnH son todas las

clases laterales izquierdas, donde g1 = e, demostrar que el conjunto �nito

H ∩ {g−1
i akgj | 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ i, j ≤ n} genera H.

2.1.5. Sub-grupos normales. � Diremos que un sub-grupo H de un

grupo G es un sub-grupo normal, en cuyo caso denotaremos H � G (y

H � G o bien H �� G si adem�as H 6= G), si dicho sub-grupo es estable por

todos los automor�smos internos de G, es decir, si

∀g ∈ G ∀h ∈ H, ghg−1 ∈ H.

Para todo grupo G, los sub-grupos {e} y G de G son sub-grupos normales.

El grupo G es llamado simple si G no posee otros sub-grupos normales y si

G 6= {e}.
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Si f : G→ G′ es un mor�smo de grupos entonces ker(f)�G. Sin embargo,

en general la imagen de f no es un sub-grupo normal de G′.

Ejercicio 2.1.19. � Sea f : G → G′ un mor�smo de grupos. Probar que si

H ′ �G′ entonces f−1(H ′)�G.

Es importante remarcar que si H es un sub-grupo normal de G, entonces

las clases laterales izquierdas y derechas respecto a H coinciden. En efecto,

para todo g ∈ G tenemos que gH = Hg ya que gHg−1 = H y por ende G/

H = H\G. Dejamos como ejercicio al lector veri�car que el rec��proco es cierto:

si H es un sub-grupo de G tal que G/H = H\G, entonces H es un sub-grupo

normal de G.

Ejemplo 2.1.20. �

1. Todos los sub-grupos de un grupo abeliano son normales.

2. El grupo alternante An es normal en el grupo Sn, ya que es el kernel del

mor�smo signatura. Por lo tanto, Sn no es simple para n ≥ 3.

3. Si k es un cuerpo, el sub-grupo SLn(k) de GLn(k) es normal, ya que es

el kernel del mor�smo determinante.

Ejercicio 2.1.21. � Sea G un grupo y sea H un sub-grupo de G de ��ndice

2. Demostrar que H es normal en G.

Ejercicio 2.1.22. � Sea G un grupo y sea {Hi}i∈I una familia arbitraria de

sub-grupos normales de G. Probar que la intersecci�on ∩i∈IHi es un sub-grupo

normal de G.

2.1.6. Cocientes. � Sea H un sub-grupo de un grupo G. Nos gustar��a

dotar al conjunto G/H de una estructura de grupo de tal suerte que la apli-

caci�on (sobreyectiva)
p : G −→ G/H

g 7−→ gH

que env��a un elemento g en su clase lateral izquierda gH sea un mor�smo de

grupos. En este caso, el elemento neutro de G/H tiene que ser necesariamente

p(e) = eH, y por ende el kernel de p debe estar dado por la clase lateral de e,

es decir, H. Conclu��mos as�� que ker(p) = H debe ser normal en G (condici�on

necesaria). El resultado siguiente nos muestra que esta condici�on es adem�as

su�ciente.
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Teorema 2.1.23. � Si H es un sub-grupo normal de G, entonces G/H puede

ser dotado de una �unica estructura de grupo de tal suerte que la aplicaci�on

sobreyectiva p : G→ G/H sea un mor�smo de grupos.

Demostraci�on. � Para que p sea un mor�smo de grupos, es necesario que la

ley de composici�on interna de G/H satisfaga

(g1H)(g2H) = g1g2H.

Lo primero que debemos hacer es veri�car que la f�ormula anterior no depende

de la elecci�on de g1 y g2 en sus clases laterales: si escribimos g1 = g′1h1 y

g2 = g′2h2, entonces

g1g2 = g′1h1g
′
2h2 = g′1g

′
2(g′−1

2 h1g
′
2)h2.

Dado que H es un sub-grupo normal en G, tenemos que g′−1
2 h1g

′
2 ∈ H y por

ende g1g2H = g′1g
′
2H. La f�ormula anterior de�ne por lo tanto una ley de

composici�on interna sobre G/H. Podemos veri�car f�acilmente que es en efecto

una ley de grupo.

¡Atenci�on! � Sea H � G sub-grupo normal y sea p : G → G/H la

proyecci�on can�onica. Podemos veri�car que las aplicaciones

{sub-grupos de G/H} −→ {sub-grupos de G que contienen H}

K ′ 7−→ p−1(K ′)

p(K) 7−→K

son biyecciones y son inversas una de la otra. Adem�as, K ′ es un sub-grupo

normal de G/H si y solamente si p−1(K ′) es un sub-grupo normal de G.

Ejemplo 2.1.24 (Grupos abelianos simples). � El grupo Z/nZ es el

grupo cociente de Z por nZ. Podemos deducir por ende los sub-grupos de

Z/nZ ya que su imagen inversa por la proyecci�on can�onica p : Z → Z/nZ es

un sub-grupo de Z que contiene a nZ, es decir, un sub-grupo de la forma dZ
con d | n. Luego, los sub-grupos de Z/nZ son exactamente los sub-grupos

c��clicos generados por clases de enteros d tales que d | n. En particular, el

grupo Z/nZ es simple si y solamente si n es un n�umero primo.

El siguiente resultado, llamado la propiedad universal del cociente, per-

mite caracterizar al cociente y a la proyecci�on can�onica.

Teorema 2.1.25 (Propiedad universal). � Sea G un grupo, sea H � G

un sub-grupo normal y sea f : G→ G′ un mor�smo de grupos. Si H ⊆ ker(f),
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entonces existe un �unico mor�smo f̂ : G/H → G′ tal que f = f̂ ◦ p, es decir,
tal que el diagrama siguiente es conmutativo

G

p

��

f
// G′

G/H
∃!f̂

<<

Adem�as, ker(f̂) = ker(f)/H y Im(f̂) = Im(f).

Demostraci�on. � Nos gustar��a de�nir f̂(gH) := f(g). Esta f�ormula tiene sen-

tido siempre que f(gh) = f(g) para todo h ∈ H, es decir, f(h) = e para todo

h ∈ H. Lo anterior es exactamente la condici�on H ⊆ ker(f). La aplicaci�on

f̂ : G/H → G′ de�nida de esta forma es claramente �unica. Veri�camos que es

un mor�smo de grupos, con las imagenes y kernels mencionados.

Corolario 2.1.26. � Si f : G → G′ es un mor�smo de grupos, entonces

f̂ : G/ ker(f)→ Im(f) es un isomor�smo.

Demostraci�on. � Aplicamos el teorema anterior a f̃ : G → Im(f), la cual

coincide con f pero hemos restringido el conjunto de llegada, y al sub-grupo

normal H = ker(f). Obtenemos entonces f̂ : G/ ker(f) → Im(f), donde

ker(f̂) = ker(f)/ ker(f) = {e} y Im(f̂) = Im(f̃) = Im(f).

Corolario 2.1.27. � El sub-grupo 〈g〉 generado por un elemento g de un

grupo G es isomorfo a Z si es in�nito, o bien a Z/nZ con n ∈ N≥1 si es �nito.

El entero n es llamado el orden del elemento g, y es denotado ord(g).

Observaci�on 2.1.28. � El Corolario 2.1.27 y el Teorema de Lagrange, im-

plican que el orden de un elemento de un grupo �nito G divide al orden del

grupo G, es decir, ord(g) | |G| para todo g ∈ G. En particular, todo grupo de

orden un n�umero primo p es necesariamente isomorfo al grupo c��clico Z/pZ.

Demostraci�on del Corolario 2.1.27. � El mor�smo

Φg : Z −→ G

n 7−→ gn

tiene por imagen 〈g〉. Si Φg es inyectivo entonces el induce un isomor�smo

sobre su imagen Z ∼−→ 〈g〉. Si Φg no es inyectivo, su kernel es un sub-grupo nZ
de Z para cierto n ∈ N≥1, en cuyo caso Φg induce, por el corolario anterior,

un isomor�smo Φ̂g : Z/nZ ∼−→ 〈g〉.

Veamos algunos ejemplos expl��citos de sub-grupos normales y cocientes.
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Ejemplo 2.1.29. �

1. Existe un isomor�smo Sn/An ∼= Z/2Z inducido por el mor�mo signatura

(de manera alternativa, podemos observar que este grupo cociente tiene

dos elementos y por lo tanto es necesariamente isomorfo a Z/2Z).
2. La restricci�on del mor�smo determinante al grupo diedral Dn < O2(R)

induce un mor�smo sobreyectivo Dn → {±1}. El kernel de dicho mor-

�smo es el sub-grupo de Dn generado por la rotaci�on r. Es un sub-grupo

de ��ndice 2 y es isomorfo a Z/nZ.
3. El mor�smo ι : G → Aut(G) de�nido por ι(g)(x) = gxg−1 tiene como

kernel al centro Z(G) y como imagen al sub-grupo Int(G) de automor�s-

mos internos de G, por lo cual Int(G) ∼= G/Z(G).

4. El grupo Int(G) de automor�smos interiores de G es un sub-grupo normal

de Aut(G). El grupo cociente Out(G) := Aut(G)/ Int(G) es llamado el

grupo de automor�smos exteriores de G.

Proposici�on 2.1.30. � Sea G un grupo y sea H un sub-grupo normal de G.

1. Si G es de tipo �nito, G/H tambi�en es de tipo �nito(2).

2. Si H y G/H son de tipo �nito, entonces G es de tipo �nito.

Demostraci�on. � Para probar (1) basta notar que la imagen en G/H de un

conjunto generador �nito de G es un conjunto generador �nito de G/H.

Para probar (2) consideramos A un sub-conjunto �nito de G de tal suerte

que la imagen en G/H genera G/H, y consideramos B un sub-conjunto �nito

generador de H. Sea x ∈ G. Su clase en G/H se escribe como

x = xε11 · · ·x
εm
m = xε11 · · ·x

εm
m ,

donde ε1, . . . , εm ∈ {−1, 1} y x1, . . . , xm ∈ A. Por ende,

x−εmm · · ·x−ε11 x ∈ H.

Por otro lado,

x−εmm · · ·x−ε11 x = ys11 · · · y
sn
n ,

donde s1, . . . , sn ∈ {−1, 1} y y1, . . . , yn ∈ B. Deducimos entonces que

x = xε11 · · ·x
εm
m ys11 · · · y

sn
n ,

de donde concluimos que A ∪B es un conjunto �nito que genera G, de donde

obtenemos (2).

(2)Ya vimos en el Ejercicio 2.1.14 que H no es necesariamente de tipo �nito.
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Ejercicio 2.1.31. � Sea Fq un cuerpo �nito de q elementos. Demostrar que

|GLn(Fq)| = (qn − 1)(qn − q) · · · (qn − qn−1),

|SLn(Fq)| = (qn − 1)(qn − q) · · · (qn − qn−2)qn−1.

Ejercicio 2.1.32. � Recordemos que GLn(Z) es el grupo de matrices de

tama�no n× n con coe�cientes enteros y determinante ±1.

a) Demostrar que los elementos de GL2(Z) de orden �nito son de orden

1, 2, 3, 4 o 6. Indicaci�on: considerar los valores propios de matrices de

orden �nito.

b)* Determinar una funci�on f : N → N de tal suerte que los elementos de

GLn(Z) de orden �nito son de orden ≤ f(n).

Ejercicio 2.1.33. � Sean K y H sub-grupos normales de un grupo G de tal

suerte que K ≤ H. Demostrar que el sub-grupo H/K de G/K es normal y

que (G/K)/(H/K) ∼= G/H.

Ejercicio 2.1.34. � Sean H y K sub-grupos de un grupo G de tal suerte

que H �G. Demostrar que

HK := {hk | h ∈ H, k ∈ K}

es un sub-grupo de G, que HK = KH = HKH, que H ∩K es un sub-grupo

normal de K, y que los grupos HK/H y K/(H ∩K) son isomorfos.

Ejercicio 2.1.35. � Sea k un cuerpo y sea V un k-espacio vectorial. De-

mostrar que el grupo de traslaciones de V es un sub-grupo normal del grupo

af��n GA(V ) isomorfo al grupo aditivo (abeliano) (V,+) y que el grupo cociente

es isomorfo a GL(V ).

Ejercicio 2.1.36. � El objetivo de este ejercicio es demostrar que todo sub-

grupo �nito G del grupo multiplicativo de un cuerpo k es c��clico. En particular,

1. El grupo multiplicativo (k×, ·) de un cuerpo �nito k es c��clico. Luego,

F×p ∼= Z/(p− 1)Z.
2. Todo sub-grupo �nito del c��rculo unitaro S1 = {z ∈ C | |z| = 1} (visto

como grupo multiplicativo), es c��clico.

La �unica propiedad que utilizaremos es el hecho que la ecuaci�on xn = 1 tiene

a lo m�as n soluciones en k. Sea g un elemento de G de orden maximal d y sea

h un elemento arbitrario de G, de orden e.

a) Supongamos que e no divide a d, es decir, e - d. Existe por ende un entero

positivo q = pα, potencia de un n�umero primo p, que divide a e pero no a

d. Sea r el orden del elemento ghe/q. Demostrar que q divide al m��nimo
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com�un m�ultiplo mcm(d, r), que r es divisible por mcm(d, r), y obtener

una contradicci�on. Para esto �ultimo, calcular (her/q)d/mcd(d,r).

b) Tenemos por lo tanto que e | d. Deducir que g genera G y luego

G ∼= Z/dZ.

2.1.7. Cocientes de espacios vectoriales. � Si V es un k-espacio vec-

torial y W ⊆ V es un sub-espacio vectorial, entonces en particular (gracias a

la estructura de grupo abeliano), W es un sub-grupo normal de V y podemos

por ende considerar el grupo cociente V/W . En este caso, la estructura de

k-espacio vectorial es heredada al cociente: de�niendo para x ∈ V la multipli-

caci�on por λ ∈ k como λ(x+W ) := (λx)+W . En efecto, si consideramos otro

representante y de la clase de x en V/W entonces y = x+w, con w ∈W , y luego

λy = λx + λw. Este �ultimo elemento representa la clase de λx+W ∈ V/W
ya que λw ∈W . El mor�smo sobreyectivo

p : V −→ V/W

es una transformaci�on lineal con kernelW y la propiedad universal del cociente

(Teorema 2.1.25) sigue siendo v�alida al reemplazar mor�smos de grupos por

transformaciones lineales: si φ : V → V ′ es una transformaci�on lineal tal que

W ⊆ kerφ, ella se factoriza de manera �unica a trav�es de una transformaci�on

lineal φ̂ : V/W → V ′ que satisface φ = φ̂◦p. Al igual que antes, esta propiedad
caracteriza al cociente y a la proyecci�on can�onica p : V −→ V/W .

Si escogemos un sub-espacio W ′ de V de tal suerte que V = W ⊕W ′, la
restricci�on p|W ′ : W ′ → V/W es un isomor�smo lineal. A trav�es de este isomor-

�smo, la transformaci�on lineal inducida por la propiedad universal, φ̂, puede

ser identi�cada con la restricci�on φ|W ′ . Sin embargo, esto no es intr��nseco,

puesto que el sub-espacio W ′ no es �unico.

Vale la pena destacar que esta propiedad es particular a los espacios vecto-

riales: en el caso de grupos, si H�G, en general no es cierto que G es isomorfo

al producto H × (G/H) (ver Ejemplo 2.1.29 (2)).
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2.2. Acciones de grupos

2.2.1. Acci�on de un grupo sobre un conjunto. � Una acci�on

(izquierda(3)) de un grupo G sobre un conjunto X es una aplicaci�on

G×X −→ X

(g, x) 7−→ g · x

tal que

1. para todo x ∈ X, tenemos que e · x = x;

2. para todos x ∈ X y g1, g2 ∈ G, tenemos que g1 · (g2 · x) = (g1g2) · x.
Si de�nimos Φg(x) = g · x, entonces la de�nici�on anterior implica que

Φe = IdX , Φg1 ◦ Φg2 = Φg1g2 .

Por ende, la acci�on de un grupo G sobre un conjunto X es exactamente la

misma cosa que un mor�smo de grupos

Φ : G −→ Biy(X)

g 7−→ Φg

donde Biy(X) es el grupo de biyecciones de X.

Ejemplo 2.2.1. �

1. Dado un conjunto X, el grupo Biy(X) act�ua sobre X. En particular, el

grupo sim�etrico Sn act�ua sobre el conjunto {1, . . . , n}.
2. Sea k un cuerpo. El grupo GLn(k) act�ua sobre kn.

3. El grupo SL2(R) act�ua sobre el semi-plano de Poincar�e

H = {z ∈ C | Im(z) > 0}

mediante  a b

c d

 · z :=
az + b

cz + d
.

4. Si H ≤ G, entonces G act�ua sobre el conjunto de clases laterales izquier-

das G/H mediante g · (xH) = (gx)H. En el caso particular donde

H = {e}, obtenemos la acci�on de G sobre si mismo por traslaciones

izquierdas.

(3)A veces es �util considerar una acci�on derecha, denotada (g, x) 7→ x · g, la cual satisface

la relaci�on (x · g) · g′ = x · (gg′). Esto no de�ne una acci�on izquierda, sino que una acci�on

derecha, denotada ·d. Uno puede construir una acci�on izquierda considerando g ·x := x·dg−1.
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2.2.2. �Orbitas. � Sea G un grupo actuando sobre X. Es f�acil veri�car que

la relaci�on

xRy ⇔ ∃g ∈ G tal que y = g · x
es una relaci�on de equivalencia sobreX. La clase de equivalence de un elemento

x ∈ X es llamada su �orbita

Gx := {g · x | g ∈ G},

de tal suerte que X es la uni�on disjunta de �orbitas bajo la acci�on de G. El

conjunto de �orbitas deX bajoG es llamado es cociente de X por G, denotado

G\X(4).

El estabilizador o grupo de isotrop��a de x es el sub-grupo de G de�nido

por

Gx := StabG(x) := {g ∈ G | g · x = x}.
La aplicaci�on

G −→ Gx

g 7−→ g · x

se factoriza en una biyecci�on

(1) G/Gx
∼−→ Gx

entre el conjunto de clases laterales izquierdas de Gx y la �orbita de x. En

particular, si G es un grupo �nito, el Teorema de Lagrange implica que las

�orbitas son �nitas y que su cardinal divide |G|.
Los estabilizadores de puntos en una misma �orbita son todos conjugados:

para todo x ∈ X y todo g ∈ G tenemos que

Gg·x = gGxg
−1.

Diremos que la acci�on de G es transitiva si G posee s�olo una �orbita en X.

En ese caso, la acci�on de G induce una biyecci�on entre G/Gx y X, para todo

x ∈ X. En particular, si G es un grupo �nito que act�ua transitivamente en X,

entonces X es un conjunto �nito y su cardinal divide |G|.

(4)En esta notaci�on, el grupo se ubica a la izquierda si consideramos una acci�on izquierda.

Para una acci�on derecha, la �orbita de x est�a en biyecci�on con Gx\G y el cociente es denotado

X/G.
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La acci�on de G es �el si la aplicaci�on Φ : G → Biy(X) es inyectiva. En

general, Φ se factoriza en

G
Φ //

��

Biy(X)

G/ ker Φ
Φ̂

99

De donde obtenemos por lo tanto una acci�on �el del grupo cociente G/ ker Φ

sobre X. As��, toda acci�on se factoriza en una acci�on �el.

Ejemplo 2.2.2. �

1. Sea k un cuerpo. Para todo n ≥ 1, la acci�on de GLn(k) sobre kn es �el

y las �orbitas son kn \ {0} y {0}. La acci�on del grupo af��n GAn(k) sobre

kn es �el y transitiva.

2. La acci�on (�el) del grupo ortogonal On(R) sobre Rn tiene por �orbitas

las esferas de radio r > 0 y {0}. El estabilizador de un punto no-nulo

es (isomorfo a) On−1(R) y luego, la biyecci�on (1), permite deducir que

On(R)/On−1(R) ∼= Sn−1.

3. La acci�on del grupo SL2(R) sobre el semi-plano de Poincar�e descrita en

Ejemplo 2.2.1 es transitiva. La acci�on no es �el (su kernel es {±I2}).
4. Sea k un cuerpo. El grupo k× act�ua sobre kn \ {0} mediante

λ · (x1, . . . , xn) = (λx1, . . . , λxn), y el cociente es

k×\(kn \ {0}) = {rectas vectoriales en kn},

llamado espacio proyectivo sobre k y denotado Pn−1(k).

5. Si σ ∈ Sn es una permutaci�on y consideramos la acci�on del grupo 〈σ〉
sobre el conjunto {1, . . . , n}. Entonces {1, . . . , n} es la uni�on disjunta de

�orbitas

{1, . . . , n} =
r⊔
i=1

Oi.

Podemos de�nir

σi(x) =

 σ(x) si x ∈ Oi,
x si x 6∈ Oi.

Entonces, σi es un ciclo de soporte Oi, tenemos que σiσj = σjσi y

σ = σ1 · · ·σr.
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Hemos demostrado as�� que toda permutaci�on de descompone (de manera

�unica) como producto de ciclos con soportes disjuntos (y que por ende

conmutan).

Ejemplo 2.2.3 (Teorema de Cayley). � La acci�on de G sobre si mismo

por traslaciones izquierdas, de�nida por g · x := gx, es una acci�on �el. En

particular, si G es un grupo �nito obtenemos un mor�smo inyectivo G ↪→ S|G|,

que depende de la forma en que enumeremos los elementos del conjunto �nito

G.

Ejercicio 2.2.4. � Sea G un grupo �nito de orden n.

a) Demostrar que G es isomorfo a un sub-grupo de A2n, e inclusive de An+2.

b) Sea k un cuerpo. Demostrar que G es isomorfo a un sub-grupo de GLn(k)

y a un sub-grupo de SLn+1(k).

c) Demostrar que G es isomorfo a un sub-grupo de On−1(R).

Ejercicio 2.2.5. � Sea G un grupo �nito de orden 2n, con n impar.

a) Demostrar que G contiene un elemento de orden 2.

Indicaci�on: contar el n�umero de pares (g, g−1).

b) Demostrar que la imagen del mor�smo inyectivo G ↪→ S2n dado por el

teorema de Cayley (Ejemplo 2.2.3) no est�a contenida en A2n.

c) Deducir que G contiene un sub-grupo normal de ��ndice 2.

Ejercicio 2.2.6. � Sea G un grupo actuando �el y transitivamente sobre

un conjunto X de cardinal p, donde p es un n�umero primo, y sea H � G un

sub-grupo normal tal que H 6= {e}. Demostrar que H act�ua transitivamente

sobre X.

Ejercicio 2.2.7. � Sea G un sub-grupo de Sn actuando transitivamente

sobre el conjunto {1, . . . , n}, conteniendo una transposici�on y un p-ciclo, donde

p es un n�umero primo > n/2. El objetivo de este ejercicio es demostrar que

G = Sn.

Si a, b ∈ {1, . . . , n}, escribimos a ∼ b si a = b o si a 6= b y la transposici�on

(a, b) est�a contenida en G.

a) Demostrar que ∼ es una relaci�on de equivalencia sobre el conjunto

{1, . . . , n}.
b) Si a ∼ b y g ∈ G, demostrar que g(a) ∼ g(b).

c) Demostrar que todas las clases de equivalencia respecto a ∼ tienen el

mismo cardinal r y que r ≥ 2.
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d) Sea s el n�umero de clases de equivalencia respecto a ∼. Demostrar que

n = rs y r ≥ p. Concluir.

2.2.3. Conjugaci�on. � Existe otra acci�on natural de G sobre s�� mismo,

dada por el mor�smo G → Aut(G) de�nido por g · x = gxg−1, llamada la

acci�on por conjugaci�on. En este caso, el estabilizador de un elemento x ∈ G
es llamado el centralizador de x y es denotado por CG(x). Las �orbitas son

llamadas clases de conjugaci�on de G.

En el caso del grupo sim�etrico tenemos el siguiente resultado.

Proposici�on 2.2.8. � Si σ = (a1 · · · ak) ∈ Sn es un k-ciclo y τ ∈ Sn,

entonces

(2) τστ−1 = (τ(a1) · · · τ(ak)).

Por ende, todos los k-ciclos son conjugados en Sn. M�as a�un, las clases de

conjugaci�on de Sn est�an en biyecci�on con las particiones de n:

n = k1 + · · ·+ kr, r ∈ N, 1 ≤ k1 ≤ · · · ≤ kr.

Demostraci�on. � Si x /∈ {τ(a1), . . . , τ(ak)}, entonces τ−1(x) /∈ {a1, . . . , ak}
y por lo tanto τστ−1(x) = x. Por otro lado, si x = τ(ai) entonces

τστ−1(x) = τσ(ai) = τ(ai+1). Esto demuestra la primera parte de la

proposici�on.

Para la segunda parte, escribamos σ = σ1 · · ·σr como producto de ciclos

con soportes disjuntos de largos k1, . . . , kr, los cuales podemos ordenar de tal

suerte que 1 ≤ k1 ≤ · · · ≤ kr. Entonces

(3) τστ−1 = (τσ1τ
−1) · · · (τσrτ−1)

es tambi�en un producto de ciclos con soportes disjuntos de mismos largos

k1, . . . , kr, y por ende una clase de conjugaci�on determina una partici�on de

n = k1 + . . . + kr. Rec��procamente, dadas las f�ormulas (2) y (3), podemos

veri�car que permutaciones correspondientes a la misma partici�on son conju-

gadas.

Ejemplo 2.2.9. �

1. Las 2 particiones de n = 2 son 1 + 1 y 2. Las clases de conjugaci�on

correspondientes en S2 son {id} y {(1, 2)}.
2. Las 3 particiones de n = 3 son 1 + 1 + 1, 1 + 2 y 3. Las clases de

conjugaci�on correspondientes en S3 son {id}, {(1, 2), (1, 3), (2, 3)} y

{(2, 3, 1), (1, 3, 2)}.
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3. Las 5 particiones de n = 4 son 1 + 1 + 1 + 1, 1 + 1 + 2, 2 + 2, 1 + 3 y 4.

Las clases de conjugaci�on correspondientes en S4 son {id}, las 6 trans-

posiciones, las 3 dobles transposiciones (producto de dos transposiciones

con soportes disjuntos), los 8 3-ciclos y los 6 4-ciclos.

De manera general, la conjungaci�on preserva las propiedades de una trans-

formaci�on. Por ejemplo, si σ ∈ O3(R) es una rotaci�on respecto a una recta R

y τ ∈ O3(R), entonces τστ−1 es una rotaci�on de mismo �angulo pero respecto

a la recta τ(R).

2.2.4. F�ormula de clases y p-grupos. � La f�ormula de clases no es nada

m�as que una reformulaci�on del hecho que un conjunto sobre el cual act�ua un

gurpo G puede ser escrito como la uni�on disjunta de �orbitas. Su principal

inter�es proviene del hecho que, cuando G es un grupo �nito, el cardinal de

cada �orbita divide |G|.

Proposici�on 2.2.10 (F�ormula de clases). � Sea G un grupo �nito ac-

tuando sobre un conjunto �nito X. Entonces

card(X) =
∑
x∈R

[G : Gx],

donde R ⊆ X es un conjunto que contiene exactamente un punto de cada

�orbita.

Demostraci�on. � Sabemos que X es la uni�on disjunta de �orbitas y, en virtud

de (1), cada �orbita est�a en biyecci�on con G/Gx donde x es un elemento de la

�orbita correspondiente.

Un punto x ∈ X es un punto �jo de la acci�on de G si g · x = x para

todo g ∈ G, es decir, si la �orbita de x se reduce a {x}. Denotamos por XG el

conjunto de puntos �jos de X bajo la acci�on de G.

Ejemplo 2.2.11. � Sea k un cuerpo. El grupo k× act�ua sobre el espacio

af��n kn por multiplicaci�on. El origen 0 es el �unico punto �jo; los otros puntos

tienen un estabilizador trivial. Si k es un cuerpo �nito Fq de q elementos, el

cardinal de kn es qn y la f�ormula de clases se reduce a escribir (c.f. Ejemplo

2.2.2 (4))

qn = 1 + (q − 1) card(Pn−1(Fq)).
As��, card(Pn(Fq)) = 1 + q + q2 + . . .+ qn.

De�nici�on 2.2.12 (p-grupo). � Sea p un n�umero primo. Un grupo �nito

G es llamado un p-grupo si |G| = pn para cierto entero positivo n ∈ N≥1.
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Proposici�on 2.2.13. � Sea G un grupo �nito.

1. Si un p-grupo G act�ua sobre X, entonces

card(XG) ≡ card(X) mod p.

En particular, si p no divide a card(X) entonces XG 6= ∅.
2. Si G es un p-grupo, el centro Z(G) de G no se reduce al singleton {e}.

Demostraci�on. � Si x ∈ XG es un punto �jo, entonces la �orbita Gx = {x}
est�a reducida a un �unico elemento y luego [G : Gx] = 1. As��, la f�ormula de

clases se reescribe como

card(X) =
∑
x∈R

[G : Gx] = card(XG) +
∑

x∈R\XG

[G : Gx].

Por otro lado, el teorema de Lagrange implica que [G : Gx] divide a |G| = pn.

En particular, si x /∈ XG entonces [G : Gx] > 1 y luego p divide a [G : Gx]. De

lo anterior se concluye que card(X) ≡ card(XG) mod p, y por ende (1).

Para probar (2), consideramos la acci�on de G sobre s�� mismo por conjugaci�on

g · x := gxg−1. En este caso X = G y se tiene que el conjunto de puntos �jos

XG = Z(G) es el centro del grupo. En particular, el punto (1) implica que

|Z(G)| ≡ |G| ≡ 0 mod p, puesto que |G| = pn. Dado que e ∈ Z(G) se tiene

que |Z(G)| ≥ 1 y luego necesariamente |Z(G)| ≥ p ≥ 2.

Ejercicio 2.2.14 (Lema de Cauchy). � Sea G un grupo �nito y p un

n�umero primo tal que p divide |G|. Considerar la acci�on de Z/pZ sobre el

conjunto

X = {(g1, . . . , gp) ∈ Gp | g1 · · · gp = 1}
dado por k · (g1, . . . , gp) := (g1+k, . . . , gp+k), donde los ��ndices pertenecen a

Z/pZ. Usar la f�ormula de clases para probar que G posee un elemento de

orden p.

Corolario 2.2.15. � Sea p un n�umero primo y sea G un grupo �nito.

1. Si |G| = p2 entonces G es abeliano.

2. Si G es un p-grupo simple entonces G ∼= Z/pZ.

Demostraci�on. � Para probar (1) notamos que la Proposici�on 2.2.13 implica

que el orden |Z(G)| es p o p2. Observemos que para todo x ∈ G el centralizador

CG(x) = {g ∈ G | gx = xg} contiene Z(G) y {x}.
Si x /∈ Z(G) entonces |CG(x)| ≥ |Z(G)| + 1 ≥ p + 1 y luego |CG(x)| = p2,

pues |CG(x)| divide |G| = p2. Luego CG(x) = G, lo cual equivale a que

x ∈ Z(G), una contradicci�on.
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As��, se tiene que x ∈ Z(G) para todo x ∈ G. En otras palabras Z(G) = G

y luego G es un grupo abeliano.

Para probar (2) notamos que {e} �� Z(G) � G. Dado que G es simple, se

tiene en este caso que Z(G) = G y luego G es un grupo abeliano. Finalmente,

sabemos que siG es un grupo abeliano simple entoncesG ∼= Z/pZ (c.f. Ejemplo

2.1.20 (1) y Ejemplo 2.1.24).

Observaci�on 2.2.16. � Sea p un n�umero primo y sea G un grupo �nito.

Vimos que si |G| = p entonces G ∼= Z/pZ (ver Corolario 2.1.27). Veremos m�as

adelante que |G| = p2 implica que G ∼= Z/p2Z o bien G ∼= Z/pZ × Z/pZ (ver

Teorema 2.4.9).

2.3. Teoremas de Sylow

Sea G un grupo y sea p un n�umero primo tal que p divide |G|. En toda esta

secci�on escribiremos |G| = pαm con p - m, i.e. α es maximal.

De�nici�on 2.3.1 (p-sub-grupo de Sylow). � Un p-sub-grupo de Sylow

de G es un sub-grupo H ≤ G de orden maximal |H| = pα.

Ejercicio 2.3.2. � Probar que el sub-grupo Tn(Fp) de matrices unipotentes

de la forma 

1 ∗ · · · · · · ∗
0 1 ∗ · · · ∗

0 0 1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . ∗
0 · · · 0 0 1


es un p-sub-grupo de Sylow de GLn(Fp).

El siguiente lema prueba que si un grupo �nito contiene un p-sub-grupo de

Sylow entonces todos sus sub-grupos tambi�en.

Lema 2.3.3. � Si S es un p-sub-grupo de Sylow de G y H ≤ G es un sub-

grupo arbitrario, entonces existe g ∈ G tal que gSg−1 ∩ H es un p-sub-grupo

de Sylow de H.

Demostraci�on. � El grupo H act�ua sobre el conjunto de clases laterales

X = G/S mediante h · (gS) := hgS. El estabilizador de la clase gS est�a dado
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por

HgS = {h ∈ H | hgS = gS} = {h ∈ H | g−1hg ∈ S} = gSg−1 ∩H.

N�otese que |G/S| = |G|
|S| = pαm

pα = m, por el teorema de Lagrange. Como p no

divide a m = |G/S| = card(X), la f�ormula de clases |G/S| =
∑

gS∈R[H : HgS ]

implica que existe una clase gS tal que p - [H : HgS ].

Por otro lado, HgS = gSg−1 ∩H ≤ gSg−1 y gSg−1 es un p-grupo. Luego,

HgS es un p-grupo tambi�en. Finalmente, dado que p - [H : HgS ] = |H|
|HgS | se

tiene que HgS es un p-sub-grupo de Sylow de H.

Una noci�on esencial para la demostraci�on del Teorema de Sylow es la de

normalizador.

De�nici�on 2.3.4 (normalizador). � Sea G un grupo y sea H ≤ G un

sub-grupo. De�nimos el normalizador de H en G como

NG(H) := {g ∈ G | gHg−1 = H}.

Observamos que H � G si y s�olo si NG(H) = G. M�as a�un, si consideramos

la acci�on de G sobre el conjunto X = {H | H ≤ G} de sub-grupos de G por

conjugaci�on g ·H := gHg−1, entonces NG(H) coincide con el estabilizador de

H respecto a esta acci�on.

Teorema 2.3.5 (Sylow, 1872). � Sea G un grupo y sea p un n�umero primo

tal que p divide |G|. Escribamos |G| = pαm con p - m. Entonces

1. G contiene un p-sub-grupo de Sylow.

2. Todo p-sub-grupo de G est�a contenido en alg�un p-sub-grupo de Sylow.

3. Todos los p-sub-grupos de Sylow son conjugados en G.

4. Sea np el n�umero de p-sub-grupos de Sylow de G. Entonces np | m y

np ≡ 1 mod p.

Demostraci�on. � Sea n := |G| el orden de G. Entonces, el teorema de Cayley

(Ejemplo 2.2.3) implica que hay un mor�smo inyectivo G ↪→ Sn. M�as a�un,

tenemos un mor�smo inyectivo Sn ↪→ GLn(Fp), σ 7→ uσ donde uσ es la matriz

de permutaci�on asociada a σ (c.f. Ejercicio 2.2.4 (b)).

As��, G puede ser visto como un sub-grupo de GLn(Fp). Por un lado, el

Ejercicio 2.3.2 implica que GLn(Fp) admite un p-sub-grupo de Sylow. Por otro

lado, el Lema 2.3.3 implica que G contiene un p-sub-grupo de Sylow, de donde

se obtiene (1).

Para probar (2) y (3) consideremos H ≤ G un p-sub-grupo y S ≤ G un p-

sub-grupo de Sylow. El Lema 2.3.3 implica que existe g ∈ G tal que gSg−1∩H
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es un p-sub-grupo de Sylow de H. Dado que H es tambi�en un p-grupo, se tiene

que gSg−1 ∩H = H, es decir, H ≤ gSg−1.

Notar que gSg−1 tiene el mismo orden que S y luego gSg−1 es un p-sub-

grupo de Sylow, de donde se obtiene (2). Si adem�as H es un p-sub-grupo de

Sylow, tenemos que |H| = |gSg−1| y H ≤ gSg−1, de donde se concluye que

H = gSg−1 y por lo tanto (3).

Para probar (4) consideramos la acci�on de G en el conjunto

X = {S | S ≤ G p-sub-grupo de Sylow}

por conjugaci�on g · S := gSg−1. Notar que gracias al punto (3) dicha acci�on

es transitiva, y por ende np = card(X) divide |G|.
Sea S ∈ X un p-sub-grupo de Sylow �jo, y restringamos la acci�on de G en

X a una acci�on de S en X: s · S′ := sS′s−1 para s ∈ S y S′ ∈ X.

Supongamos que S′ ∈ XS , es decir, sS′s−1 = S′ para todo s ∈ S. Entonces
S ≤ NG(S′) es sub-grupo del normalizador de S′ en G. Luego, S y S′ son p-

sub-grupos de Sylow de NG(S′), los cuales deben ser conjugados en NG(S′) por

(3). En otras palabras, existe g ∈ NG(S′) tal que gS′g−1 = S. Por otra parte,

sabemos que gS′g−1 = S′ por de�nici�on de NG(S′), de donde se concluye que

S = S′.

En conclusi�on, S ∈ X es el �unico p�unto �jo de la acci�on de S sobre X

(i.e, XS = {S}). Dado que card(X) ≡ card(XS) mod p y card(X) = np y

card(XS) = 1, se concluye que np ≡ 1 mod p. Finalmente, sabemos que np
divide |G| = pαm por lo que se tiene necesariamente que np divide m.

Corolario 2.3.6. � Un p-sub-grupo de Sylow H de G es normal en G si y

s�olo si es el �unico p-sub-grupo de Sylow de G. En otras palabras, H � G si y

s�olo si np = 1.

Ejemplo 2.3.7. �

1. La demostraci�on del punto (4) muestra que np = [G : NG(S)], donde S

es cualquier p-sub-grupo de Sylow de G.

2. El punto (3) junto con el Ejercicio 2.3.2 muestra que todo p-sub-grupo

de Sylow de GLn(Fp) est�a dado, en una base conveniente, por matrices

unipotentes.

3. Determinemos el n�umero de p-sub-grupos de Sylow de Sp. Notar que

|Sp| = p! = p(p − 1) · · · 2 · 1 y luego S ≤ Sp es un p-sub-grupo de

Sylow si y s�olo si |S| = p. Esto �ultimo es a su vez equivalente a que

S = 〈(a1, . . . , ap)〉 ∼= Z/pZ es un grupo c��clico.
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Observar que a1 6= 1, por lo que hay p − 1 posibles elecciones para

dicho elemento. Una vez escogido a1, tenemos que a2 6= 2 y a2 6= a1, por

lo que hay p− 2 posibles elecciones para a2. Continuando de este modo

notamos que existen (p−1)! ciclos de largo p en Sp, los cuales denotamos

por σ1, σ
2
1, . . . , σ

p−1
1 , σ2, . . . , σ

p−1
2 , . . . , σr, . . . , σ

p−1
r .

Finalmente, notamos que 〈σi〉 = 〈σji 〉 para todo j ∈ {1, . . . , p − 1}
y luego r = np, por de�nici�on. As�� (p − 1)np = (p − 1)!, de donde se

concluye que np = (p − 2)!. M�as �aun, el Teorema de Sylow implica que

(p− 2)! ≡ 1 mod p.

Corolario 2.3.8. � Sea G un grupo y sea p un n�umero primo tal que p

divide |G|. Escribamos |G| = pαm con p - m. Entonces, para todo β ≤ α

existe H ≤ G con |H| = pβ. En particular, si p divide |G| entonces existe un

elemento g ∈ G con ord(g) = p.

Demostraci�on. � Sea S un p-sub-grupo de Sylow de G, es decir, |S| = pα. La

Proposici�on 2.2.13 (2) implica que el centro Z(S) es un p-grupo no trivial. Sea

g ∈ Z(S) \ {e} elemento de orden ord(g) = pγ , para cierto γ ∈ N≥1.

Consideremos H := 〈gpγ−1〉 ∼= Z/pZ. Dado que g ∈ Z(S) se tiene que

H � S, adem�as se tiene |S/H| = pα−1. Razonando por inducci�on en α, se

tiene que S/H posee sub-grupos de orden p, p2, . . . , pα−2. Al considerar sus

pre-imagenes v��a la proyecci�on can�onica S → S/H obtenemos sub-grupos de

�ordenes p2, p3, . . . , pα−1.

Ejemplo 2.3.9 (grupos abelianos �nitos). � Sea G un grupo abeliano

�nito. Entonces todo p-sub-grupo de Sylow es normal y por ende es �unico (ver

Corolario 2.3.6). Para p n�umero primo, consideremos

Tp(G) := {g ∈ G | ∃ n ∈ N≥1 tal que png = 0}.

No es d���cil veri�car, usando el hecho que G es abeliano, que Tp(G) ≤ G

sub-grupo. Dicho sub-grupo es llamado el sub-grupo de p-torsi�on de G.

Notar que si S es el �unico p-sub-grupo de Sylow de G y g ∈ S, entonces g
es un elemento de orden ord(g) = pm para cierto m ∈ N≥1, y luego g ∈ Tp(G).

En otras palabras, S ≤ Tp(G) es un sub-grupo.

Por otro lado, todo elemento g ∈ Tp(G) veri�ca ord(g) = pn para cierto

n ∈ N≥1. As��, el Corolario 2.3.8 implica que |Tp(G)| = pα para cierto α ∈ N.
Dado que S es un p-sub-grupo de Sylow se concluye que S = Tp(G).

Ejemplo 2.3.10. � Veamos algunos ejemplos concretos de aplicaciones del

Teorema de Sylow. Sea G un grupo �nito.
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1. Veamos que si |G| = 42, entonces G no es un grupo simple. En efecto,

notamos que 42 = 2 ·3 ·7 y luego el Teorema de Sylow implica que n7 ≡ 1

mod 7 y n7 | 6, lo cual implica necesariamente que n7 = 1. As��, se tiene

que G admite un �unico 7-sub-grupo de Sylow S, el cual es necesariamente

normal S �G (ver Corolario 2.3.6).

2. Veamos que si G es simple, entonces necesariamente |G| divide np!. En

efecto, vimos en la demostraci�on del Teorema de Sylow que G act�ua

transitivamente sobre X = {S | S ≤ G p-sub-grupo de Sylow} por con-
jugaci�on g · S := gSg−1. Dado que G es un grupo simple, entonces

necesariamente np > 1 (ver Corolario 2.3.6). La acci�on de G en X se tra-

duce en la existencia de un mor�smo de grupos Φ : G→ Biy(X) ∼= Snp .

Dado que la acci�on de G es transitiva, tenemos que ker(Φ) 6= G y luego

tenemos necesariamente que ker(Φ) = {e}, ya que G es un grupo simple.

As��, Φ : G ↪→ Snp es un mor�smo inyectivo el cual nos permite pensar

G como un sub-grupo de Snp . Finalmente, el Teorema de Lagrange nos

permite concluir que en este caso se tiene que |G| divide |Snp | = np!.

3. Veamos que si |G| = 48 entonces G no es un grupo simple. En efecto,

notamos que 48 = 24 · 3 y luego el Teorema de Sylow implica que n2 ≡ 1

mod 2 y n2 | 3, lo cual implica que n2 ∈ {1, 3}. Si G es un grupo simple

entonces necesariamente n2 = 3 (ver Corolario 2.3.6). Por otra parte,

en tal caso tendr��amos gracias al ejemplo anterior que |G| = 48 divide

n2! = 3! = 6, una contradicci�on.

2.4. Grupos abelianos �nitamente generados

2.4.1. Teorema chino del resto y grupos abelianos de tipo �nito. �

Recuerdo 2.4.1. � Recordemos que un grupo c��clico es un grupo isomorfo

a Z/nZ para cierto n ∈ N≥1.

Teorema 2.4.2 (Teorema chino del resto). � Sea n ∈ N≥1 con

n = Πr
i=1p

αi
i descomposici�on en n�umeros primos. Entonces,

Z/nZ ∼= Z/pα1
1 Z× · · · × Z/p

αr
r Z.

Demostraci�on. � La prueba consiste en inducci�on en el n�umero de factores r.

Basta probar que si mcd(d, e) = 1 entonces

Z/deZ ∼= Z/dZ× Z/eZ.
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El mor�smo

f : Z −→ Z/dZ× Z/eZ
x 7−→ ([x]d, [x]e)

veri�ca ker(f) = deZ. La propiedad universal del cociente implica que ex-

iste un �unico mor�smo f̂ : Z/deZ → Z/dZ × Z/eZ inyectivo. Dado que

|Z/deZ| = |Z/dZ× Z/eZ| = de, se concluye que f̂ es un isomor�smo.

¡Atenci�on! � Es importante notar que f̂ es en realidad un isomor�smo de

anillos. En particular, hay un isomor�smo entre los grupos de unidades

(Z/nZ)× ∼= (Z/pα1
1 Z)× × · · · × (Z/pαrr Z)×.

Recuerdo 2.4.3. � Sea G un grupo. Recordemos que G es �nitamente

generado si existe un conjunto �nito A ⊆ G tal que G = 〈A〉. En particular,

si G es un grupo abeliano �nitamente generado existen x1, . . . , xr ∈ G tal que

p : Zr −→ G

(a1, . . . , ar) 7−→
r∑
i=1

aixi

es un mor�smo sobreyectivo.

Proposici�on 2.4.4. � Sea G un grupo abeliano �nitamente generado y sea

H ≤ G un sub-grupo. Entonces H es �nitamente generado.

Demostraci�on. � La prueba es por inducci�on en el n�umero de generadores r.

Si p : Zr � G mor�smo sobreyectivo, denotamos por K = p(Zr−1 × {0})
la imagen del sub-grupo Zr−1 × {0} ≤ Zr, el cual est�a generado por r − 1

elementos. Si f : G→ G/K es la proyecci�on can�onica, entonces la composici�on

f ◦ p : Zr � G� G/K

(a1, . . . , ar) 7→
∑

aixi 7→
[∑

aixi

]
mod K = [arxr] mod K

se factoriza en

Zr � Zr/(Zr−1 × {0}) f̂◦p−−→ G/K.

Dado que Zr/(Zr−1×{0}) ∼= Z, se tiene que G/K ∼= Z/dZ para cierto d ∈ N≥1.

Sea H ≤ G un sub-grupo, y sea ϕ : H ↪→ G
f−→ G/K la composici�on de la

inclusi�on y la proyecci�on al cociente. Entonces, ker(ϕ) = H ∩K es �nitamente

generado, por hip�otesis de inducci�on. Por otro lado, Im(ϕ) ∼= H/(H ∩K) es

un sub-grupo de G/K ∼= Z/dZ, y luego Im(ϕ) ∼= Z/eZ para cierto e | d. En

particular, H/(H ∩K) es un grupo generado por un elemento.
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Finalmente, dado que H ∩ K es �nitamente generado y H/(H ∩ K) es

�nitamente generado, se concluye que H es �nitamente generado.

2.4.2. Grupos abelianos libres �nitamente generados. �

De�nici�on 2.4.5 (grupo abeliano libre). � Un grupo abeliano G es libre

�nitamente generado si G ∼= Zr para cierto r ∈ N≥1.

Se sigue a partir de la de�nici�on anterior que un grupo abeliano G es libre

�nitamente generado si existen x1, . . . , xr ∈ G tales que

p : Zr → G, (a1, . . . , ar) 7→
r∑
i=1

aixi

es un isomor�smo. Diremos en tal caso que {x1, . . . , xr} es una base de G.

De manera similar, diremos que {x1, . . . , xm} ⊆ G es linealmente inde-

pendiente si el mor�smo asociado p : Zm → G es inyectivo.

El siguiente lema (sin demostraci�on) relacionado con la estructura de matri-

ces con coe�cientes enteros es s�umamente importante, y es usualmente cono-

cido como forma normal de Smith.

Lema 2.4.6. � Sea A ∈ Mm×n(Z). Entonces, existen P ∈ GLm(Z),

Q ∈ GLn(Z) tales que

PAQ =



d1

..
.

ds

0

..
.

0 · · · 0


donde d1, ..., ds ∈ N≥1 con d1 | d2 | · · · | ds son llamados factores invariantes

de A, los cuales est�an completamente determinados por A.

Teorema 2.4.7. � Todas las bases de un grupo abeliano libre �nitamente

generado G tienen el mismo cardinal, llamado el rango de G.

Demostraci�on. � Basta probar que si {x1, . . . , xr} es una base de G y

{y1, . . . , yn} ⊆ G es una familia linealmente independiente, entonces n ≤ r.
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Dado que {x1, . . . , xr} es una base, existe A = (aij) ∈Mr×n(Z) tal que

yj =
r∑
i=1

aijxi.

En otras palabras, A es la matriz asociada al mor�smo Zn → G, ei 7→ yi,

donde {e1, . . . , en} es la base can�onica de Zn.
El lema anterior implica que existen P,Qmatrices invertibles con coe�cientes

enteros tales que PAQ se escribe de la forma

PAQ =

D
0(r−s)×(n−s)

 ,

donde D es la matriz diagonal formada por los factores invariantes de A.

Si n > r entonces PAQen = 0. Dado que P es invertible, esto implica que

AQen = 0. Si escribimos Qen = (q1, . . . , qn) 6= 0 entonces obtenemos que

q1 Ae1︸︷︷︸
y1

+ . . .+ qn Aen︸︷︷︸
yn

= 0,

de donde obtenemos una relaci�on entre los {y1, . . . , yn}, una contradicci�on.

Teorema 2.4.8 (de la base adaptada). � Sea G un grupo abeliano libre

de rango r y sea H ≤ G un sub-grupo. Entonces H es un grupo abeliano libre

de rango s ≤ r. M�as a�un, existe {e1, . . . , er} base de G y d1, . . . , ds ∈ N≥1

tales que

1. {d1e1, . . . , dses} es una base de H.

2. d1 | d2 | · · · | ds.

Demostraci�on. � Sea {x1, . . . , xr} una base de G y sea Φ : Zr ∼−→ G el isomor-

�smo inducido. La Proposici�on 2.4.4 implica que H es �nitamente generado,

es decir, existe {y1, . . . , yn} conjunto �nito de generadores de H. Si escribimos

yj =
r∑
i=1

aijxi

obtenemos una matriz A = (aij) ∈Mr×n(Z). Sea {ε1, . . . , εn} la base can�onica
de Zn y consideremos el mor�smo f = Φ ◦A dado por f(εj) = yj

Zn A //

f

$$

Zr Φ
∼
// G

cuya imagen est�a dada precisamente por Im(f) = H.
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El lema anterior implica que existe una factorizaci�on (i.e., cambio de base)

de f ◦Q = Φ ◦A ◦Q = (Φ ◦ P−1) ◦ (P ◦A ◦Q) como sigue

Zn
Q

∼
// Zn A // Zr P

∼
// Zr P−1

∼
// Zr Φ

∼
// G,

en donde el isomor�smo Φ ◦ P−1 : Zr → G corresponde a darse una

nueva base {e1, . . . , en} de G. Dado que Q es invertible, tenemos que

H = Im(f) = Im(f ◦Q) y por ende H est�a generado por {d1e1, . . . , dses}.
Finalmente, dado que {d1e1, . . . , dses} es una familia linealmente indepen-

diente y generadora, es una base de H y H ∼= Zs.

El siguiente resultado permite clasi�car completamente los grupos abelianos

�nitamente generado en t�erminos del rango de la parte libre y de los factores

invariantes de la parte �nita.

Teorema 2.4.9 (de estructura de grupos abelianos de tipo �nito)

Sea G un grupo abeliano �nitamente generado. Entonces existen natu-

rales r, s ∈ N y enteros 1 < d1 | · · · | ds, �unicamente determinados por G, tales

que

G ∼= Zr ×
s∏
i=1

Z/diZ.

En particular, se tiene que G es �nito si y s�olo si r = 0, y que G es abeliano

libre si y s�olo si s = 0.

Demostraci�on. � Dado que G es �nitamente generado, existe un mor�smo

f : Zn � G sobreyectivo. El teorema de la base adaptada implica que

H = ker(f) es un grupo abeliano libre de rango s ≤ r y que existe una base

{e1, . . . , en} de Zn tal que {d1e1, . . . , dses} es base de H, donde d1 | · · · | ds.
En otras palabras, H ∼= d1Z× · · · × dsZ ≤ Zn. Luego,

G ∼= Zn/H ∼= Zn−s × Z/d1Z× · · · × Z/dsZ

donde, sin p�erdida de generalidad, podemos retirar de dicho producto los fac-

tores con coe�ciente di = 1, de donde obtenemos la descomposici�on deseada.

Resta veri�car la unicidad de r, s y los di. Para ello consideremos el sub-

grupo de torsi�on

T (G) := {x ∈ G | ∃m ∈ N≥1 tal que mx = 0},

que corresponde al factor
∏s
i=1 Z/diZ. As��, G/T (G) ∼= Zr es un grupo abeliano

libre, cuyo rango r es �unico.
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Veamos ahora que, para el grupo �nito T (G), los di est�an �unicamente de-

terminados. Para ello notemos que, por el teorema chino del resto, tenemos

que

T (G) ∼=
∏
j∈J
Z/pαjj Z,

donde los pj son n�umeros primos, eventualmente repetidos.

Por otro lado, notamos que podemos recuperar de manera �unica los factores

invariantes di a partir de los p
αj
j . Por ejemplo, el factor m�as grande ds est�a

dado por el m��nimo com�un m�ultiplo entre los p
αj
j y por ende se escribe como

ds =
∏
j′∈J ′ p

αj′

j′ para cierto J ′ ⊆ J . De manera similar, ds−1 es el m��nimo

com�un m�ultiplo entre los p
αj
j donde j ∈ J \ J ′, y as�� sucesivamente. En otras

palabras, basta probar que los factores p
αj
j est�an �unicamente determinados.

Sea p un n�umero primo y consideremos el sub-grupo Tp(G) de elementos de

p-torsi�on, i.e., elementos de orden pα para cierto α ∈ N≥1. Queremos probar

que en la escritura

Tp(G) = Z/pα1Z× · · · × Z/pαsZ, α1 ≤ . . . ≤ αs,

los exponentes αj est�an �unicamente determinados por G. Para esto �ultimo,

consideremos para todo entero i > 0 el subgrupo

Tp,i := {x ∈ G | pix = 0} ≤ Tp(G),

el cual est�a �unicamente determinado por G. Notar que Tp,i ≤ Tp,i+1, que

|Tp,i| =
∏
αj≤i p

αj
∏
αj>i

pj y en particular |Tp,i+1/Tp,i| = pcard{j|αj>i}. As��, los

exponentes αj est�an completamente determinados por los sub-grupos Tp,i.

¡Atenci�on! � Concretamente, la prueba del teorema de estructuras de gru-

pos abelianos �nitamente generados nos dice que para determinar los factores

invariantes di debemos escribir los factores p
αj
j en una tabla con una l��nea

para cada n�umero primo, en orden creciente, y alinear cada l��nea a la �ultima

columna. Luego, los di se obtienen al tomar los productos de cada columna.

Ejemplo 2.4.10. �

1. Sea

G = (Z/2Z)2 × Z/4Z× Z/8Z× (Z/3Z)3 × Z/5Z× Z/25Z
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y consideremos la tabla

2 2 22 23

3 3 3

5 52

↓ ↓ ↓ ↓
d1 = 2 d2 = 6 d3 = 60 d4 = 600

Notamos que 2 | 6 | 60 | 600 y luego

G ∼= Z/2Z× Z/6Z× Z/60Z× Z/600Z.

2. Todos los grupos abelianos de orden 18 est�an determinados por las se-

cuencias 1 < d1 | · · · | ds tales que d1 · · · ds = 18 = 2 · 32. As��, los �unicos

grupos de orden 18 (m�odulo isomor�smo) son Z/3Z× Z/6Z y Z/18Z.

Ejercicio 2.4.11. � Veri�car que

Z/8Z× Z/12Z× Z/18Z ∼= Z/2Z× Z/12Z× Z/72Z.

Observaci�on 2.4.12 (curvas el��pticas). � Sea k un cuerpo y recorde-

mos que el plano proyectivo P2(k) es el conjunto de rectas vectoriales en

k3 o, equivalentemente, el cociente k×\(k3 \ {0}) donde k× act�ua mediante

λ · (x, y, z) = (λx, λy, λz) y donde denotamos por [x : y : z] ∈ P2(k) a la clase

de equivalencia de (x, y, z). Dados a, b ∈ k consideramos el conjunto

E = Ea,b =
{

[x : y : z] ∈ P2(k) | y2z = x3 + axz2 + bz3
}

de ceros del polinomio c�ubico asociado, donde ∆ = −16(4a3+27b2) 6= 0. Dicho

sub-conjunto del plano proyectivo es llamado una curva el��ptica y es posible

probar que puede ser dotado de estructura de grupo abeliano (E,+).

Imagen 1. Curva el��ptica sobre k = C
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Imagen 2. Curva el��ptica sobre k = R

El Teorema de Mordell (1922) a�rma que si k = Q entonces (E,+) es un

grupo abeliano �nitamente generado. M�as a�un, el Teorema de Mazur (1977)

clasi�ca todos los posibles grupos de torsi�on T (E), los cuales son de la forma

T (E) ∼= Z/dZ con d ∈ {0, 1, . . . , 10, 12} o bien T (E) ∼= Z/2Z × Z/dZ con

d ∈ {2, 4, 6, 8}. La parte libre de torsi�on E/T (E) ∼= Zr es m�as complicada. Se

conjetura que rangos r arbitrariamente grandes deber��an poder alcanzarse, sin

embargo el ejemplo con rango m�as grande que se ha calculado hasta la fecha

veri�ca E/T (E) ∼= Z28 (Elkies, 2006).

2.5. Grupos simples y series de composici�on

Recuerdo 2.5.1. � Recordemos que un grupo G es simple si G 6= {e} es no
trivial, y si {e} y G son sus �unicos sub-grupos normales.

En esta secci�on discutiremos sobre c�omo los grupos simples pueden ser pen-

sados como los bloques estructurales de la teor��a de grupos.

Ejemplo 2.5.2. �

1. Sea n ≥ 3. El grupo sim�etrico Sn no es simple, pues el grupo alternante

An �Sn es normal de ��ndice 2.

2. El grupo alternante A3 es simple. En efecto, |S3| = 3! = 6 y luego

|A3| = 3, lo cual implica que A3
∼= Z/3Z.

3. El grupo alternante A4 no es simple. En efecto, dado que 2 + 2 = 4, las

dobles transposiciones (a, b)(c, d) son conjugadas (ver Proposici�on 2.2.8).

As��, el sub-grupo

K = {id; (1, 2)(3, 4); (1, 3)(2, 4); (1, 4)(2, 3)} ∼= Z/2Z× Z/2Z
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es normal en A4, y es usualmente conocido como grupo de Klein.

Ejercicio 2.5.3. � Probar que un grupo abeliano �nitamente generado G es

simple si y s�olo si G ∼= Z/pZ para cierto p primo.

Ejercicio 2.5.4. � Probar que el grupo alternante A5 consiste exactamente

en la identidad, las dobles transposiciones, los 3-ciclos y los 5-ciclos.

Teorema 2.5.5. � El grupo alternante An es simple para todo n ≥ 5.

Corolario 2.5.6. � Sea n ≥ 2. Si n 6= 4, entonces los �unicos sub-grupos

normales de Sn son {e}, An y Sn.

Demostraci�on. � El caso n = 2 es trivial. Supongamos que n = 3 o n ≥ 5.

En tal caso se tiene que An es un grupo simple. As��, si H �Sn se tiene que

H ∩ An � An (c.f. Ejercicio 2.1.22), de donde se deduce que la intersecci�on

H ∩ An es An o bien {e}.
En caso que H ∩ An = An, se tiene que An ≤ H y luego [H : An] divide

[Sn : An] = 2, por el Teorema de Lagrange. Si [H : An] = 1 entonces H = An,

mientras que si [H : An] = 2 entonces H = Sn.

En caso que H ∩ An = {e} tendr��amos que la composici�on

H ↪→ Sn � Sn/An ∼= Z/2Z

es un mor�smo inyectivo. En particular, H = {e} o bien |H| = 2. Por otra

parte, si |H| = 2 y σ ∈ H es el elemento no-trivial de orden 2, entonces

podemos escribir σ = (a, b)(c, d) · · · como producto de transposiciones con

soportes disjuntos. Dado que n ≥ 3, existe c /∈ {a, b}. As��, el elemento

σ̃ := (a, c)σ(a, c)−1 pertenece a H (pues H � Sn) y env��a c 7→ b. En otras

palabras, σ̃ /∈ {id, σ} = H, una contradicci�on.

Demostraci�on del Teorema 2.5.5. � Sea H 6= {e} sub-grupo normal de An,

i.e., tal que para todo σ ∈ An y para todo τ ∈ H se veri�ca στσ−1 ∈ H.

Para facilitar la lectura, dividiremos la demostraci�on en cuatro etapas.

Paso 1. An est�a generado por 3-ciclos.

Por de�nici�on An est�a generado por permutaciones pares, es decir, pro-

ducto par de transposiciones. Notar que (a, b)(c, d) = (a, c, b)(a, c, d) y que

(a, b)(a, c) = (a, c, b). As��, todo producto par de transposiciones es un pro-

ducto de 3-ciclos.

Paso 2. Todos los 3-ciclos (a, b, c) son conjugados en An. Todas las dobles

transposiciones (a, b)(c, d) son conjugadas en An.
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Vimos en la Proposici�on 2.2.8 que todos los 3-ciclos son conjugados en Sn.

Por ejemplo, (2, 3, 1) = στσ−1, donde σ ∈ Sn y τ un 3-ciclo. Dado que n ≥ 5,

podemos escribir

(2, 3, 1) = (4, 5)(2, 3, 1)(4, 5)−1 = (4, 5)στσ−1(4, 5)−1 = σ̃τ σ̃−1,

donde σ̃ := (4, 5)σ. Por un lado, si σ es una permutaci�on par (i.e., σ ∈ An)

entonces (2, 3, 1) y τ son conjugados en An por σ. Por otro lado, si σ es una

permutaci�on impar, entonces σ̃ es una permutaci�on par y luego (2, 3, 1) y τ

son conjugados en An por σ̃.

De manera completamente an�aloga, si por ejemplo (1, 2)(3, 4) = στσ−1 en-

tonces (1, 2)(3, 4) = σ̃τ σ̃−1, donde σ̃ := (1, 2)σ. De donde se concluye el

resultado.

Observaci�on: El Paso 2 implica que siH contiene un 3-ciclo entonces contiene

todos los 3-ciclos, pues H � An. En este caso, el Paso 1 implica que H = An.

As��, basta probar que H contiene al menos un 3-ciclo para concluir.

Paso 3. Si H contiene una (luego todas) doble transposici�on (a, b)(c, d) o si

H contiene un 5-ciclo (a, b, c, d, e), entonces H contiene un 3-ciclo.

Dado que n ≥ 5, existen a, b, c, d, e diferentes. Calculamos

(a, b, c) = (a, e)(c, d)︸ ︷︷ ︸
∈H

(a, d)(c, e)︸ ︷︷ ︸
∈H

(a, b)(d, e)︸ ︷︷ ︸
∈H

y

(a, b, d) = (a, b, c)(a, b, c, d, e)(a, b, c)−1︸ ︷︷ ︸
∈H

(a, b, c, d, e)−1︸ ︷︷ ︸
∈H

,

de donde se concluye.

Observaci�on: Notar que el Paso 1, Paso 2 y Paso 3 implican, junto con el

Ejercicio 2.5.4, que el grupo A5 es simple.

Paso 4. Sea n ≥ 6. Si An−1 es simple, entonces An es simple.

Veamos que H � An contiene necesariamente un elemento σ 6= id tal que

σ(1) = 1. En efecto, sea σ ∈ H tal que σ(1) = i 6= 1 y consideremos j /∈ {1, i}
tal que σ(j) 6= j, siendo esto �ultimo posible gracias a que σ 6= (1, i) /∈ An.

Dado que n ≥ 6, existen l,m con l 6= m y l,m /∈ {1, i, j, σ(j)}. Luego, el

elemento

σ̃ := (j, l,m)σ−1(j, l,m)−1σ ∈ H
satisface σ̃(1) = 1 y σ̃(j) = l 6= j.

As��, σ̃ 6= id y σ̃ ∈ K ∩H, donde

K := {σ ∈ An | σ(1) = 1} ∼= An−1.
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En particular, H ∩K 6= {e}. Dado que H ∩K �K y este �ultimo es simple, se

tiene que necesariamente K = H ∩K. Finalmente, K ≤ H y luego H contiene

un 3-ciclo, de donde se concluye que H = An.

De�nici�on 2.5.7 (serie de composici�on). � Una serie de composici�on

de un grupo G es una serie �nita

G =: G0 �G1 �G2 � · · ·�Gr = {e}

tal que cada cociente Gi/Gi+1 es un grupo simple.

Ejemplo 2.5.8. � Veamos algunos ejemplos concretos.

1. El grupo Z/6Z admite la serie de composici�on

Z/6Z� Z/3Z� {0}

con cocientes G0/G1
∼= Z/2Z y G1/G2

∼= Z/3Z. De manera similar, el

grupo Z/6Z admite la serie de composici�on

Z/6Z� Z/2Z� {0}

con cocientes G0/G1
∼= Z/3Z y G1/G2

∼= Z/2Z.
2. El grupo sim�etrico S4 admite la serie de composici�on

G0 = S4 �G1 = A4 �G2 = K ∼= Z/2Z× Z/2Z�G3
∼= Z/2Z�G4 = {e}

con cocientes G0/G1
∼= Z/2Z, G1/G2

∼= Z/3Z, G2/G3
∼= Z/2Z y

G3/G4
∼= Z/2Z.

3. Si n = 3 o n ≥ 5, el grupo sim�etrico Sn admite la serie de composici�on

Sn � An � {e}

con cocientes simples Z/2Z y An.

Ejercicio 2.5.9. � Probar que Z no admite una serie de composici�on.

De�nici�on 2.5.10 (series equivalentes). � Dos series de composici�on

G = G0 �G1 �G2 � · · ·�Gr = {e}

y

G = G′0 �G
′
1 �G

′
2 � · · ·�G′s = {e}

de un grupo G son equivalentes si r = s y si existe una permutaci�on σ ∈ Sr

tal que Gσ(i)/Gσ(i)+1
∼= G′i/G

′
i+1 para todo i. En tal caso, escribiremos

(G1, . . . , Gr) ∼ (G′1, . . . , G
′
s).

Teorema 2.5.11 (Jordan-H�older). � Todo grupo �nito admite una serie

de composici�on, y todas sus series de composici�on son equivalentes.
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Observaci�on 2.5.12. �

1. Los cocientes Gi/Gi+1 son llamados factores simples del grupo G.

2. Es importante notar que los factores simples no determinan al grupo G.

Por ejemplo, los grupos S4, (Z/2Z)3 × Z/3Z y Z/24Z tienen los mismos

factores simples, pero no son isomorfos.

El siguiente lema ser�a de utilidad en la prueba del Teorema de Jordan-

H�older.

Lema 2.5.13. � Sea G un grupo. Sean H �� G y K �� G sub-grupos normales

tales que H 6= K y tales que los cocientes G/H y G/K son grupos simples.

Entonces, H ∩ K � H y H ∩ K � K son sub-grupos normales. M�as a�un,

G/H ∼= K/(H ∩K) y G/K ∼= H/(H ∩K).

Demostraci�on. � El kernel de la composici�on K ↪→ G � G/H est�a dado por

H ∩K �K, de donde obtenemos un mor�smo inyectivo K/(H ∩K) ↪→ G/H.

Dejamos como ejercicio al lector veri�car que si K � G sub-grupo normal,

entonces K/(H ∩K)�G/H tambi�en es un sub-grupo normal.

Dado que el grupo G/H es simple, tenemos que K/(H ∩K) ∼= G/H o bien

K/(H ∩K) es trivial.

Supongamos por contradicci�on que K/(H ∩ K) es trivial, entonces

H ∩ K = K, i.e., K � H (c.f. Ejercicio 2.1.22). Por un lado, en este

caso tendr��amos que H/K � G/K es un sub-grupo normal, que adem�as es

no-trivial pues H 6= K. Notar por otro lado que (G/K)/(H/K) ∼= G/H, y

que este �ultimo grupo es no-trivial por de�nici�on de grupo simple. As��, la

simplicidad de G/K implicar��a que H/K es el grupo trivial, una contradicci�on.

Concluimos �nalmente que G/H ∼= K/(H ∩K). De manera completamente

an�aloga se deduce que G/K ∼= H/(H ∩K).

Demostraci�on del Teorema 2.5.11. � Sea G un grupo �nito. Comencemos por

probar la existencia de una serie de composici�on de G.

Si G es un grupo simple, basta considerar la serie G = G0 � G1 = {e}. Si

G no es simple, consideramos G1 un sub-grupo normal de orden maximal tal

que G1 6= G.

Notemos que el cociente G/G1 es un grupo simple. En efecto, todo sub-

grupo normal H̃ de G/G1 corresponde, v��a la proyecci�on can�onica G� G/G1,

a un sub-grupo normal H de G tal que G1 ≤ H. Dado que G1 es de orden

maximal necesariamente H = G1, en cuyo caso H̃ es trivial, o bien H = G, en

cuyo caso H̃ = G/G1.
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Recomenzamos el proceso a partir de G1 y construimos G2, y as�� suce-

sivamente. Dicha construcci�on tiene que detenerse puesto que por un lado

|G| > |G1| > |G2| > . . ., y por otro lado G es un grupo �nito.

Para probar la unicidad, m�odulo equivalencia, procedemos por inducci�on en

el largo de la serie. En otras palabras, supongamos que el resultado es cierto

para grupos que admiten una serie de composici�on de largo a lo m�as r − 1.

Sean G � H1 � · · · � Hr y G � K1 � · · · � Ks dos series de composici�on

de G, donde r ≤ s. Observamos que si H1 = K1, entonces podemos

aplicar la hip�otesis de inducci�on al grupo H1 = K1 y as�� obtener que

(H1, . . . ,Hr) ∼ (K1, . . . ,Ks) son equivalentes y, en particular, r = s.

Supongamos que H1 6= K1 y consideremos el diagrama

H1 � H2 � · · · � Hr = {e}
�

�

G L2 := H1 ∩K1 � · · · · · · � Lt = {e}
�

�

K1 � K2 � · · · · · · · · · � Ks = {e}

El lema anterior implica que los grupos H1/L2 y K1/L2 son simples. As��,

(H2, . . . ,Hr) y (L2, . . . , Lt) son series de composici�on de H1. La hip�otesis de

inducci�on implica que las series (H2, . . . ,Hr) ∼ (L2, . . . , Lt) son equivalentes

y, en particular, r = t.

M�as a�un, los cocientes {H1/H2, . . . ,Hr−1/Hr} son isomorfos a los co-

cientes {H1/L2
∼= G/K1, L2/L3, . . . , Lr−1/Lr}, donde el isomor�smo

H1/L2
∼= G/K1 se obtiene gracias al lema anterior. Dado que t = r,

K1 admite una serie (L2, . . . , Lr) de largo r − 1 y una serie (K2, . . . ,Ks)

de largo s − 1. Por hip�otesis de inducci�on concluimos entonces que s = r

y que las series (L2, . . . , Lr) ∼ (K2, . . . ,Ks) son equivalentes. En par-

ticular, los cocientes {K1/K2, . . . ,Kr−1/Kr} son isomorfos a los cocientes

{K1/L2
∼= G/H1, L2/L3, . . . , Lr−1/Lr}, donde el isomor�smo K1/L2

∼= G/H1

se obtiene gracias al lema anterior. En conclusi�on, las series (H1, . . . ,Hr) y

(K1, . . . ,Ks) son equivalentes.

Ejercicio 2.5.14. � Sea n ∈ N≥2 y sea n =
∏
pαii una descomposici�on en

producto de factores primos.

a) Probar, usando el teorema chino del resto, que el grupo Z/nZ admite una

serie de composici�on donde los factores simples son los Z/piZ, cada uno

repetido αi veces.
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b) Utilizar el Teorema de Jordan-H�older para concluir que la descomposici�on

n =
∏
pαii en factores primos es �unica, m�odulo permutaci�on de los fac-

tores.

Observaci�on 2.5.15. � El llamado programa de Gorenstein, iniciado

por Galois en 1832 y completado por varios autores en 2012, tiene por objetivo

la clasi�caci�on de todos los grupos �nitos simples. Hoy en d��a, sabemos que

todo grupo �nito simple es isomorfo a uno de los siguientes grupos:

1. El grupo c��clico Z/pZ, donde p es un n�umero primo.

2. El grupo alternante An, donde n ≥ 5.

3. Grupos de tipo Lie, los cuales est�an ��ntimamente relacionados a grupos

de matrices con coe�cientes en un cuerpo �nito.

4. 27 grupos espor�adicos, entre los cuales se encuentra el "monstruo" de

Fischer-Griess de orden

246 · 320 · 59 · 76 · 112 · 133 · 17 · 19 · 23 · 29 · 31 · 41 · 47 · 59 · 71 ≈ 8 · 1053.



CAP�ITULO 3

REPRESENTACIONES DE GRUPOS FINITOS

En todo este cap��tulo G ser�a un grupo �nito y V un espacio vectorial com-

plejo de dimensi�on �nita, es decir, V ∼= Cn para cierto n ∈ N. Recordemos

que

GL(V ) = {T : V → V transformaci�on lineal invertible}.

3.1. Representaciones lineales

De�nici�on 3.1.1 (representaci�on). � Sea G un grupo �nito. Una repre-

sentaci�on (lineal) de G en V es un mor�smo de grupos

ρ : G −→ GL(V )

g 7−→ ρ(g) = ρg,

es decir, ρgh = ρgρh para todos g, h ∈ G. En particular, ρe = idV y

ρg−1 = (ρg)
−1. En ocasiones escribiremos que (V, ρ) es una representaci�on de

G.

Concretamente, si �jamos una base {e1, . . . , en} de V , entonces hay un iso-

mor�smo inducido GL(V ) ∼= GLn(C). Si Rg es la matriz de ρg respecto a dicha

base, entonces tenemos que det(Rg) 6= 0 y adem�as

Rgh = Rg ·Rh
para todos g, h ∈ G.

De�nici�on 3.1.2 (grado). � Sea (V, ρ) una representaci�on de un grupo G.

De�nimos el grado de la representaci�on como dimC(V ).

De�nici�on 3.1.3 (equivalencia). � Sean (V, ρ) y (V, ρ′) dos representa-

ciones de un grupo G. Decimos que estas representaciones son equivalentes,
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en cuyo caso escribimos (V, ρ) ∼= (V ′, ρ′), si existe τ : V → V ′ isomor�smo

lineal tal que

τ ◦ ρg = ρ′g ◦ τ
para todo g ∈ G.

Matricialmente, y conservando la notaci�on anterior, dos representaciones son

equivalentes si existe una matr��z T ∈ GLn(C) tal que TRg = R′gT , es decir, si

R′g = TRgT
−1 para todo g ∈ G. En otras palabras, las matrices Rg y R

′
g son

las mismas, m�odulo un cambio de base dado por T .

Ejemplo 3.1.4. �

1. Una representaci�on de grado 1 de un grupo �nito G es un mor�smo de

grupos

ρ : G −→ GL1(C) = C∗.
Dado que G es un grupo �nito, los valores ρg ∈ C son ra��ces de la

�unidad, es decir, existe n ∈ N≥1 tal que ρng = 1. As��, la imagen

ρ(G) ⊆ S1 = {z ∈ C | |z| = 1} est�a contenida en el c��rculo unitario. M�as

a�un, se puede probar que ρ(G) es necesariamente un grupo c��clico (ver

Ejercicio 2.1.36).

2. Sea ρ : G → C∗ una representaci�on de grado 1. Si ρg = 1 para todo

g ∈ G decimos que ρ es la representaci�on trivial de G.

3. Si G ⊆ GLn(C) es un sub-grupo �nito de matrices, la inclusi�on

ρ : G ↪→ GLn(C)

es la representaci�on est�andar de G. En el caso del grupo sim�etrico

Sn, la inclusi�on ρ : Sn ↪→ GLn(C) que asocia una permutaci�on σ 7→ Pσ a

su matriz de permutaci�on respecto a la base can�onica de Cn, es llamada

la representaci�on de permutaci�on.

4. Sea |G| = N y sea V ∼= CN con base {eg}g∈G indexada por los elementos

de G. Si de�nimos ρg : V → V mediante eh 7→ egh, entonces

ρ : G −→ GL(V ) ∼= GLN (C)

es llamada la representaci�on regular de G. Notar que, si denotamos

por 1 ∈ G a la identidad del grupo, entonces en este caso se tiene que

la imagen ρg(e1) = eg es un elemento de la base para todo g ∈ G.

Rec��procamente, si una representaci�on ρ : G→ GL(W ) es tal que existe

un vector w ∈ W de tal suerte que el conjunto de imagenes {ρg(w)}g∈G
sea una base deW , entoncesW es equivalente a la representaci�on regular.

En efecto, basta considerar τ : CN ∼−→W dada por τ(eg) = ρg(w).
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5. Supongamos que G act�ua sobre un conjunto �nito X, y sea V ∼= Ccard(X)

con base {ex}x∈X indexada por los elementos de X. Si de�nimos

ρg : V → V mediante ex 7→ eg·x, entonces ρ : G −→ GL(V ) ∼= GLcard(X)(C)

es la representaci�on de permutaci�on asociada a X.

3.2. Sub-representaciones y mor�smos

De�nici�on 3.2.1 (sub-representaci�on). � Sea ρ : G→ GL(V ) una repre-

sentaci�on y seaW ⊆ V un sub-espacio vectorial. Decimos queW es G-estable

o G-invariante si para todo w ∈ W y todo g ∈ G se tiene que ρg(w) ∈ W .

Notar que en este caso la restricci�on ρWg := ρg|W : W → W es un isomor-

�smo que veri�ca ρWgh = ρWg ρ
W
h y por ende ρW : G → GL(W ) es tambi�en una

representaci�on de G. Diremos que W es una sub-representaci�on de V .

Ejemplo 3.2.2. � Sea V la representaci�on regular de G y sea

W = VectC

〈
x =

∑
g∈G

eg

〉
= VectC〈(1, . . . , 1)〉 ∼= C.

Dado que ρg(x) = x para todo g ∈ G, se tiene que W es G-invariante. M�as

a�un, ρW : G→ GL(W ) es la representaci�on trivial.

Ejercicio 3.2.3. � Sea ρ : G → GL(V ) una representaci�on. Probar que el

sub-espacio de vectores invariantes

V G = {v ∈ V | ρg(v) = v para todo g ∈ G}

es G-invariante.

De manera an�aloga a la equivalencia de representaciones (ver De�nici�on

3.1.3), podemos de�nir la noci�on de mor�smo de representaciones.

De�nici�on 3.2.4 (mor�smo). � Un mor�smo entre representaciones

(V, ρV ) y (W,ρW ) de un grupo G es una aplicaci�on lineal u : V →W tal que

u ◦ ρV,g = ρW,g ◦ u

para todo g ∈ G.

Observaci�on 3.2.5. � Notar que si u : V → W es un mor�smo de rep-

resentaciones, entonces ker(u) (resp. Im(u)) es una sub-representaci�on de V

(resp. W ). Adem�as, u induce una equivalencia

V/ ker(u)
∼−→ Im(u)

de representaciones.
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Recuerdo 3.2.6. � Sea V un espacio vectorial sobre C y sean W,W ′ sub-

espacios vectoriales. Recordemos que V es suma directa de W y W ′, en

cuyo caso escribimos V = W ⊕W ′, si todo vector v ∈ V se escribe de manera

�unica como v = w + w′, donde w ∈ W y w′ ∈ W . De manera equivalente,

V = W ⊕W ′ si y s�olo si W ∩W ′ = {0} y dimC(V ) = dimC(W ) + dimC(W ′).

Si V = W ⊕W ′, entonces decimos que W ′ es un sub-espacio complemen-

tario de W en V . Recordemos que todo sub-espacio vectorial no-nulo W de V

admite un sub-espacio complementario W ′, pero este no es �unico (ver �2.1.7).

Recordemos que un operador de proyecci�on en un espacio vectorial V

es una transformaci�on lineal p : V → V idempotente, es decir, que satisface

p2 = p.

Por ejemplo, si V = W ⊕W ′ y p : V → V est�a dada por v = w + w′ 7→ w,

entonces Im(p) = W , ker(p) = W ′ y p(w) = w para todo w ∈ W . En

particular, p es el operador de proyecci�on de V sobre W . Rec��procamente, si

p : V → V es un operador de proyecci�on con W := Im(p) y W ′ := ker(p),

entonces V = W ⊕W ′. As��, existe una correspondencia biyectiva

{p : V → V proyecci�on} ←→ {V = W ⊕W ′ suma directa}
p 7−→ W := Im(p), W ′ := ker(p)

p(v) = p(w + w′) := w 7−→ V = W ⊕W ′

Teorema 3.2.7 (Maschke, 1899). � Sea ρ : G → GL(V ) una repre-

sentaci�on y sea W ⊆ V un sub-espacio G-invariante. Entonces, existe un

sub-espacio W ′ ⊆ V que es G-invariante y que es complementario de W en V ,

es decir, tal que V = W ⊕W ′.

Demostraci�on. � El producto interno hermitiano en Cn dado por

〈x, y〉Cn := x1y1 + . . .+ xnyn

induce, luego de escoger una base, un producto interno hermitiano 〈u, v〉0 en

V . De�nimos el nuevo producto

〈u, v〉 :=
1

|G|
∑
g∈G
〈ρg(u), ρg(v)〉0

para todos u, v ∈ V . Notemos que dicho producto es G-invariante, es decir,

para todo g ∈ G tenemos que

〈ρg(u), ρg(v)〉 = 〈u, v〉
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para todos u, v ∈ V .(1)

En particular, si W es G-invariante, entonces el complemento ortogonal

W⊥ = {v ∈ V | 〈v, w〉 = 0 para todo w ∈W}

es un complemento G-invariante de W en V .

Observaci�on 3.2.8. � Si V = W ⊕W ′ como en el Teorema de Maschke y

escribimos v = w + w′, donde w ∈W y w′ ∈W ′, entonces

ρg(v) = ρg(w) + ρg(w
′).

Luego, las sub-representaciones ρW y ρW
′
determinan ρ. Matricialmente, si

Rg y R′g son las matrices asociadas a ρWg y ρW
′

g respectivamente, entonces la

matriz de ρg est�a dada por Rg 0

0 R′g

 .

3.3. Representaciones irreducibles

De�nici�on 3.3.1. � Una representaci�on (V, ρ) es irreducible si V 6= {0},
y si {0} y V son sus �unicas sub-representaciones. En otras palabras, V es

irreducible si y s�olo si todo sub-espacio G-invarianteW ⊆ V satisfaceW = {0}
o bien W = V .

Ejemplo 3.3.2. �

1. Toda representaci�on de grado 1 es irreducible.

2. El grupo c��clico Z/nZ tiene n representaciones irreducibles de grado 1.

En efecto, una representaci�on ρ : Z/nZ → C× est�a determinada por la

imagen de un generador ρ([1]) ∈ C×. Adem�as, ρ([k])n = 1 para todo

[k] ∈ Z/nZ. Obtenemos as�� representaciones ρ0, . . . , ρn−1 dadas por

ρj([k]) = exp

(
j

2πki

n

)
para todo [k] ∈ Z/nZ.

(1)En particular, si {e1, . . . , en} es una base ortonormal respecto al nuevo producto 〈·, ·〉, en-
tonces la G-invarianza del producto interno se traduce en el hecho que las matrices asociadas

a ρg respecto a dicha base son unitarias. En otras palabras,

Rg ∈ Un(C) = {U ∈ GLn(C) | U∗U = UU∗ = In}

para todo g ∈ G, donde U∗ = t
U es la matriz adjunta de U .
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3. Si dimC(V ) ≥ 2, las representaciones est�andar (de los grupos in�nitos)

SL(V ) y GL(V ) son irreducibles, pues estos grupos act�uan transitiva-

mente en V \ {0}.

Ejercicio 3.3.3. � Probar que toda representaci�on irreducible de un grupo

�nito G es grado ≤ |G|.

Teorema 3.3.4. � Toda representaci�on es suma directa de representaciones

irreducibles.

Demostraci�on. � Sea (V, ρ) una representaci�on de un grupo �nito G. Pro-

cedemos por inducci�on en la dimensi�on dimC(V ).

Si V es irreducible entonces no hay nada que probar. Si por el contrario V no

es irreducible yW ⊆ V es una sub-representaci�on no-nula, entonces el teorema

de Maschke implica que existe una sub-representaci�on complementariaW ′ ⊆ V
tal que V = W ⊕W ′. Dado que dimC(W ),dimC(W ′) < dimC(V ) tenemos por

hip�otesis de inducci�on que W y W ′ son sumas directas de representaciones

irreducibles, de donde se deduce el resultado.

¡Atenci�on! � Sea (V, ρ) una representaci�on de un grupo �nito G. La de-

scomposici�on

V = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wk

en representaciones irreducibles no es �unica. Por ejemplo, la representaci�on

ρ : G → GL(V ), g 7→ idV para todo g ∈ G no es irreducible si dimC(V ) ≥ 2.

Por otra parte, si {e1, . . . , en} es una base de V y siWi := VectC〈ei〉 es la recta
vectorial asociada a ei, entonces V = W1⊕ · · ·⊕Wn es una descomposici�on en

representaciones irreducibles, la cual claramente no es �unica.

Observaci�on 3.3.5. � Sea W una representaci�on irreducible de un grupo

G. Dada V una representaci�on arbitraria de G, veremos m�as adelante (ver

Teorema 3.7.5) que dada cualquier descomposici�on

V = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wk

en representaciones irreducibles, el n�umero de factores Wi tales que Wi
∼= W

no depende de la descomposici�on.

3.4. Producto tensorial de espacios vectoriales

En esta secci�on, independiente del resto del cap��tulo, discutiremos general-

idades sobre el producto tensorial (o producto de Kronecker) de dos espacios

vectoriales.
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Durante esta secci�on, denotaremos por k un cuerpo cualquiera.

De�nici�on 3.4.1 (producto tensorial). � Sean V y W dos k-espacios

vectoriales. Un producto tensorial de V y W es un k-espacio vectorial T

junto con una aplicaci�on bilineal t : V × W → T veri�cando la siguiente

propiedad universal: si b : V ×W → U es una aplicaci�on bilineal, entonces

existe una �unica aplicaci�on lineal b̂ : T → U tal que b = b̂◦t. En otras palabras,
tal que el siguiente diagrama es conmutativo

V ×W

t
##

b // U

T
∃! b̂

??

Teorema 3.4.2. � Sean V y W dos k-espacios vectoriales. Existe un pro-

ducto tensorial de V y W , denotado V ⊗W , el cual es �unico m�odulo un �unico

isomor�smo.

Demostraci�on. � Comencemos por probar la existencia de un producto ten-

sorial. Sea kV×W el k-espacio vectorial de base {e(v,w)}(v,w)∈V×W . En otras

palabras, un elemento de kV×W es una suma �nita de la forma∑
�nita

λ(v,w)e(v,w), .

donde λ(v,w) ∈ k.
Es importante notar que la aplicaci�on V × W → kV×W , (v, w) 7→ e(v,w)

no es bilineal. Sin embargo, si denotamos por S al k-sub-espacio vectorial de

kV×W generado por los elementos de la forma

e(v+v′,w) − e(v,w) − e(v′,w), e(v,w+w′) − e(v,w) − e(v,w′),

e(λv,w) − λe(v,w), e(v,λw) − λe(v,w),

donde v, v′ ∈ V , w,w′ ∈ W y λ ∈ k, entonces el espacio vectorial cociente

T := kV×W /S dotado de la aplicaci�on bilineal

t : V ×W −→ kV×W /S

(v, w) 7−→ [e(v,w)]

es un producto tensorial de V y W . En lo que sigue denotaremos V ⊗W := T

y v ⊗ w := t((v, w)) = [e(v,w)], donde v ∈ V y w ∈W .

No es dif��cil notar que si b : V ×W → U es una aplicaci�on bilineal, entonces

la aplicaci�on inducida B : kV×W → U, e(v,w) 7→ b(v, w) es lineal y se anula

en S ⊆ kV×W . Luego, la propiedad universal del cociente implica que existe
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una �unica aplicaci�on lineal b̂ : V ⊗W 7→ U, v ⊗ w 7→ b(v, w), la cual veri�ca

b = b̂ ◦ t.
La �unicidad de T = V ⊗W m�odulo un �unico isomor�smo es consecuencia

de la propiedad universal. En efecto, si (T ′, t′) es otro producto tensorial de V

y W entonces los diagramas conmutativos

V ×W

t
##

t′ // T ′

T
∃! α

?? V ×W

t′
##

t // T

T ′
∃! β

??

donde t′ = α◦t y t = β◦t′. Luego, t′ = α◦t = α◦(β◦t′) = (α◦β)◦t′ = idT ′ ◦t′
y t = β ◦ t′ = β ◦ (α ◦ t) = (β ◦ α) ◦ t = idT ◦ t. Finalmente, la unicidad de α y

β implica que β ◦α = idT y α ◦ β = idT ′ , es decir, α y β son isomor�smos.

Recuerdo 3.4.3. � Sean V y W dos k-espacios vectoriales. Recordemos que

Hom(V,W ) = {f : V → W lineal}, y que V ∗ = Hom(V, k) es el espacio dual

de V .

Corolario 3.4.4. � Hay un isomor�smo entre k-espacios vectoriales

{b : V ×W → U bilineal} ∼= Hom(V ⊗W,U).

En particular, {b : V ×W → k forma bilineal} ∼= (V ⊗W )∗.

Demostraci�on. � La aplicaci�on b 7→ b̂ es un isomor�smo.

Proposici�on 3.4.5 (functorialidad). � Sean f : V → V ′ y g : W → W ′

son aplicaciones lineales. Entonces existe una �unica aplicaci�on lineal

f ⊗ g : V ⊗W → V ′ ⊗W ′

tal que (f ⊗ g)(v ⊗ w) = f(v) ⊗ g(w) para todos v ∈ V , w ∈ W . M�as a�un,

(f ′ ⊗ g′) ◦ (f ⊗ g) = (f ′ ◦ f)⊗ (g′ ◦ g).

Demostraci�on. � Basta completar el diagrama conmutativo

V ×W

t
��

f×g
//

((

V ′ ×W ′

t′

��

V ⊗W
∃! f⊗g

// V ′ ⊗W ′

donde el mor�smo f ⊗ g se obtiene al aplicar la propiedad universal a la apli-

caci�on bilineal t′ ◦ (f × g). La �ultima parte del enunciado se deduce del mismo

modo, y se deja como ejercicio para el lector.
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Ejercicio 3.4.6. � Sea {vi}i∈I una base de V y sea {wj}j∈J una base de

W . Probar que {vi ⊗ wj}(i,j)∈I×J es una base de V ⊗ W . En particular,

dimk(V ⊗W ) = dimk(V ) dimk(W ).

Usando el ejercicio anterior, o bien usando la propiedad universal del pro-

ducto tensorial, es posible probar el siguiente resultado (cuya demostraci�on

dejamos como ejercicio).

Proposici�on 3.4.7. � Sean U , V y W tres k-espacios vectoriales. Hay iso-

mor�smos can�onicos:

1. k ⊗ V ∼−→ V, λ⊗ v 7→ λv.

2. (U ⊕ V )⊗W ∼−→ (U ⊗W )⊕ (V ⊗W ), (u+ v)⊗ w 7→ u⊗ w + v ⊗ w.
3. U ⊗ V ∼−→ V ⊗ U, u⊗ v 7→ v ⊗ u.
4. U ⊗ (V ⊗W )

∼−→ (U ⊗ V )⊗W, u⊗ (v ⊗ w) 7→ (u⊗ v)⊗ w.

Ejemplo 3.4.8. � Supongamos que {v1,j}j∈I1 es una base de V1, que

{v2,i}i∈I2 es una base de V2, que {w1,l}l∈J1 es una base de W1, y que

{w2,k}k∈J2 es una base de W2. Si f : V1 → V2 y g : W1 →W2 son aplicaciones

lineales dadas por matrices A = (aij)i∈I2, j∈I1 y B = (bkl)k∈J2, l∈J1 respecto

a las bases anteriores, entonces obtenemos por bilinealidad del producto

tensorial que

(f ⊗ g)(v1,j ⊗ w1,l) =
∑
i∈I2
k∈J2

aijbklv2,i ⊗ w2,k,

de tal suerte que la matriz de f ⊗ g en las bases {v1,j ⊗ w1,l}(j,l)∈I1×J1 de

V1 ⊗W1 y {v2,i ⊗ w2,k}(i,k)∈I2×J2 de V2 ⊗W2 est�a dada por

A⊗B := (aijbkl)(i,k)∈I2×J2, (j,l)∈I1×J1 .

Por ejemplo, si todos los espacios vectoriales involucrados son de dimensi�on 2,

entonces tenemos que A⊗B est�a dada por

a11 a12

a21 a22

⊗
b11 b12

b21 b22

 =

a11B a12B

a21B a22B

 =


a11b11 a11b12 a12b11 a12b12

a11b21 a11b22 a12b21 a12b22

a21b11 a21b12 a22b11 a22b12

a21b21 a21b22 a22b21 a22b22

 .

Ejercicio 3.4.9. �

a) Probar que tr(A⊗B) = tr(A) tr(B).

b) Probar que rango(A⊗B) = rango(A) rango(B).

c) SiA ∈Ma×a(k) yB ∈Mb×b(k), probar que det(A⊗B) = det(A)b det(B)a.
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En lo que sigue, supondremos que k = C. Supongamos que {e1, . . . , en} es
una base de V ∼= Cn y consideremos el automor�smo

Θ : V ⊗ V ∼−→ V ⊗ V
ei ⊗ ej 7→ ej ⊗ ei

Notar que para todos v, w ∈ V se tiene que Θ(v ⊗ w) = w ⊗ v y luego Θ es

independiente de la base escogida.

Si denotamos T 2V := V ⊗V , entonces T 2V se descompone en suma directa

T 2V = S2V ⊕
∧2 V,

donde

1. S2V = Sym2(V ) = {z ∈ V ⊗ V | Θ(z) = z} es el llamado cuadrado

sim�etrico de V . Notar que {ei ⊗ ej + ej ⊗ ei}i≤j es una base de S2V y

luego dimC S
2V = n(n+1)

2 .

2.
∧2 V = Alt2(V ) = {z ∈ V ⊗ V | Θ(z) = −z} es el llamado cuadrado

alternado de V . Notar que {ei ⊗ ej − ej ⊗ ei}i<j es una base de
∧2 V y

luego dimC
∧2 V = n(n−1)

2 .

Observamos que todo elemento v ⊗ w ∈ T 2V se escribe de la forma

v ⊗ w =
1

2
(v ⊗ w + w ⊗ v)︸ ︷︷ ︸

en S2V

+
1

2
(v ⊗ w − w ⊗ v)︸ ︷︷ ︸

en
∧2 V

.

Por lo anterior, de�nimos para v, w ∈ V los vectores

vw :=
1

2
(v ⊗ w + w ⊗ v) ∈ S2V,

v ∧ w :=
1

2
(v ⊗ w − w ⊗ v) ∈

∧2 V .

En particular, con la notaci�on anterior, tenemos que {eiej}i≤j es una base de

S2V , y que {ei ∧ ej}i<j es una base de
∧2 V .

De�nici�on 3.4.10. � Sean ρ1 : G→ GL(V1) y ρ2 : G→ GL(V2) representa-

ciones de un grupo G. De�nimos su producto tensorial

ρ1 ⊗ ρ2 : G→ GL(V1 ⊗ V2)

mediante ρg(v1⊗ v2) := ρ1,g(v1)⊗ ρ2,g(v2) para todo g ∈ G, v1 ∈ V1 y v2 ∈ V2.

Matricialmente, si R1,g y R2,g son las matrices asociadas a ρ1,g y ρ2,g re-

spectivamente, entonces la matriz asociada a (ρ1 ⊗ ρ2)g es R1,g ⊗R2,g.
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Ejercicio 3.4.11. � Probar que si V y W son representaciones de grado 1,

entonces V ⊗W es una representaci�on de grado 1. Describir esta situaci�on

matricialmente.(2)

Un caso particular importante es el siguiente. Sea ρ : G → GL(V ) una

representaci�on de un grupo G. Entonces, obtenemos una representaci�on in-

ducida ρT 2V : G → GL(T 2V ) dada por ρT 2V (v1 ⊗ v2) = ρg(v1) ⊗ ρg(v2). En

particular, observamos que S2V y
∧2 V son G-invariantes, y luego inducen

sub-representaciones ρS2V y ρ∧2 V de G.

3.5. Caracteres

Recuerdo 3.5.1. � Recordemos que si A ∈ Mn×n(C) y P ∈ GLn(C), en-

tonces la traza veri�ca tr(A) = tr(PAP−1). En otras palabras, la traza de una

transformaci�on lineal es independiente de la base. M�as a�un, si λ1, . . . , λn ∈ C
son los valores propios de A, entonces se tiene que tr(A) = λ1 + . . .+ λn.

De�nici�on 3.5.2 (car�acter). � Sea ρ : G→ GL(V ) una representaci�on de

un grupo G. El car�acter de ρ = ρV es la funci�on χV (o χρ) dada por

χV : G −→ C
g 7−→ tr(ρg).

A partir de las propiedades de la traza se deducen las siguientes propiedades

de los caracteres.

Proposici�on 3.5.3. � Sea χ : G → C el car�acter de una representaci�on

ρ : G→ GLn(C) de grado n. Entonces:

1. χ(e) = n.

2. χ(g−1) = χ(g) para todo g ∈ G.
3. χ(hgh−1) = χ(g) para todos g, h ∈ G. En particular, χ(g1g2) = χ(g2g1)

para todos g1, g2 ∈ G.

Demostraci�on. � El punto (1) se obtiene de tr(ρe) = tr(idV ) = dimC(V ). Para

probar (2), notamos que el hecho que G sea un grupo �nito implica que cada

transformaci�on lineal ρg es de orden �nito. Luego, todos los valores propios

λ1, . . . , λn de ρg son ra��ces de la unidad. En efecto, si ρmg = idV para cierto

(2)Mas adelante veremos que, en general, el producto tensorial de dos representaciones irre-

ducibles puede no ser irreducible.
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m y vi es un vector propio asociado al valor propio λi, entonces tenemos que

ρmg vi = λmi vi = vi, de donde se concluye que λ
m
i = 1.

Por otra parte, si λ = eiθ donde θ ∈ R entonces λ = e−iθ = λ−1. Luego,(3)

χ(g) = tr(ρg) =

n∑
i=1

λi =

n∑
i=1

1

λi
= tr(ρ−1

g ) = tr(ρg−1) = χ(g−1).

Finalmente, el punto (3) sigue de la igualdad tr(AB) = tr(BA).

De�nici�on 3.5.4 (funci�on central). � Una funci�on f : G→ C es llamada

una funci�on central si es constante en cada clase de conjugaci�on de G, es

decir, si f(hgh−1) = f(g) para todos g, h ∈ G. Si C es una clase de conjugaci�on

de G, denotamos por f(C) el valor de f en C. El C-espacio vectorial

C (G) := {f : G→ C funci�on central}

tiene dimensi�on dimC C (G) = card({clases de conjugaci�on de G}).

Observaci�on 3.5.5. � Veremos m�as adelante (ver Teorema 3.8.3) que los

caracteres forman una base del espacio de funciones centrales C (G).

Ejemplo 3.5.6. �

1. El car�acter de la representaci�on regular ρR : G → GL|G|(C) de G est�a

dado por

χR(g) =

 |G| si g = e

0 si g 6= e
,

es decir, χR = |G|1Ce , donde 1Ce denota la funci�on caracter��stica de la

clase de conjugaci�on Ce = {e}.
2. Recordemos que las clases de conjugaci�on deS3 est�an en biyecci�on con las

particiones de n = 3 (ver Proposicipon 2.2.8). Las particiones de n = 3

son 1 + 1 + 1, 1 + 2 y 3, y las clases de conjugaci�on correspondientes en

S3 son Ce = {id}, Ct = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)} y Cc = {(2, 3, 1), (1, 3, 2)}.
Sea ρ : S3 → GL3(C) la representaci�on de permutaci�on, entonces(4)

χρ(Ce) = 3, χρ(Ct) = 1 y χρ(Cc) = 0.

(3)Si A ∈ GLn(C) y A = PJP−1 es la forma can�onica de Jordan, entonces A−1 = PJ−1P−1.

En particular, si λ1, . . . , λn son los valores propios de A, entonces tr(A) = λ1 + . . . + λn y

tr(A−1) = 1
λ1

+ . . .+ 1
λn

.
(4)Notar que el valor del car�acter de la representaci�on de permutaci�on en cada clase de

conjugaci�on es exactamente la cantidad de 1 que aparecen en la respectiva partici�on, es

decir, la cantidad de elementos �jos por la acci�on de una permutaci�on cualquiera en dicha

clase de conjugaci�on. Esta observaci�on se generaliza a Sn.
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3. Sea ρ = ρV : G→ GL(V ) una representaci�on de un grupo G. De�nimos

su representaci�on dual mediante

ρ∗ := ρV ∗ : G→ GL(V ∗)

g 7→ ρ∗g := tρg−1 =
t
ρ−1
g

Equivalentemente, ρ∗g se de�ne mediante la relaci�on 〈x∗, x〉 = 〈ρ∗g(x∗), ρg(x)〉
para todos x ∈ V y x∗ ∈ V ∗ = Hom(V,C). Calculamos

χV ∗(g) = χρ∗(g) = tr(
t
ρ−1
g ) = tr(ρ−1

g ) = χV (g−1) = χV (g),

gracias a la Proposici�on 3.5.3.

Recuerdo 3.5.7 (Cayley-Hamilton). � Recordemos que si A ∈Mn×n(C)

es una matriz con coe�cientes complejos, su polinomio caracter��stico est�a

dado por

pA(λ) = det(λ In−A).

Por otra parte, su polinomio minimal es por de�nici�on el polinomio com-

plejo mA(λ) con coe�ciente principal 1 y de grado minimal de tal suerte que

mA(A) = 0. En otras palabras, cualquier otro polinomio Q(λ) veri�cando

Q(A) = 0 es un m�ultiplo (polinomial) de mA(λ).

Un resultado importante de �algebra lineal es que la matriz A es diagonaliz-

able si y s�olo su el polinomio minimal mA(λ) se factoriza sobre C en factores

lineales distintos. Por ejemplo, si mA(λ) = λm − 1 o bien mA(λ) = λ(λ − 1)

entonces A es diagonalizable.

El teorema de Cayley-Hamilton (c.f. Teorema 4.2.37), demostrado en cier-

tos casos particulares por Cayley (1853) y por Hamilton (1858), y �nalmente

probado por Frobenius (1878), a�rma que el polinomio minimal mA(λ) de

una matriz A divide al polinomio caracter��stico pA(λ). Equivalentemente,

pA(A) = 0.

Observaci�on 3.5.8. � Una aplicaci�on importante del teorema de Cayley-

Hamilton es probar que toda matriz A ∈ Mn×n(C) de orden �nito es diag-

onalizable sobre C. En efecto, si Am = In para cierto m ∈ N≥1 entonces

mA(λ) divide al polinomio λm − 1, por minimalidad de mA. Dado que este

�ultimo se factoriza en factores lineales distintos, mA(λ) tambi�en y luego A es

diagonalizable(5).

(5)De manera completamente an�aloga, utilizando que mA(λ) divide λ
2 − λ, se prueba que

todo operador de proyecci�on es diagonalizable.



68 CAP�ITULO 3. REPRESENTACIONES DE GRUPOS FINITOS

Proposici�on 3.5.9. � Sean ρV : G → GL(V ) y ρW : G → GL(W ) dos

representaciones de un grupo G. Entonces:

1. χV ∗ = χV .

2. χV⊕W = χV + χW .

3. χV⊗W = χV · χW .

4. Si W ⊆ V es una sub-representaci�on, entonces χV = χW + χV/W .

5. χS2V (g) = 1
2(χV (g)2 + χV (g2)).

6. χ∧2 V (g) = 1
2(χV (g)2 − χV (g2)).

En particular, χV⊗V = χ2
V = χS2V + χ∧2 V .

Demostraci�on. � Ya hemos demostrado (1), (2), (3) y (4).

Veamos (5) y (6). Sea g ∈ G y notemos que ρg es de orden �nito, puesto

que G es un grupo �nito. En particular ρg es diagonalizable, gracias a la

Observaci�on 3.5.8.

Sea {e1, . . . , en} una base de V formada por los vectores propios de ρg, i.e.,

ρg(ei) = λiei con λi ∈ C. En particular, ρg2(ei) = (ρg◦ρg)(ei) = ρg(λiei) = λ2
i ei,

y luego χV (g) =
∑n

i=1 λi y χV (g2) =
∑n

i=1 λ
2
i .

Recordemos que {ei ∧ ej}1≤i<j≤n es una base de
∧2 V . Notamos que los

{ei ∧ ej}1≤i<j≤n son adem�as vectores propios de ρ∧2 V,g con valores propios

{λiλj}1≤i<j≤n. Luego,

χ∧2 V (g) =
∑

1≤i<j≤n
λiλj =

1

2

 ∑
1≤i≤n

λi

2

− 1

2

∑
1≤i≤n

λ2
i =

1

2
(χV (g)2−χV (g2)).

De manera similar, los vectores {eiej}1≤i≤j≤n forman una base de S2V , y

adem�as son vectores propios de ρS2V,ρ con valores propios {λiλj}1≤i≤j≤n.
Luego,

χS2V (g) =
∑

1≤i≤j≤n
λiλj =

1

2

 ∑
1≤i≤n

λi

2

+
1

2

∑
1≤i≤n

λ2
i =

1

2
(χV (g)2 +χV (g2)),

de donde se concluye el resultado.

Ejercicio 3.5.10. � Si χ = χV : G→ C es un car�acter, denotamos

χ2
σ := χS2V y χ2

α := χ∧2 V .

En particular, χ2 = χ2
σ + χ2

α. Sean χ y χ′ dos caracteres. Probar que

(χ+ χ′)2
σ = χ2

σ + χ′
2
σ + χχ′ y (χ+ χ′)2

α = χ2
α + χ′

2
α + χχ′.
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3.6. Lema de Schur

El siguiente resultado de Schur probado en 1905 es una observaci�on simple

sobre mor�smos entre representaciones irreducibles, y que tiene importantes

consecuencias en la teor��a de representaciones.

Proposici�on 3.6.1 (Lema de Schur). � Sean ρV : G → GL(V ) y

ρW : G → GL(W ) dos representaciones irreducibles de un grupo G, y sea

u : V →W un mor�smo de representaciones. Entonces:

1. u es un isomor�smo o bien u = 0.

2. Si ρV = ρW entonces u es una homotecia, i.e., u = λ IdV con λ ∈ C.

Demostraci�on. � Para probar (1) notamos que tanto ker(u) como Im(u) son

G-invariantes. Si u no es inyectivo entonces ker(u) 6= {0V } y luego ker(u) = V ,

pues V es una representaci�on irreducible. En otras palabras, si u no es inyectivo

entonces u = 0. Por otra parte, si u no es sobreyectivo entonces Im(u) 6= W

y luego Im(u) = {0W }, pues W es una representaci�on irreducible. En otras

palabras, si u no es sobreyectivo entonces u = 0.

Para probar (2) notamos que si λ ∈ C es un valor propio de u, entonces

el sub-espacio ker(u− λ IdV ) es G-invariante, pues por de�nici�on de mor�smo

de representaciones u conmuta con la acci�on de G. Dicho sub-espacio es no-

nulo pues contiene al menos un vector propio v 6= 0, de donde se concluye que

ker(u − λ IdV ) = V , gracias a que V es una representaci�on irreducible. En

otras palabras, u = λ IdV .

Corolario 3.6.2. � Sean ρV : G → GL(V ) y ρW : G → GL(W ) dos repre-

sentaciones irreducibles de un grupo G, y sea u : V →W una aplicaci�on lineal

arbitraria. Consideremos la aplicaci�on

u0 :=
1

|G|
∑
g∈G

ρ−1
W,g ◦ u ◦ ρV,g,

la cual de�ne un mor�smo de representaciones u0 : V →W . M�as a�un,

1. Si ρV y ρW no son isomorfas, entonces u0 = 0.

2. Si ρV = ρW , entonces u0 es una homotecia de factor tr(u)
dimC(V ) .
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Demostraci�on. � Veamos que u0 : V → W de�ne efectivamente un mor�smo

de representaciones, es decir, ρW,g ◦u0 = u0◦ρV,g para todo g ∈ G. Calculamos

ρ−1
W,g ◦ u

0 ◦ ρV,g =
1

|G|
∑
h∈G

ρ−1
W,g ◦ ρ

−1
W,h ◦ u ◦ ρV,h ◦ ρV,g

=
1

|G|
∑
h∈G

ρ−1
W,hg ◦ u ◦ ρV,hg

=︸︷︷︸
k=hg

1

|G|
∑
k∈G

ρ−1
W,k ◦ u ◦ ρV,k = u0.

Luego, el Lema de Schur aplicado al mor�smo de representaciones u0 implica

(1). Del mismo modo, el Lema de Schur implica que si ρV = ρW entonces

u0 = λ IdV . En particular, tr(u0) = λ dimC(V ). Basta notar que en este caso

tr(u0) =
1

|G|
∑
g∈G

tr(ρ−1
V,g ◦ u ◦ ρV,g) =

1

|G|
∑
g∈G

tr(u) = tr(u),

de donde se obtiene (2).

Observaci�on 3.6.3. � Matricialmente, siRV,g = (ai1j1(g)), RW,g = (ai2j2(g)),

u = (ui2i1) y u0 = (u0
i2i1

) entonces:

u0
i2i1 =

1

|G|
∑
g∈G
j1,j2

ai2j2(g−1)uj2j1aj1i1(g),

la cual es una forma lineal en uj2j1 . Luego (1) en el Corolorio 3.6.2 se traduce

en que si ρV 6∼= ρW entonces∑
g∈G

ai2j2(g−1)aj1i1(g) = 0

para todos i1, i2, j1, j2. Por otra parte, si denotamos por

δi2i1 =

 0 si i1 6= i2

1 si i1 = i2

la funci�on delta de Kronecker, entonces (2) en el Corolorio 3.6.2 se traduce en

que

u0
i2i1 =

tr(u)

dimC(V )
δi2i1 =

1

dimC(V )

∑
j1,j2

δi2i1δj2j1uj2j1 ,
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de donde se deduce que

1

|G|
∑
g∈G
j1,j2

ai2j2(g−1)uj2j1aj1i1(g) =
1

dimC(V )

∑
j1,j2

δi2i1δj2j1uj2j1 .

Igualando los coe�cientes que acompa�nan a uj2j1 obtenemos la relaci�on

1

|G|
∑
g∈G

ai2j2(g−1)aj1i1(g) =
1

dimC(V )
δi2i1δj2j1 =

 1
dimC(V ) si i1 = i2 y j1 = j2

0 sino

para todos i1, i2, j1, j2.

3.7. Ortogonalidad de caracteres

De�nici�on 3.7.1 (producto bilineal). � Sean ϕ : G → C y ψ : G → C
dos funciones a valores complejos, donde G es un grupo �nito. De�nimos el

producto bilineal

〈ϕ,ψ〉 :=
1

|G|
∑
g∈G

ϕ(g−1)ψ(g) =
1

|G|
∑
g∈G

ψ(g−1)ϕ(g) = 〈ψ,ϕ〉.

Observaci�on 3.7.2. � Utilizando el producto bilineal anterior, podemos ree-

scribir la interpretaci�on matricial del Lema de Schur obtenida en la Observaci�on

3.6.3 de la manera siguiente:

1. Si ρV y ρW no son isomorfas, entonces 〈ai2j2 , aj1i1〉 = 0 para todos

i1, i2, j1, j2.

2. Si ρV = ρW entonces 〈ai2j2 , aj1i1〉 = 1
dimC(V )δi2i1δj2j1 para todos

i1, i2, j1, j2.

En particular, si las matrices (aij(g)) son unitarias entonces (aij(g
−1)) = (aji(g))

y luego (1) y (2) se interpretan como relaciones de ortogonalidad.

De�nici�on 3.7.3 (producto hermitiano). � Sean ϕ : G→ C y ψ : G→ C
dos funciones a valores complejos, donde G es un grupo �nito. De�nimos el

producto hermitiano

(ϕ|ψ) :=
1

|G|
∑
g∈G

ϕ(g)ψ(g).

En particular, si de�nimos ψ∗(g) := ψ(g−1) entonces (ϕ | ψ) = 〈ϕ,ψ∗〉, donde
〈·, ·〉 es el producto bilineal de la De�nici�on 3.7.1.
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Un caso particular importante son los caracteres χV : G → C. Sabemos

gracias a la Proposici�on 3.5.3 que χV (g−1) = χV (g) y luego χ∗V = χV , es decir,

los caracteres son autoadjuntos. En particular, (ϕ | χV ) = 〈ϕ, χV 〉 para toda

funci�on ϕ : G→ C.

Teorema 3.7.4 (Teorema de Frobenius). � Sean ρV : G → GL(V ) y

ρW : G→ GL(W ) dos representaciones irreducibles de un grupo G. Entonces:

1. Si ρV y ρW no son isomorfas, entonces 〈χV , χW 〉 = 0.

2. Si ρV = ρW , entonces 〈χV , χV 〉 = 1.

Demostraci�on. � Si ρV,g corresponde a la matriz RV,g = (ai1j1(g)), entonces

χV (g) =
∑
ai1i1(g). Del mismo modo, si ρW,g corresponde a la matriz

RW,g = (ai2j2(g)), entonces χW (g) =
∑
ai2i2(g). Luego, tenemos que si ρV y

ρW no son isomorfas entonces

〈χV , χW 〉 =
∑
i1,i2

〈ai1i1 , ai2i2〉 = 0,

donde la �ultima igualdad se obtuvo en la Observaci�on 3.7.2. Del mismo modo,

la Observaci�on 3.7.2 permite calcular

〈χV , χV 〉 =
∑
i1,i2

〈ai1i1 , ai2i2〉 =
∑
i1,i2

1

dimC(V )
δi1i2 =

dimC(V )

dimC(V )
= 1,

de donde se concluye el resultado.

Veamos ahora algunas consecuencias del Teorema de Frobenius.

Teorema 3.7.5. � Sea ρ : G→ GL(V ) una representaci�on de un grupo �nito

G y sea

V = W1 ⊕ · · · ⊕Wk

una descomposici�on en representaciones irreducibles. Sea W una repre-

sentaci�on irreducible arbitraria. Entonces, el n�umero de representaciones Wi

tales que Wi
∼= W est�a dado por 〈χV , χW 〉. En particular, dicho n�umero es

independiente de la descomposici�on dada.

Demostraci�on. � Tenemos que χV = χW1 + . . .+ χWk
. Entonces,

〈χV , χW 〉 = 〈χW1 , χW 〉+ . . .+ 〈χWk
, χW 〉.

Por otra parte, dado que Wi y W son irreducibles, el Teorema de Frobenius

implica que

〈χWi , χW 〉 =

 1 si ρWi
∼= ρW

0 sino
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de donde se concluye el resultado.

Corolario 3.7.6. � Sean ρV : G → GL(V ) y ρW : G → GL(W ) dos repre-

sentaciones de un grupo G. Entonces ρV ∼= ρW si y s�olo si χV = χW .

Demostraci�on. � Si χV = χW entonces el Teorema 3.7.5 implica que V y

W contienen el mismo n�umero de veces cualquier representaci�on irreducible

dada.

Observaci�on 3.7.7. � Notar que el Ejercicio 3.3.3 implica que para todo

grupo �nitoG, existen s�olo un n�umero �nitoW1, . . . ,Wh de representaciones ir-

reducibles de G, m�odulo isomor�smo. En efecto, dado que toda representaci�on

V est�a determinada por su car�acter χV , basta notar que χV (g) es la suma de

dimC(V ) ≤ |G| ra��ces de la unidad cuyo orden divide ord(g). M�as adelante

(ver Teorema 3.8.4) probaremos que hay tantas representaciones irreducibles

como clases de conjugaci�on de G.

En conclusi�on, podemos reducir el estudio de representaciones de un grupo

�nito G al estudio de todos los posibles caracteres χ1, . . . , χh de las (�nitas)

representaciones irreducibles W1, . . . ,Wh. Luego, toda representaci�on V es

isomorfa a la suma directa

V ∼= W⊕m1
1 ⊕ · · · ⊕W⊕mhh ,

para ciertos enteros mi ∈ N. M�as a�un, el Teorema de Frobenius y el hecho que

χV = m1χ1 + . . .+mhχh implican que mi = 〈χV , χi〉 y que

〈χV , χV 〉 = m2
1 + . . .+m2

h.

Una consecuencia de la discusi�on anterior es el siguiente criterio de irre-

ducibilidad.

Teorema 3.7.8. � Sea ρV : G → GL(V ) representaci�on de un grupo G.

Entonces V es irreducible si y s�olo si 〈χV , χV 〉 = 1.

Demostraci�on. � La representaci�on V es irreducible si y s�olo si V ∼= Wi para

cierto i ∈ {1, . . . , h}. Esto �ultimo equivale a que mi = 1 y mj = 0 si j 6= i, que

a su vez equivale a que 〈χV , χV 〉 = 1, puesto que 〈χV , χV 〉 = m2
1+. . .+m2

h.

Recuerdo 3.7.9 (representaci�on regular). � Sea

R : G −→ GL|G|(C)

g 7−→ ρg
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la representaci�on regular de G, es decir, en C|G| con base {eg}g∈G de�nimos

ρg(eh) = egh. Notar que si g 6= 1 es no-trivial, entonces gh 6= h para todo

h ∈ G y luego tr(ρg) = 0. En otras palabras,

χR(g) =

 |G| si g = 1

0 si g 6= 1

es el car�acter de la representaci�on regular.

Corolario 3.7.10. � Sean W1, . . . ,Wh las representaciones irreducibles de

un grupo �nito G, y sea ni := dimC(Wi). Entonces, cada Wi est�a contenida

ni veces en la representaci�on regular de G. En particular,

1. |G| = n2
1 + . . .+ n2

h.

2. Si g 6= 1 entonces
∑h

i=1 niχi(g) = 0.

Demostraci�on. � La representaci�on Wi est�a contenida 〈χR, χi〉 veces en la

representaci�on regular. Calculamos

〈χR, χi〉 =
1

|G|
∑
g∈G

χR(g−1)χi(g)

=
1

|G|
χR(1)χi(1) =

1

|G|
|G| dimC(Wi) = dimC(Wi) = ni.

Luego, C|G| ∼= W⊕n1
1 ⊕ · · · ⊕W⊕nhh y as�� χR(g) = n1χ1(g) + . . .+nhχh(g). En

particular, |G| = χR(1) = n1χ1(1) + . . .+nhχh(1) = n2
1 + . . .+n2

h de donde se

deduce (1). Similar, si g 6= 1 entonces 0 = n1χ1(g) + . . . + nhχh(g) de donde

se deduce (2).

Observaci�on 3.7.11. �

1. El resultado anterior implica que el grado de una representaci�on irre-

ducible es menor o igual que
√
|G|.

2. La f�ormula |G| = n2
1 + . . .+ n2

h implica que si construimos h representa-

ciones irreducibles V1, . . . , Vh no isomorfas (i.e., ortogonales) de grados

n1, . . . , nh tales que |G| = n2
1 + . . . + n2

h, entonces necesariamente son

todas las representaciones irreducibles de G.

3.8. Caracteres y funciones centrales

Recuerdo 3.8.1. � Sea G un grupo �nito. Recordemos que f : G → C es

una funci�on central si f(hgh−1) = f(g) para todos h, g ∈ G, i.e., si el valor de
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f(g) s�olo depende de la clase de conjugaci�on de g. El C-espacio vectorial C (G)

de funciones centrales es de dimC C (G) = card({clases de conjugaci�on de G}).

Proposici�on 3.8.2. � Sea f : G → C una funci�on central y sea

ρ : G → GL(V ) una representaci�on. Consideremos la aplicaci�on lineal

ρf : V → V de�nida por

ρf :=
∑
g∈G

f(g)ρg.

Si V es una representaci�on irreducible, entonces ρf = λ IdV f es una homotecia

de factor

λ =
1

dimC(V )

∑
g∈G

f(g)χV (g) =
|G|

dimC(V )
〈f, χV 〉.

Demostraci�on. � Veamos que ρf : V → V es un mor�smo de representaciones,

es decir, que ρf ◦ ρg = ρg ◦ ρf para todo g ∈ G. En efecto, calculamos para

h ∈ G

ρ−1
h ◦ ρf ◦ ρh =

∑
g∈G

f(g)ρ−1
h ◦ ρg ◦ ρh =

∑
g∈G

f(g)ρh−1gh

=︸︷︷︸
k=h−1gh

∑
k∈G

f(hkh−1)ρk =
∑
k∈G

f(k)ρk = ρf .

Luego, el Lema de Schur implica que ρf = λ IdV para cierto λ ∈ C. Finalmente,

se tiene que

tr(λ IdV ) = λ dimC(V ) = tr(ρf )

=
∑
g∈G

f(g) tr(ρg) =
∑
g∈G

f(g)χV (g)

= |G| · 1

|G|
∑
g∈G

f(g)χV (g−1) = |G|〈f, χV 〉,

de donde se obtiene el resultado.

Teorema 3.8.3. � Los caracteres χ1, . . . , χh de las representaciones irre-

ducibles del grupo G forman una base ortonormal de C (G).

Demostraci�on. � El Teorema de Frobenius implica que {χ1, . . . , χh} es un

sistema ortonormal respecto al producto hermitiano de�nido anteriormente.

Por otra parte, {χ1, . . . , χh} es una base de C (G) si y s�olo si para toda

funci�on f ∈ C (G) se tiene que si (f | χi) = 0 para todo i ∈ {1, . . . , h} entonces
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necesariamente f = 0. Adem�as, esto �ultimo equivale(6) a que si 〈f, χi〉 = 0

para todo i ∈ {1, . . . , h} entonces necesariamente f = 0.

Por otra parte, la Proposici�on anterior implica que si ρ : G → GL(V ) es

una representaci�on irreducible entonces ρf = 0. M�as a�un, si ρ : G → GL(V )

es una representaci�on arbitraria entonces, al considerar la descomposici�on en

sub-representaciones irreducibles, notamos que tambi�en se tiene ρf = 0.

En particular, si ρ = R : G → GL|G|(C) es la representaci�on regular de G,

entonces calculamos ρf (e1) =
∑

g∈G f(g)ρg(e1) =
∑

g∈G f(g)eg = 0. Dado que

{eg}g∈G es una base, concluimos que f(g) = 0 para todo g ∈ G, i.e., f = 0.

Teorema 3.8.4. � El n�umero de representaciones irreducibles de G (m�odulo

isomor�smo) es igual al n�umero de clases de conjugaci�on de G.

Demostraci�on. � Por de�nici�on tenemos que

dimC C (G) = card({clases de conjugaci�on de G}).

Por otra parte, el Teorema anterior implica que dimC C (G) = h, donde h es el

n�umero de representaciones irreducibles de G, m�odulo isomor�smo.

Veamos algunas consecuencias de los resultados anteriores.

Proposici�on 3.8.5. � Sean χ1, . . . , χh los caracteres de las representaciones

irreducibles del grupo G, y de�namos

c(g) := card{hgh−1, h ∈ G},

donde g ∈ G. Entonces:
1.
∑h

i=1 |χi(g)|2 = |G|
c(g) .

2. Si h no es conjugado a g, entonces
∑h

i=1 χi(g)χi(h) = 0.

En particular, si g = 1 obtenemos el Corolario 3.7.10.

Demostraci�on. � Dado g ∈ G consideramos la funci�on fg ∈ C (G) igual a 1

en la clase de conjugaci�on Cg de g y 0 afuera. Dado que fg ∈ C (G) podemos

escribir

fg =
h∑
i=1

λiχi,

(6)Observamos que (χi | f) = (f | χi) = 〈f, χi〉 implica (χi | f) = 〈χi, f〉 y luego

(χi | f) = 〈f, χi〉.
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donde λi = 〈fg, χi〉 = (fg | χi) = c(g)
|G| χi(g). En otras palabras,

fg(h) =
c(g)

|G|

h∑
i=1

χi(g)χi(h).

Si consideramos h = g obtenemos directamente (1), mientras que (2) se deduce

al considerar h fuera de la clase de conjugaci�on de g.

Teorema 3.8.6. � Sea G un grupo �nito. Entonces G es abeliano si y s�olo

si toda representaci�on irreducible de G es de grado 1.

Demostraci�on. � El grupo G es abeliano si y s�olo si

c(g) = card{hgh−1, h ∈ G} = 1

para todo g ∈ G. Esto �ultimo equivale a

|G| = card({clases de conjugaci�on de G}).

Por otra parte, sabemos que el n�umero h de representaciones irreducibles de

G (m�odulo isomor�smo) es igual al n�umero de clases de conjugaci�on de G.

Luego, esta �ultima igual se traduce en que |G| = h, lo cual equivale gracias al

Corolario 3.7.10 a la igualdad

|G| = n2
1 + . . .+ n2

|G| ⇔ n1 = . . . = n|G| = 1,

que es lo que quer��amos probar.

Corolario 3.8.7. � Sea A ≤ G sub-grupo abeliano. Entonces toda repre-

sentaci�on irreducible de G es de grado a lo m�as [G : A] = |G|
|A| .

Demostraci�on. � Sea ρ : G→ GL(V ) una representaci�on irreducible. Consid-

eremos la restricci�on

ρA := ρ|A : A→ GL(V ),

la cual a priori no tiene porqu�e ser irreducible. Sea W ⊆ V una sub-

representaci�on irreducible de ρA. Luego, dimC(W ) = 1 gracias al Teorema

anterior.

Por otra parte, si consideramos el sub-espacio

V ′ := VectC〈{ρg(W )}g∈G}〉 ⊆ V,

entonces tenemos que V ′ es G-invariante no-nulo y luego, dado que V es una

representaci�on irreducible, tenemos necesariamente que V ′ = V .

Finalmente, notamos que si g ∈ G y h ∈ A entonces se tiene que ρh(W ) = W

y luego ρgh(W ) = ρg(ρh(W )) = ρg(W ). De donde se deduce que ρg(W ) s�olo
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depende de la clase lateral gA. As��, la cantidad de ρg(W ) diferentes es a lo

m�as [G : A] y por ende dimC(V ) ≤ [G : A].

Ejemplo 3.8.8. � El grupo diedral Dn contiene 〈r〉 ∼= Z/nZ grupo c��clico

de ��ndice 2. Luego, todas las representaciones irreducibles de Dn son de grado

≤ 2. M�as a�un, si n ≥ 3 entonces Dn no es abeliano, y luego Dn admite

necesariamente una representaci�on irreducible de grado 2.

Ejercicio 3.8.9. � Demostrar que un grupo no abeliano de orden 8 posee

exactamente 5 clases de conjugaci�on.

3.9. Tablas de caracteres

Una tabla de caracteres de G da el valor de cada car�acter irreducible

(i.e., car�acter de una representaci�on irreducible) sobre cada clase de conju-

gaci�on. Las l��neas corresponden a los caracteres y las columnas a las clases de

conjugaci�on.

Consideremos por ejemplo el grupo sim�etrico G = S3. Las clases de conju-

gaci�on deS3 son Ce = {id}, Ct = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)} y Cc = {(2, 3, 1), (1, 3, 2)},
por lo que tenemos que hay 3 representaciones irreducibles de S3 m�odulo

isomor�smo.

Hay dos representaciones de grado 1 (y por lo tanto irreducibles) f�aciles de

ver. La primera es la representaci�on trivial

ρ1 = ρtrivial : S3 → C×, σ 7→ 1

para todo σ ∈ S3. La segunda es la representaci�on signo

ρ2 = ρsigno : S3 → {±1} ⊆ C×, σ 7→ ε(σ).

Luego, obtenemos la siguiente tabla de caracteres de S3.

S3 Ce Ct Cc

χtrivial 1 1 1

χsigno 1 −1 1

χ3 ? ? ?

Donde χ3 : S3 → C es el car�acter de una representaci�on irreducible

ρ3 : S3 → GL(V ) de grado n, no isomorfa a ρ1 ni a ρ2. Notamos que n ≥ 2

dado que S3 no es abeliano.

Hay varias formas de deducir que necesariamente n = 2. Por ejemplo,

notamos que S3 contiene un grupo c��clico 〈(2, 3, 1)〉 ∼= Z/3Z de ��ndice 2 y
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luego n ≤ 2. De manera similar, calculamos |S3| = 6 = 12 + 12 + n2 de donde

se concluye igualmente que n = 2. En particular, χ3(Ce) = dimC(V ) = n = 2.

Podemos usar los resultados anteriores para calcular los valores de χ3 sin

conocer expl��citamente la representaci�on ρ3. Por ejemplo, tenemos que

χregular = χtrivial + χsigno + nχ3 = χ1 + χ2 + 2χ3.

En particular, 0 = χ1(Ct) + χ2(Ct) + 2χ3(Ct) = 1 + (−1) + 2χ3(Ct) implica

que χ3(Ct) = 0. Del mismo modo se deduce que χ3(Cc) = −1, de donde se

obtiene �nalmente la tabla de caracteres de S3.

S3 Ce Ct Cc

χ1 1 1 1

χ2 1 −1 1

χ3 2 0 −1

Ejercicio 3.9.1. � Veri�car que la representaci�on ρ3 : S3 → GL(V ) se

obtiene a partir de la representaci�on de permutaci�on ρperm : S3 → GL3(C) al

restringirse al sub-espacio invariante

V = {(x1, x2, x3) ∈ C3 | x1 + x2 + x3 = 0} ∼= C2.

Ejercicio 3.9.2. � Calcular la tabla de caracteres del grupo D4.

Indicaci�on: Adem�as de la representaci�on trivial, considerar ρdet al ver D4 como

sub-grupo de GL2(C), ρsigno al ver D4 como sub-grupo de S4, ρdet ⊗ ρsigno, y

determinar el car�acter de la representaci�on restante (c.f. Ejercicio 3.8.9).





CAP�ITULO 4

ANILLOS Y M�ODULOS

4.1. Anillos e ideales

4.1.1. Primeras de�niciones. �

Recuerdo 4.1.1. � Sea (A,+, ·) un conjunto no-vac��o con dos leyes de com-

posici�on interna. Se dice que A es un anillo si:

1. (A,+) es un grupo abeliano.

2. (A, ·) es un semi-grupo.

3. Para todos a, b, c ∈ A se tiene que a(b+ c) = ab+ac y (b+ c)a = ba+ ca.

Adem�as, se dice que A es un anillo abeliano si ab = ba para todos a, b ∈ A.
Finalmente, diremos que un anillo abeliano k es un cuerpo si k 6= {0} y si

(k \ {0}, ·) es un grupo.

Ejemplo 4.1.2. � 1. (Z,+, ·) y (Z/nZ,+, ·) son anillos abelianos.

2. Mn×n(C) es un anillo (no abeliano si n ≥ 2).

3. Fp, Q, R y C son cuerpos.

¡Atenci�on! � Todos los anillos que consideraremos en este texto ser�an

abelianos, salvo Mn×n(A).

Recordemos la noci�on de unidades en un anillo abeliano.

Recuerdo 4.1.3. � Se dice que A× = {a ∈ A | ∃b ∈ A tal que ab = 1}
es el grupo de unidades de A. En particular, si k es un cuerpo entonces

k× = k \ {0}.

Del mismo modo que para grupos tenemos una noci�on asociada de mor�smo

de grupos, existe una noci�on natural de mor�smo asociada al concepto de

anillo.
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De�nici�on 4.1.4 (mor�smo de anillos). � Sean A y B anillos. Un mor-

�smo de anillos ϕ : A→ B es una aplicaci�on que preserva sumas, productos,

y tal que ϕ(1A) = 1B. En particular, ϕ(A×) ⊆ B×. Se dice que ϕ es un:

1. isomor�smo si es biyectivo, y escribimos ϕ : A
∼−→ B.

2. endomor�smo si A = B.

3. automor�smo si es un isomor�smo y un endomor�smo.

De�nici�on 4.1.5 (A-�algebra). � Sea A un anillo. Una A��algebra es un

anillo B y un mor�smo ϕ : A→ B llamado mor�smo estructural.

Notaci�on 4.1.6. � Si a ∈ A y b ∈ B, escribimos ab := ϕ(a)b.

Observaci�on 4.1.7. � Si k es un cuerpo, una k-�algebra es un k-espacio

vectorial con estructura de anillo.

De�nici�on 4.1.8 (mor�smo de A��algebras). � Sea A un anillo. Un

mor�smo de A��algebras es un mor�smo de anillos f : B → C entre A�

�algebras, compatible con sus mor�smos estructurales. Es decir, tal que el

diagrama

B
f

// C

A

ϕB

__

ϕC

??

es conmutativo.

Ejemplo 4.1.9 (anillo de polinomios). � Sea A un anillo. Denotamos

por A[X1, . . . , Xn] al anillo de polinomios con coe�cientes en A en n variables

X1, . . . , Xn.

El siguiente resultado, cuya demostraci�on se deja como ejercicio, permite

pensar a A[X1, . . . , Xn] como la A��algebra m�as peque�na equipada con una

lista de n elementos.

Teorema 4.1.10 (propiedad universal). � Sea B un anillo. Sea

ϕ : A → B un mor�smo y sean x1, . . . , xn ∈ B. Entonces, existe un

�unico mor�smo π : A[X1, . . . , Xn] → B tal que π|A = ϕ y π(Xi) = xi para

todo i ∈ {1, . . . , n}. Expl��citamente,

π
(∑

a(i1,...,in)X
i1
1 · · ·X

in
n

)
=
∑

ϕ(a(i1,...,in))x
i1
1 · · ·x

in
n .

Una de las de�niciones fundamentales en la teor��a de anillos es la de dominio

de integridad.
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De�nici�on 4.1.11 (dominio de integridad). � Sea A un anillo tal que

A 6= {0}. Decimos que A es un dominio de integridad (�o dominio) si para

todos a, b ∈ A tales que ab = 0 se tiene que a = 0 �o b = 0.

Ejemplo 4.1.12. �

1. Z es un dominio.

2. Todo cuerpo es un dominio.

3. Z/nZ es un dominio si y s�olo si n es primo.

De�nici�on 4.1.13 (cuerpo de fracciones). � Sea A un dominio. De�ni-

mos su cuerpo de fracciones KA �o Fr(A) como el conjunto de �fracciones� a
b

(es decir, de clases de equivalencia [(a, b)]) donde a ∈ A, b ∈ A \ {0}, en donde

de�nimos
a

b
=
a′

b′
⇐⇒ ab′ = a′b.

Ejercicio 4.1.14. �

a) Demostrar que KA es un cuerpo, y que A
ι
↪−→ KA (es decir, la aplicaci�on

natural ι : A→ KA, a 7→ a
1 es un mor�smo inyectivo).

b) Demostrar que si A es un dominio, entonces A[X] tambi�en.

c) Haciendo uso del ��tem anterior, demostrar (por inducci�on) que si A es

un dominio, entonces A[X1, ..., Xn] tambi�en. Esto nos permite de�nir el

cuerpo de funciones racionales

A(X1, . . . , Xn) := Fr(A[X1, . . . , Xn])

=

{
f(X1, . . . , Xn)

g(X1, . . . , Xn)

∣∣∣∣ f, g ∈ A[X1, . . . , Xn], g 6= 0

}
.

d) Sea A un dominio. Calcular (A[X])×.

Notar que en general, si A no es un dominio, esto es m�as dif��cil. Por

ejemplo, (2X + 1)2 = 1 en (Z/4Z)[X].

4.1.2. Ideales. �

De�nici�on 4.1.15 (ideal). � Sea A un anillo. Un sub-conjunto I ⊆ A es

un ideal de A si

1. (I,+) es un sub-grupo de (A,+); y

2. para todo a ∈ A y todo b ∈ I se tiene que ab ∈ I.

Observaci�on 4.1.16. � Sea A un anillo, sea I ⊆ A un ideal, y sean

a, b ∈ A. Consideremos el grupo abeliano cociente (A/I,+). Es claro que

la clase (a + I) + (b + I) = (a + b)I (es decir, que la clase (a + b)I est�a
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bien de�nida). Observemos que (a + I)(b + I) = ab + I (es decir, que la

clase ab + I est�a bien de�nida). En efecto, si a′ ∈ a + I y b′ ∈ b + I,

existen i1, i2 ∈ I tales que a′ = a + i1 y b′ = b + i2. Por lo tanto,

a′b′ = (a+ i1)(b+ i2) = ab+ ai2 + bi1 + i1i2 ∈ ab+ I.

El an�alisis anterior se traduce en el hecho que la proyecci�on

p : A→ A/I

a 7→ a+ I

es un mor�smo de anillos. Notar que p es sobreyectivo y que ker(p) = I.

Rec��procamente, dado (I,+) un sub-grupo de (A,+), es posible demostrar

que si p : A→ A/I es un mor�smo de anillos entonces I es un ideal.

Teorema 4.1.17 (propiedad universal). � Sean A,B anillos, sea I ⊆ A

un ideal, y sea ϕ : A→ B un mor�smo tal que ϕ(I) = {0B}. Entonces, existe
un �unico mor�smo ϕ̂ : A/I → B tal que ϕ = ϕ̂◦p. Es decir, tal que el siguiente
diagrama es conmutativo

A

p !! !!

ϕ
// B

A/I

∃! ϕ̂

==

Proposici�on 4.1.18. � Sean A,B anillos, sea ϕ : A → B un mor�smo, y

sea J ⊆ B un ideal. Entonces, ϕ−1(J) ⊆ A es un ideal. En particular, ker(ϕ)

es un ideal de A.

Demostraci�on. � Sean a ∈ A y b ∈ ϕ−1(J) (i.e., ϕ(b) ∈ J). Notar que

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) ∈ J , pues ϕ(b) ∈ J y J es un ideal. As��, ab ∈ ϕ−1(J).

El siguiente resultado permite caracterizar a los cuerpos a traves de sus

ideales.

Proposici�on 4.1.19. � Sea A un anillo tal que A 6= {0}. Entonces, A es un

cuerpo si y s�olo si {0} y A son sus �unicos ideales.

Demostraci�on. � Supongamos que A es un cuerpo. Si {0} 6= I es un ideal y

a ∈ I \ {0}, entonces a−1a = 1 ∈ I. Luego, para todo b ∈ A, se tiene que

b = b · 1 ∈ I, lo que implica que I = 〈1〉 = A.

Supongamos ahora que los �unicos ideales del anillo A son {0} y A. Dado

un elemento arbitrario 0 6= a ∈ A, consideremos 〈a〉 := {ab, b ∈ A}, el ideal
generado por a. Como a ∈ 〈a〉, se tiene que 〈a〉 6= {0} y luego 〈a〉 = A = 〈1〉.
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En particular, existe b ∈ A tal que ab = 1. Como a 6= 0 es fue escogido de

manera arbitraria, esto implica que A es un cuerpo.

Ejemplo 4.1.20. �

1. Los ideales de Z son de la forma In := nZ, n ∈ N.
2. La inclusi�on ι : Z ↪→ R es un mor�smo de anillos. Si n ≥ 1, entonces

ϕ(In) no es un ideal de R. En particular, la imagen de un ideal via un

mor�smo de anillos no es necesariamente un ideal.

3. Sea A un anillo. Si {Ij}j∈J es una familia de ideales de A, entonces

∩j∈JIj es un ideal de A.

4. Sea A un anillo. Si S ⊆ A es un sub-conjunto, entonces

〈S〉 :=
⋂
S⊆I
I ideal

I =

{ ∑
�nita

aisi, ai ∈ A, si ∈ S

}

es el ideal generado por S. En particular, si S = {a} denotamos por

〈S〉 = 〈a〉 al ideal generado por a ∈ A.
5. Sean A,B anillos. Si ϕ : A → B es un mor�smo, entonces la propiedad

universal del cociente implica (al igual que en el caso de grupos) que el

mor�smo inducido ϕ̂ : A/ ker(ϕ)
∼−→ Im(ϕ) es un isomor�smo.

6. Sea A un anillo. Sean a ∈ A y π : A[X]→ A un mor�smo de A-�algebras

tal que π(X) = a. El algoritmo de la divisi�on implica que si f(X) ∈ A[X],

entonces f(X) = g(X)(X − a) + b, para ciertos g(X) ∈ A[X] y b ∈ A.
Luego, π(f(X)) = b. Esto basta para concluir que ker(π) = 〈X − a〉 y
que Im(π) = A. Por lo tanto, el ejemplo anterior implica que existe un

isomor�smo A[X]/〈X − a〉 ∼−→ A.

De�nici�on 4.1.21 (conjunto multiplicativo). � Sea A un anillo y sea

S ⊆ A un sub-conjunto. Diremos que que S es un conjunto multiplicativo

si 1 ∈ S, y si para todos a, b ∈ S se tiene que ab ∈ S.

Uno de los conceptos fundamentales en la teor��a de anillos es la de ideal

primo, generalizando la idea de n�umero primo.

De�nici�on 4.1.22 (ideal primo). � Sea A un anillo y sea p ⊆ A un ideal.

Diremos que p es primo si A \ p es un conjunto multiplicativo, es decir, si

1 /∈ p, y si para todos a, b ∈ A tales que ab ∈ p se tiene que a ∈ p �o bien b ∈ p.

Lema 4.1.23. � Sea ϕ : A → B un mor�smo de anillos y sea T ⊆ B un

sub-conjunto. Entonces,

1. Si T es multiplicativo, ϕ−1(T ) es multiplicativo.
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2. Si ϕ es sobreyectivo y ϕ−1(T ) es multiplicativo, T es multiplicativo.

Demostraci�on. � De�namos S := ϕ−1(T ) ⊆ A. Para probar (1) notamos

que 1 ∈ S, pues ϕ(1) = 1 ∈ T . Adem�as, para todos a, b ∈ S se tiene que

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) ∈ T , pues ϕ(a) ∈ T y ϕ(b) ∈ T . Por lo tanto, S es

multiplicativo.

Para probar (2), notamos que ϕ(1) = 1 ∈ T , pues 1 ∈ S. Adem�as, para

todos a, b ∈ S se tiene que ϕ(a), ϕ(b), ϕ(ab) ∈ T . Como ϕ es sobreyectivo,

para todo t ∈ T existe un s ∈ S tal que t = ϕ(s).

Proposici�on 4.1.24. � Sea ϕ : A→ B un mor�smo de anillos y sea q ⊆ B
un ideal. Entonces,

1. Si q es primo, ϕ−1(q) es primo.

2. Si ϕ es sobreyectivo y ϕ−1(q) es primo, q es primo.

Demostraci�on. � Aplicar el lema anterior al conjunto T = B \ q.

Corolario 4.1.25. � Sean A un anillo y p ⊆ A un ideal. Entonces, p es un

ideal primo si y s�olo si A/p es un dominio.

Demostraci�on. � Consideramos la proyecci�on can�onica π : A → A/p, la cual

es sobreyectiva. Luego, la Proposici�on anterior implica que p = π−1(〈0〉) es

un ideal primo si y s�olo si 〈0〉 ⊆ A/p es un ideal primo. Esto �ultimo, por

de�nici�on, equivale a decir que 1 /∈ 〈0〉 (i.e., A/p 6= {0}) y que si ab ∈ 〈0〉
entonces a ∈ 〈0〉 �o bien b ∈ 〈0〉. Siendo esto �ultimo precisamente la de�nici�on

de dominio.

Ejemplo 4.1.26. �

1. El ideal In = nZ ⊆ Z es primo si y s�olo si n es primo.

2. Sea A un dominio y sea a ∈ A. Como A[X]/〈X − a〉 ∼= A, se tiene que

〈X − a〉 ⊆ A[X] es un ideal primo.

Otro concepto fundamental es el de ideal maximal.

De�nici�on 4.1.27 (ideal maximal). � Sean A un anillo y m ⊆ A un ideal.

Diremos que m es un ideal maximal si m 6= A, y si para todo ideal I ⊆ A tal

que m ( I se tiene que I = A, es decir, m es maximal respecto a la inclusi�on.

Ejemplo 4.1.28. � Si A es un dominio, entonces 〈X〉 ⊆ A[X,Y ] es un ideal

primo pues A[X,Y ]/〈X〉 ∼= A[Y ], y este �ultimo es un dominio. Sin embargo,

〈X〉 ( 〈X,Y 〉, y como 〈X,Y 〉 ⊆ A[X,Y ] es un ideal propio, se tiene que

〈X〉 ⊆ A[X,Y ] no es maximal.
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Proposici�on 4.1.29. � Sea A un anillo. Entonces, A es un cuerpo si y s�olo

si 〈0〉 es un ideal maximal.

Demostraci�on. � Supongamos que A es un cuerpo y sea 〈0〉 6= I ⊆ A un ideal.

Sea a ∈ I \ {0}. Dado que A es un cuerpo, se tiene que a−1a = 1 ∈ I, y luego

I = A.

Por otro lado, si suponemos que 〈0〉 es un ideal maximal de A y a ∈ A \ {0}
es un elemento arbitrario no-nulo, entonces 〈0〉 ( 〈a〉 y luego 〈a〉 = A, por

maximalidad. En particular, existe a−1 ∈ A tal que a−1a = 1.

Ejercicio 4.1.30. � Sea k un cuerpo y sea A 6= {0} un anillo. Demostrar

que todo mor�smo de anillos ϕ : k → A es inyectivo.

Corolario 4.1.31. � Sean A un anillo y m ⊆ A un ideal. Entonces, m es

maximal si y s�olo si A/m es un cuerpo.

Demostraci�on. � Sea I ⊆ A un ideal y p : A → A/I la proyecci�on can�onica.

Hay una correspondencia biyectiva

{ideales J ⊆ A tal que I ⊆ J} 1:1←→ {ideales K ⊆ A/I}
J 7−→ J/I := {b+ I, b ∈ J} = p(J)

p−1(K)←−p K

la cual preserva inclusiones. Luego, dado que m es enviado a 〈0〉 ⊆ A/m v��a

la proyecci�on can�onica, tenemos que m ⊆ A es maximal si y s�olo si 〈0〉 ⊆ A/m
es maximal, siendo esto �ultimo equivalente a que A/m sea un cuerpo, gracias

a la Proposici�on 4.1.29.

Ejemplo 4.1.32. � Sea k un cuerpo, sea n ∈ N≥1, y sean a1, . . . , an ∈ k.

Entonces, el ideal m := 〈X1 − a1, . . . , Xn − an〉 ⊆ k[X1, . . . , Xn] es maximal,

pues k[X1, . . . , Xn]/m ∼= k.

Recuerdo 4.1.33 (Lema de Zorn). � Sea P un conjunto y sea R una

relaci�on en P . Si para todo (a, b) ∈ P ×P tal que (a, b) ∈ R escribimos a 4 b,
entonces decimos que R es un orden parcial si es:

1. re�exiva: a 4 a para todo a ∈ P ,
2. anti-sim�etrica: si a 4 b y b 4 a entonces a = b, para todos a, b ∈ P ,
3. transitiva: si a 4 b y b 4 c entonces a 4 c, para todos a, b, c ∈ P .

El par (P,4) es llamado un conjunto parcialmente ordenado.
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Sea (P,4) un conjunto parcialmente ordenado y sea T ⊆ P un sub-conjunto.

Decimos que T es totalmente ordenado o una cadena si para todos a, b ∈ T
se tiene que a 4 b o bien b 4 a.

Sea T ⊆ P una cadena y sea s ∈ P . Decimos que s es una cota superior

de T si t 4 s para todo t ∈ T . Un conjunto parcialmente ordenado no vac��o tal

que toda cadena posee una cota superior es llamado un conjunto inductivo.

Sea m ∈ P . Decimos que m es un elemento maximal si para todo a ∈ P
se tiene que m 4 a implica que m = a.

Finalmente, el lema de Zorn a�rma que todo conjunto inductivo posee al

menos un elemento maximal.

Proposici�on 4.1.34. � Todo anillo A posee un ideal maximal, y todo ideal

I ( A est�a contenido en un ideal maximal.

Demostraci�on. � Sea I ( A un ideal. Consideremos el conjunto P de los

ideales J ( A tales que I ⊆ J . El conjunto P es no vac��o, pues I ∈ P ,

y es un conjunto parcialmente ordenado respecto a la inclusi�on 4:=⊆. Sea

J0 ⊆ J1 ⊆ . . . ⊆ Jn ⊆ . . . una cadena en P . Notar que S := ∪i≥0Ji ∈ P , pues
1 /∈ Ji para todo i ≥ 0, y que S es una cota superior de la cadena. Luego, el

lema de Zorn implica que P posee un elemento maximal m. M�as a�un, se tiene

que m es un ideal maximal, de donde se concluye la demostraci�on.

4.1.3. Anillos reducidos y anillos noetherianos. �

De�nici�on 4.1.35 (radical de un ideal). � Sea A un anillo y sea I ⊆ A

un ideal. El radical de I es el ideal
√
I :=

{
a ∈ A | ∃n ∈ N≥1 tal que an ∈ I

}
.

En particular, I ⊆
√
I. Decimos que I es un ideal radical si I =

√
I.

Ejemplo 4.1.36 (nilradical). � El nilradical de un anillo A est�a dado por

Nil(A) :=
√
〈0〉 = {a ∈ A | ∃n ∈ N≥1 tal que an = 0}.

Decimos que A es un anillo reducido si Nil(A) = 〈0〉. En otras palabras, A

es reducido si y s�olo si 0 ∈ A es el �unico elemento nilpotente de A.

Ejercicio 4.1.37. � Sean A = Z y In = nZ. Calcular
√
In.

Ejemplo 4.1.38. � Sea A un anillo, y sea p ⊆ A un ideal primo. Entonces

p es un ideal radical.

En efecto, si a ∈ √p entonces existe n ∈ N≥1 tal que an ∈ p. Si n = 1,

entonces a ∈ p. Si n ≥ 2, entonces a ·an−1 ∈ p, lo que implica que a ∈ p �o bien
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an−1 ∈ p, pues p es un ideal primo. Por inducci�on, obtenemos que a ∈ p y as��√
p ⊆ p. Dado que para todo ideal se tiene p ⊆ √p, se concluye que √p = p.

En particular, si I ⊆ A es un ideal entonces

I maximal =⇒ I primo =⇒ I radical.

Proposici�on 4.1.39. � Sea A un anillo, y sea I ⊆ A un ideal. Entonces, I

es radical si y s�olo si A/I es reducido.

Demostraci�on. � El ideal I es radical si y s�olo si
√
I ⊆ I, es decir, si an ∈ I

para cierto n ∈ N≥1 implica que a ∈ I. Dado que I corresponde al ideal nulo

〈0〉 ⊆ A/I v��a la proyecci�on can�onica p : A→ A/I, esto �ultimo equivale a que

an = 0 en A/I implica que a = 0 en A/I, que es precisamente la de�nici�on de

que A/I sea un anillo reducido.

Proposici�on 4.1.40. � Sea A un anillo y sea I ⊆ A un ideal. Entonces,
√
I =

⋂
I⊆p
primo

p,

es la intersecci�on de todos los ideales primos que contienen a I.

Demostraci�on. � Sea p un ideal primo que contiene a I, entonces I ⊆ p implica

que
√
I ⊆ √p = p. Luego,

√
I ⊆

⋂
p⊆A p.

Rec��procamente, supongamos que a /∈
√
I y sea P el conjunto ordenado (por

inclusi�on) de todos los ideales de A que contienen a I pero que no contienen

ninguna potencia am para m ≥ 1. El conjunto P es no-vac��o pues I ∈ P , y
todo sub-conjunto totalmente ordenado de elementos de P admite una cota

superior (su uni�on). Luego, el lema de Zorn implica que existe un elemento

maximal J ∈ P . Veamos que J es un ideal primo: si x e y no pertenecen a

J , entonces 〈x, J〉 /∈ P y luego existe m ≥ 1 tal que am ∈ 〈x, J〉. Del mismo

modo, existe n ≥ 1 tal que an ∈ 〈y, J〉. Deducimos que an+m ∈ 〈xy, J〉, de
donde se tiene que 〈xy, J〉 /∈ P y xy /∈ J . Finalmente, como a /∈ J tenemos

que a /∈
⋂

p⊆A p, de donde se concluye la demostraci�on.

Ejercicio 4.1.41. � Sea A un anillo y sean I, J ⊆ A ideales.

a) Probar que
√
IJ =

√
I ∩ J =

√
I∩
√
J . En particular, para todo n ∈ N≥1

se tiene que
√
In =

√
I.

b) Probar que
√
I + J =

√√
I +
√
J .
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De�nici�on 4.1.42 (anillo noetheriano). � Sea A un anillo. Se dice que

A es un anillo noetheriano si para toda cadena creciente

I1 ⊆ I2 ⊆ . . . ⊆ Ik ⊆ Ik+1 ⊆ . . .

de ideales en A, existe n ∈ N≥1 tal que In = In+k para todo k ∈ N≥1. Esta

condici�on se denomina Ascending Chain Condition (ACC).

Ejemplo 4.1.43. � Si k es un cuerpo, entonces k es noetheriano.

Ejercicio 4.1.44. �

a) Demostrar que Z es noetheriano.

b) Sea A un anillo, y sea I ⊆ A un ideal. Demostrar que si A es noetheriano,

entonces A/I tambi�en lo es.

4.1.4. Algunos teoremas de Hilbert. � El siguiente resultado probado

por Hilbert en 1890 es uno de los primeros resultados centrales en la geometr��a

algebraica.

Teorema 4.1.45 (de la base de Hilbert). � Sea A un anillo. Si A es

noetheriano, entonces A[X] tambi�en lo es.

Demostraci�on. � Observemos que si I1 ⊆ I2 ⊆ . . . ⊆ Ik ⊆ Ik+1 ⊆ . . . es una

cadena ascendente de ideales de A[X], entonces I = ∪i≥1Ii es un ideal de A[X].

Luego, basta demostrar que todo ideal I ⊆ A[X] es �nitamente generado.

Supongamos que existe un ideal J ⊆ A[X] que no �nitamente generado. En

particular, J 6= 〈0〉.
Sea J0 := 〈0〉. Para todo i ≥ 1 consideremos fi ∈ J \ Ji−1 de grado

di minimal, y sea Ji := 〈f1, . . . , fi〉. Sea ci el coe�ciente principal de fi y

de�namos el ideal a := 〈{ci}i≥1〉 ⊆ A. Dado que A es noetheriano, se tiene

que a = 〈c1, . . . , cn〉 para cierto n ∈ N≥1. Luego, cn+1 = a1c1 + . . .+ancn para

ciertos ai ∈ A. Adem�as, notemos que di ≤ di+1.

Consideremos el elemento

f := fn+1 − (a1f1x
dn+1−d1 + . . .+ anfnx

dn+1−dn) ∈ J

= (cn+1x
dn+1 + . . .)− ((a1c1 + . . .+ ancn)xdn+1 + . . .)

= (cn+1x
dn+1 + . . .)− (cn+1x

dn+1 + . . .).

Se sigue que deg(f) < dn+1 y luego f ∈ Jn. Por otra parte, tenemos que

(a1f1x
dn+1−d1 + . . .+ anfnx

dn+1−dn) ∈ Jn, de donde se deduce que fn+1 ∈ Jn,
una contradicci�on.
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Corolario 4.1.46. � Sea k un cuerpo. Entonces, k[X1, . . . , Xn] es un anillo

noetheriano. En particular, todo ideal I = 〈f1, . . . , fr〉 es �nitamente generado.

La motivaci�on de lo que sigue proviene de la geometr��a algebraica cl�asica,

iniciada por Hilbert.

Sea n ∈ N≥1. Si S ⊆ C[X1, . . . , Xn] es un conjunto de polinomios, el

teorema de la base de Hilbert implica que I := 〈S〉 = 〈f1, . . . , fr〉 es �nitamente

generado.

De�nici�on 4.1.47 (variedad algebraica af��n). � El conjunto

V (S) := {(a1, . . . , an) ∈ Cn | f(a1, . . . , an) = 0 para todo f ∈ S}

es llamado un conjunto algebraico, �o bien una variedad algebraica af��n,

�o bien un cerrado de Zariski. El uso de este �ultimo t�ermino ser�a justi�cado

en la siguiente subsecci�on.

¡Atenci�on! � Sea k un cuerpo y n ∈ N. El espacio af��n An(k) sobre el

cuerpo k es el conjunto An(k) = kn, el cual se denota usualmente por An
si el cuerpo k se sobreentiende. La principal distinci�on entre el espacio af��n

An y el espacio vectorial kn es que el origen no juega ning�un rol especial

en el espacio af��n. En estricto rigor, las variedades a�nes se de�nen como

V (S) ⊆ An. Sin embargo, en esta introducci�on a la geometr��a algebraica af��n

s�olo consideraremos k = C y escribiremos An(C) = Cn, por simplicidad.

Ejemplo 4.1.48. �

1. Tenemos que V (1) = ∅, y que V (∅) = V (0) = Cn.
2. Las intersecciones arbitrarias de conjuntos algebraicos son conjuntos al-

gebraicos. M�as precisamente,⋂
i∈I

V (Si) = V

(⋃
i∈I

Si

)
.

3. Las uniones �nitas de conjuntos algebraicos son conjuntos algebraicos.

En efecto, basta probar que V (S1) ∪ V (S2) = V (S1S2), donde

S1S2 := {f1f2, f1 ∈ S1 y f2 ∈ S2}.
Para la inclusi�on V (S1) ∪ V (S2) ⊆ V (S1S2) notamos que si

a ∈ V (S1) ∪ V (S2) entonces f1(a) = 0 para todo f1 ∈ S1 �o bien

f2(a) = 0 para todo f2 ∈ S2. En cualquier caso, se tiene que

(f1f2)(a) = f1(a)f2(a) = 0 y luego a ∈ V (S1S2).
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Para la otra inclusi�on, basta notar (por contrapositivo) que si

a /∈ V (S1)∪V (S2) entonces existen f1 ∈ S1 y f2 ∈ S2 tales que f1(a) 6= 0

y f2(a) 6= 0. En particular, (f1f2)(a) 6= 0 y luego a /∈ V (S1S2).

4. Consideremos el ideal maximal 〈X1 − a1, . . . , Xn − an〉 ⊆ C[X1, . . . , Xn].

Entonces V (〈X1−a1, . . . , Xn−an〉) = {(a1, . . . , an)} consiste en un punto,
gracias al algoritmo de la divisi�on.

5. Si S′ ⊆ S, entonces V (S) ⊆ V (S′). En otras palabras, mientras m�as

ecuaciones, menos puntos.

El siguiente resultado de Hilbert (sin demostraci�on) caracteriza los ideales

maximales de C[X1, . . . , Xn].

Proposici�on 4.1.49 (Hilbert). � Sea m ⊆ C[X1, . . . , Xn] un ideal maximal.

Entonces, m = 〈X1 − a1, . . . , Xn − an〉 para ciertos a1, . . . , an ∈ C.

Corolario 4.1.50. � Si {fi}i∈I es una familia de polinomios sin ceros co-

munes en Cn, entonces 〈{fi}i∈I〉 = C[X1, . . . , Xn].

Demostraci�on. � Sea I = 〈{fi}i∈I〉 como en el enunciado. Si I ( A es

un ideal propio, entonces existe un ideal maximal m tal que I ⊆ m. La

Proposici�on anterior implica que m = 〈X1 − a1, . . . , Xn − an〉 para ciertos

a1, . . . , an ∈ C y por lo tanto I ⊆ 〈X1 − a1, . . . , Xn − an〉. En particular,

{(a1, . . . , an)} = V (〈X1 − a1, . . . , Xn − an〉) ⊆ V (I). As��, todos los elementos

f ∈ I se anulan en el punto (a1, . . . , an) ∈ Cn, una contradicci�on.

Ejemplo 4.1.51. � En C2 tenemos los siguientes ejemplos de variedades

algebraicas a�nes.

x

y

Imagen 1. La par�abola V (Y −X2).
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x

y

Imagen 2. La c�ubica nodal V (Y 2 −X2 −X3).

x

y

Imagen 3. La c�ubica cuspidal V (Y 2 −X3).

El siguiente resultado, llamado comunmente el Teorema de los ceros de

Hilbert o Hilbert Nullstellensatz (en alem�an), data de 1893 y es un resul-

tado fundamental en geometr��a algebraica.

Teorema 4.1.52 (Hilbert Nullstellensatz). � Sea g ∈ C[X1, . . . , Xn], y

sea I ⊆ C[X1, . . . , Xn] un ideal. Si para todo (a1, . . . , an) ∈ V (I) ⊆ Cn se tiene

que g(a1, . . . , an) = 0, entonces existe N ∈ N≥1 tal que gN ∈ I, i.e., g ∈
√
I.

Demostraci�on. � El teorema de la base de Hilbert implica que el ideal

I = 〈f1, . . . , fr〉 ⊆ C[X1, . . . , Xn] es �nitamente generado.

El truco de Rabinowitch consiste en introducir una nueva variable Xn+1.

Notemos que los polinomios f1, . . . , fr y Xn+1g − 1 no tienen ceros comunes
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en Cn+1. Luego, por el Corolario anterior, tenemos que

〈f1, . . . , fr, Xn+1g − 1〉 = C[X1, . . . , Xn+1].

As��, existen p1, . . . , pr+1 ∈ C[X1, . . . , Xn+1] tales que

1 = p1f1 + . . .+ prfr + pr+1(Xn+1g − 1)

Si tomamos la imagen de esta expresi�on a trav�es del mor�smo

C[X1, . . . , Xn+1]→ C(X1, . . . , Xn)

Xi 7→ Xi, i = 1, . . . , n

Xn+1 7→
1

g

obtenemos

1 = p1

(
X1, . . . , Xn,

1

g

)
f1 + . . .+ pn

(
X1, . . . , Xn,

1

g

)
fn.

Finalmente, multiplicamos por el denominador com�un gN , y obtenemos

gN ∈ 〈f1, . . . , fr〉 = I.

De�nici�on 4.1.53 (ideal de un subconjunto). � Sea X ⊆ Cn un sub-

conjunto. De�nimos el ideal de X en C[X1, . . . , Xn] como

I(X) := {f ∈ C[X1, . . . , Xn] | f(a) = 0 para todo a ∈ X}.

Ejemplo 4.1.54. �

1. Si X1 ⊆ X2 ⊆ Cn, entonces I(X1) ⊇ I(X2).

2. Si X1, X2 ⊆ Cn, entonces I(X1 ∪X2) = I(X1) ∩ I(X2).

3. Una formulaci�on alternativa del Hilbert Nullstellensatz es la siguiente:

Sea I ⊆ C[X1, . . . , Xn] un ideal. Entonces,

I(V (I)) =
√
I

En particular, si I es radical, entonces I(V (I)) = I.

4.1.5. Topolog��a de Zariski y geometr��a. �

En primer lugar, recordaremos el concepto de topolog��a, e introduciremos

una topolog��a muy �util en geometr��a algebraica.

De�nici�on 4.1.55 (topolog��a). � Sea X un conjunto, y sea τ = {Ui}i∈I
una familia de subconjuntos de X. Se dice que τ es una topolog��a si:

1. ∅ ∈ τ y X ∈ τ .
2. uni�on arbitraria: para todo J ⊆ I se tiene que ∪j∈JUj ∈ τ .
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3. intersecci�on �nita: si U1, U2 ∈ τ , entonces U1 ∩ U2 ∈ τ .
Los elementos de τ son llamados abiertos, �o conjuntos abiertos, y los com-

plementos de elementos de τ son llamados cerrados, �o conjuntos cerrados.

Observaci�on 4.1.56. � Equivalentemente, una topolog��a τ se de�ne a partir

de sus cerrados {Fi}i∈I de la siguiente manera:

1. X y ∅ son conjuntos cerrados.

2. intersecci�on arbitraria: para todo J ⊆ I se tiene que ∩j∈JFj es un

conjunto cerrado.

3. uni�on �nita: si F1, F2 son conjuntos cerrados, entonces F1 ∪ F2 es un

conjunto cerrado.

De�nici�on 4.1.57 (topolog��a de Zariski). � La topolog��a de Zariski

en Cn es la topolog��a cuyos cerrados son los conjuntos algebraicos V (S). Un

conjunto U ⊆ Cn es un abierto Zariski si U = Cn \ V (S) para alg�un

S ⊆ C[X1, . . . , Xn]. M�as informalmente, en la topolog��a de Zariski los cer-

rados son ceros comunes de polinomios, y los abiertos sus complementos.

¡Atenci�on! � Si U, V son abiertos Zariski no vac��os, entonces U ∩ V 6= ∅.
En otras palabras, la topolog��a de Zariski no es Hausdor�.

Ejemplo 4.1.58. �

1. En C los cerrados (Zariski) son ∅, C y conjuntos �nitos.

2. Sea X ⊆ Cn, y consideremos la notaci�on de la subsecci�on anterior. Se

tiene que

V (I(X)) =: X
Zar

es la adherencia de Zariski de X en Cn.
3. Notar que {z ∈ C | sin(z) = 0} Zar = C.

Ahora discutiremos sobre anillos de funciones en geometr��a.

De�nici�on 4.1.59 (mor�smo regular). � Sean X ⊆ Cn e Y ⊆ Cm
variedades algebraicas a�nes. Un mor�smo regular ϕ : X → Y es la re-

stricci�on de una funci�on polinomial Φ : Cn → Cm tal que Φ(X) ⊆ Y , es decir,
una funci�on de la forma

(X1, . . . , Xn) 7→ (f1(X1, . . . , Xn), . . . , fm(X1, . . . , Xn))

donde fi ∈ C[X1, . . . Xn] para todo i ∈ {1, . . . ,m}. En particular, una funci�on
regular en X es un mor�smo regular ϕ : X → C.
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Notaci�on 4.1.60 (funciones regulares). � Sea X ⊆ Cn una variedad

algebraica af��n. Denotamos por

O(X) := {f : X → C funci�on regular}

a la C��algebra de funciones regulares de X.

Proposici�on 4.1.61 (functorialidad). � Sean X ⊆ Cn e Y ⊆ Cm dos

variedades algebraicas a�nes. Si ϕ : X → Y es un mor�smo regular, entonces

ϕ∗ : O(Y )→ O(X)

f 7→ f ◦ ϕ

es un mor�smo de C��algebras. Este mor�smo es denominado pullback.

Un hecho importante (que no probaremos) es que las variedades algebraicas

a�nes est�an completamente determinadas por su �algebra de funciones regulares.

Proposici�on 4.1.62. � Sean X ⊆ Cn e Y ⊆ Cm variedades algebraicas

a�nes. Existe una correspondenciamor�smos regulares

ϕ : X → Y

 ∼−→

mor�smos de C��algebras

O(Y )→ O(X)


ϕ 7−→ ϕ∗

En particular, X ∼= Y si y s�olo si O(X) ∼= O(Y ).

De la Proposici�on anterior concluimos que basta estudiar C��algebras para
comprender la teor��a de variedades algebraicas a�nes.

Luego, una cuesti�on fundamental es saber qu�e anillos aparecen como

�algebras de funciones regulares. Por de�nici�on,

O(Cn) = C[X1, . . . , Xn],

donde las Xi son funciones coordenadas. Adem�as, si X ⊆ Cn es una variedad

algebraica af��n, entonces el mor�smo de restricci�on

O(Cn)
res−−→ O(X)

f 7→ f |X
es sobreyectivo. Notamos que por de�nici�on

ker(res) = I(X) = {f ∈ C[X1, . . . , Xn] | f(a) = 0 para todo a ∈ X} .

Esto implica que O(X) ∼= C[X1, . . . , Xn]/I(X). Por lo tanto, O(X) es una

C��algebra �nitamente generada (por las clases [X1], . . . , [Xn]). M�as a�un, si
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f ∈ O(X) y n ∈ N≥1 son tales que fn = 0, entonces f = 0. En otras palabras,

O(X) es un anillo reducido (su �unico elemento nilpotente es el 0).

Rec��procamente, dada A una C��algebra �nitamente generada y reducida, si

escribimos A = 〈b1, . . . , bn〉C��alg entonces el mor�smo

C[X1, . . . , Xn]
ϕ−→ A

Xi 7→ bi

es sobreyectivo. Si I = ker(ϕ), entonces A ∼= C[X1, . . . , Xn]/I. Por otra parte,

el teorema de la base de Hilbert implica que I = 〈f1, . . . , fr〉 es �nitamente

generado. As��, X = V (I) ⊆ Cn y O(X) ∼= A. M�as a�un, C[X1, . . . , Xn]/I es

reducido si y s�olo si I es radical.

Concluimos de este modo que existe una correspondenciavariedades algebraicas

a�nes X ⊆ Cn

 1:1←→

 ideales radicales

I ⊆ C[x1, . . . , xn]


X 7−→ I(X)

V (I)←−p I

En otras palabras, y m�as informalmente, las propiedades geom�etricas de X se

traducen en propiedades algebraicas de O(X).

Observaci�on 4.1.63. � La biyecci�on en la conclusi�on anterior se tiene ya

que I(V (I)) =
√
I = I, donde la primera igualdad es implicada por el Hilbert

Nullstellensatz, y la segunda igualdad se tiene pues I es radical.

Ejemplo 4.1.64. �

1. Si consideramos la variedad algebraica af��n dada por

X = {(x, y) ∈ C2 | y = x2},

entonces tenemos que I(X) = 〈y − x2〉 ⊆ C[x, y]. Luego,

O(X) = C[x, y]/〈y − x2〉 ∼= C[x] = O(C).

As��, X ∼= C son isomorfas como variedades algebraicas a�nes.
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x

y

2. Si consideramos la variedad algebraica af��n dada por

X = {(x, y) ∈ C2 | y2 = x3},

entonces tenemos que I(X) = 〈y2 − x3〉 ⊆ C[x, y]. Luego,

O(X) = C[x, y]/〈y2 − x3〉.

Es posible probar que X 6∼= C como variedades algebraicas a�nes.

x

y

Ejercicio 4.1.65. � Sea X ⊆ Cn es una variedad algebraica af��n. Probar

que existe una correspondenciapuntos a = (a1, . . . , an)

en la variedad X

 1:1←→

ideales maximales

ma ⊆ O(X)


El ejercicio anterior motiva a considerar el conjunto de todos los ideales

maximales de un anillo dado.(1)

(1)El t�ermino espectro proviene de la analog��a con el espectro de Gelfand de una �algebra

de Banach conmutativa.
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De�nici�on 4.1.66 (espectro maximal). � Sea A un anillo. De�nimos su

espectro maximal mediante

Specm(A) := {m ⊆ A ideal maximal},

el conjunto cuyos elementos son los ideales maximales de A.

Ejemplo 4.1.67. �

1. El conjunto Specm(Z) = {〈p〉, p primo} est�a en biyecci�on con el conjunto

de n�umeros primos.

2. El ejercicio anterior implica que si X ⊆ Cn es una variedad algebraica

af��n, entonces Specm(O(X)) est�a en biyecci�on con los puntos de X. En

particular, Specm(C[X1, . . . , Xn]) est�a en biyecci�on con Cn.

4.1.6. Geometr��a de ideales. � En esta subsecci�on discutiremos sobre la

geometr��a de los ideales primos, asi como de operaciones entre ideales y su

correspondiente interpretaci�on geom�etrica.

De�nici�on 4.1.68 (variedad irreducible). � Sea X ⊆ Cn una variedad

algebraica af��n. Decimos que X es irreducible si no puede ser escrita de la

forma X = X1 ∪X2, donde X1, X2 ⊆ X son variedades algebraicas a�nes no

vac��as y distintas de X. En caso contrario, diremos que X es reducible.

Ejemplo 4.1.69. � La variedad algebraica af��n

X = {(x, y) ∈ C2 : xy = 0} = {x = 0} ∪ {y = 0}

no es irreducible. Notar que I(X) = 〈xy〉 no es un ideal primo pues xy ∈ I(X)

pero x /∈ I(X) y y /∈ I(X).

Proposici�on 4.1.70. � Sea X ⊆ Cn una variedad algebraica af��n. Entonces,

X irreducible ⇐⇒ O(X) dominio entero ⇐⇒ I(X) ideal primo.

Demostraci�on. � Como O(X) ∼= C[X1, . . . , Xn]/I(X), se tiene que O(X) es

un dominio si y s�olo si I(X) es primo. Luego, basta probar queX es irreducible

si y s�olo si O(X) es un dominio entero.

Supongamos que X es irreducible, y sean f, g ∈ O(X) funciones regulares

tales que fg = 0. Igual que antes, si S ⊆ O(X) es un subconjunto, de�nimos

V (S) := {a ∈ X | f(a) = 0 ∀f ∈ S},

y luego

V (0) = X = V (fg) = V (f) ∪ V (g)

= {a ∈ X | f(a) = 0} ∪ {a ∈ X | g(a) = 0},
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donde los �ultimos dos subconjuntos son variedades algebraicas a�nes no-vac��as.

Como X es irreducible, se tiene que V (f) = X �o V (g) = X si y s�olo si f = 0

�o g = 0. As��, fg = 0 implica que f = 0 �o g = 0, es decir, que O(X) es un

dominio entero.

Rec��procamente, si X = X1 ∪ X2, donde X1, X2 ( X son subvariedades

algebraicas a�nes no-vac��as, escribimos X1 = V (S1) y X2 = V (S2), donde

S1, S2 ⊆ O(X) son subconjuntos. Luego, X = V (S1) ∪ V (S2) = V (S1S2).

Dado que X1 ( X, existe a ∈ V (S1)\V (S2). En otras palabras, existe f2 ∈ S2

tal que f2(a) 6= 0, y en particular f2 6= 0 en O(X). An�alogamente, existen

b ∈ V (S2) \ V (S1) y f1 ∈ S1 tales que f1(a) 6= 0, y en particular f1 6= 0 en

O(X). Sin embargo f1f2 ∈ S1S2 es 0, pues X = V (S1S2). Concluimos que

O(X) no es un dominio entero.

De�nici�on 4.1.71 (operaciones sobre ideales). � Sea A un anillo, y sean

I, J ⊆ A ideales. De�nimos:

1. La suma de I y J mediante

I + J := {a+ b | a ∈ I, b ∈ J} = 〈I ∪ J〉.

2. El producto de I y J mediante

IJ := 〈{ab : a ∈ I, b ∈ J}〉 =

{∑
�nita

aibi : ai ∈ I, bi ∈ J

}
.

Notaci�on 4.1.72. � Sea A un anillo. Si {Ik}k∈K es una colecci�on de ideales

en A, entonces escribimos∑
k∈K

Ik = 〈{Ik}k∈K〉 =

{∑
�nita

ak, ak ∈ Ik

}
.

Observaci�on 4.1.73. � Si los ideales I, J ⊆ A son �nitamente generados,

entonces la suma I + J y producto IJ pueden ser descritos expl��citamente

en t�ermino de los generadores. Concretamente, si I = 〈a1, . . . ar〉 y

J = 〈b1, . . . , bs〉, entonces

I + J = 〈a1, . . . , ar, b1, . . . , bs〉

y

IJ = 〈a1b1, . . . , arb1, a1b2, . . . , arb2, . . . , arbs〉.

Ejercicio 4.1.74. � Sean n,m ∈ N≥1, y sean In = nZ ⊆ Z y Im = mZ ⊆ Z
ideales. Demostrar que InIm = nmZ, que In ∩ Im = mcm(n,m)Z, y que

In + Im = mcd(n,m)Z.
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Interpretaci�on geom�etrica 4.1.75. � Si I, J ⊆ C[X1, . . . , Xn] son ideales,

entonces V (IJ) = V (I) ∪ V (J) y V (
∑

k∈K Ik) = ∩k∈KV (Ik).

Observaci�on 4.1.76. � En general, siempre se cumple que IJ ⊆ I ∩ J . Sin
embargo, esta inclusi�on puede ser estricta. Por ejemplo, en el ejercicio anterior,

InIm = In ∩ Im si y s�olo si n y m son primos relativos.

¡Atenci�on! � Recordemos que si A es un anillo, entonces su espectro maxi-

mal est�a dado por

Specm(A) = {m ⊆ A ideal maximal}.

En general, si ϕ : A → B es un mor�smo de anillos, y mB ⊆ B es un ideal

maximal (y, por lo tanto, primo), entonces ϕ−1(mB) es un ideal primo pero no

necesariamente es maximal. Por ejemplo, si A = Z, B = Q, y ϕ = ι : Z ↪→ Q
es la inclusi�on, entonces 〈0〉 ⊆ Q es maximal, pero 〈0〉 ⊆ Z no es maximal.

Observaci�on 4.1.77 (geometr��a algebraica moderna)

En 1960, Alexander Grothendieck (1928�2014) introdujo la noci�on de

esquema af��n, que generaliza la noci�on de variedad algebraica af��n en geometr��a

algebraica cl�asica. Expl��citamente, si A es un anillo, de�nimos su espectro

como

Spec(A) = {p ⊆ A ideal primo}
Podemos dotar a Spec(A) de la topolog��a de Zariski, cuyos cerrados son

V (S) := {p ∈ Spec(A) | p ⊇ S}

donde S ⊆ A es un subconjunto arbitrario. Esta es una mejor de�nici�on que la

que presentamos al inicio de la subsecci�on, pues si B es otro anillo, y ϕ : A→ B

es un mor�smo, la aplicaci�on

ϕ# : Spec(B)→ Spec(A)

p 7→ ϕ−1(p)

est�a bien de�nida, y es continua respecto a la topolog��a de Zariski.

4.1.7. Mor�smos entre cocientes y teorema chino del resto. �

Sea A un anillo, y sean I, J ⊆ A ideales tales que I ⊆ J . Denotemos por

pI : A → A/I y pJ : A → A/J las proyecciones can�onicas asociadas a los

cocientes respectivos. Como pJ(I) = 〈0〉 en A/J , por propiedad universal del
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cociente asegura la existencia de un �unico mor�smo p̂J tal que el siguiente

diagrama conmuta:

A

pI     

pJ
// // A/J

A/I

∃! p̂J

<<

Proposici�on 4.1.78. � La imagen J/I := pI(J) de J es A/I es un ideal, y

p̂J induce un isomor�smo

(A/I)/(J/I) ∼= A/J.

Demostraci�on. � Notemos que ker(p̂J) = ker(pJ)/I = J/I es un ideal. Como

pJ es sobreyectivo, p̂J es sobreyectivo tambi�en. Luego,

(A/I)/ ker(p̂J) = (A/I)/(J/I) ∼= Im(p̂J) = A/J,

de donde se concluye el resultado.

Interpretaci�on geom�etrica 4.1.79. � Si Y ⊆ X ⊆ Cn son variedades alge-

braicas a�nes, se tiene que O(X) ∼= O(Cn)/I(X), y que O(Y ) ∼= O(Cn)/I(Y ).

La Proposici�on anterior implica que O(Y ) ∼= O(X)/(I(Y )/I(X)).

Ejemplo 4.1.80. � Un caso particular importante donde se aplica lo anterior

es el de dos ideales I, J ⊆ A (no necesariamente incluidos uno en el otro), y

donde se considera la inclusi�on I ⊆ I+J . La Proposici�on anterior implica que

(A/I)/((I + J)/I) ∼= A/(I + J).

Observaci�on 4.1.81. � Sea A un anillo, y sean I, J ⊆ A ideales. De�nimos

el mor�smo

ϕ : A→ A/I ×A/J
a 7→ (a mod I, a mod J)

y notamos que ker(ϕ) = I ∩ J . La propiedad universal del cociente implica

que el mor�smo

A/(I ∩ J)
ϕ̂=(pI ,pJ )
↪−−−−−−→ A/I ×A/J

es inyectivo. El siguiente resultado permite determinar cu�ando ϕ̂ es un iso-

mor�smo.

Teorema 4.1.82 (chino del resto). � Sea A un anillo, y sean I, J ⊆ A

ideales. Sea

ϕ : A/(I ∩ J) ↪−→ A/I ×A/J
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el mor�smo inyectivo natural. Entonces, ϕ es un isomor�smo si y s�olo si

I + J = A. M�as a�un, en tal caso se tiene que IJ = I ∩ J , y luego

A/(IJ) ∼= A/(I ∩ J) ∼= A/I ×A/J.

Demostraci�on. � Supongamos que I + J = A. Luego, existen a ∈ I y b ∈ J
tales que a + b = 1. Dados x, y ∈ A, buscamos hallar c ∈ A/(I ∩ J) tal que

c ≡ x mod I y c ≡ y mod J . De�namos c := ay + bx ∈ A. Entonces,

c− x = ay + bx− x = ay + x(b− 1) = ay + x(−a) = a(y − x).

Como a(y − x) ∈ I pues a ∈ I, se tiene que c ≡ x mod I. An�alogamente,

c ≡ y mod J . Por lo tanto, ϕ es sobreyectivo.

Supongamos que ϕ es sobreyectivo. Entonces, existe b ∈ A tal que

ϕ(b) = (1, 0) ∈ A/I × A/J . Esto �ultimo es equivalente a que b ∈ 1 + I y

b ∈ J . De�namos a = 1− b ∈ I, y notemos que como a ∈ I, b ∈ J y a+ b = 1,

tenemos que I + J = A.

Finalmente, notemos que siempre se tiene que IJ ⊆ I ∩ J . Por lo tanto,

basta demostrar que I ∩ J ⊆ IJ . Para ello, escribamos a+ b = 1, donde a ∈ I
y b ∈ J . Dado x ∈ I∩J , tenemos que ax ∈ IJ y bx ∈ IJ , de donde concluimos

que x = ax+ bx ∈ IJ .

Ejemplo 4.1.83. � Sean n,m ∈ N≥1, y sean In = nZ ⊆ Z e Im = mZ ⊆ Z
ideales. Entonces, por el lema de B�ezout, In + Im = Z si y s�olo si n y m son

primos relativos. En este caso, InIm = In ∩ Im = nmZ, y luego

Z/(nmZ) ∼= Z/(nZ)× Z/(mZ),

que es precisamente la versi�on del teorema chino del resto que hemos estudiado

anteriormente en el contexto de grupos (ver Teorema 2.4.2).

4.2. M�odulos sobre un anillo

4.2.1. Primeras de�niciones. �

De�nici�on 4.2.1 (m�odulo). � Sea A un anillo. Un A-m�odulo M es un

grupo abeliano dotado de una "acci�on" de A

A×M →M

(a,m) 7→ am

tal que para todos a, b ∈ A y m,n ∈M se tiene:

1. a(m+ n) = am+ an

2. (a+ b)m = am+ bm, y tambi�en (ab)m = a(bm)
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3. 1 ·m = m

Ejemplo 4.2.2. �

1. Un ideal I de A es un A-m�odulo. En particular, A es un A-m�odulo.

2. Si A = k cuerpo, un A-m�odulo es un k-espacio vectorial.

3. SiA = Z, un Z-m�odulo es un grupo abeliano (de�niendo nx :=

n veces︷ ︸︸ ︷
x+ . . .+ x).

4. A[x] es un A-m�odulo.

5. A/I es un A-m�odulo (de�niendo a · (b+ I) = ab+ I).

¡Atenci�on! � Los m�odulos generalizan muchos conceptos conocidos (cf. Teo-

rema de Freyd�Mitchell (1965))

Interpretaci�on geom�etrica 4.2.3. � Si A = k es un cuerpo, un k-m�odulo es

un k-espacio vectorial. En general, si A es un anillo (conmutativo con unidad)

arbitrario, la forma intuitiva de pensar un A-m�odulo es como una colecci�on de

espacios vectoriales, uno sobre cada punto de Spec(A) (c.f. espacio tangente).

M

p

Mp

Spec(A)

De�nici�on 4.2.4 (mor�smo de m�odulos). � Unmor�smo ϕ : M →M ′

de A-m�odulos es un mor�smo de grupos abelianos que es A-lineal, es decir,

ϕ(am) = aϕ(m)

para todos a ∈ A y m ∈M .

Notaci�on 4.2.5. � Sean M,M ′ dos A-m�odulos. Denotamos

HomA−mod(M,M ′) := HomA(M,M ′)

=
{
ϕ : M →M ′ mor�smo de A-m�odulos

}
Adem�as, EndA(M) := HomA(M,M).
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Ejemplo 4.2.6. � Sean A = k un cuerpo, M ∼= kn y M ′ ∼= km espacios

vectoriales. Entonces EndA(M) ∼= Mn×n(k) y HomA(M,M ′) ∼= Mm×n(k)

Observaci�on 4.2.7. � HomA(M,M ′) puede ser dotado de una estructura

natural de A-m�odulo de�niendo

(a · ϕ)(m) := aϕ(m) y (ϕ1 + ϕ2)(m) := ϕ1(m) + ϕ2(m).

Como siempre, un isomor�smo de A-m�odulos es un mor�smo biyectivo.

Ejemplo 4.2.8. � Si f ∈ HomZ(Z,Z) entonces f(1) = n para cierto n ∈ Z.
Luego f(m) = f(m·1) = mf(1) = mn, donde la pen�ultima igualdad se obtiene

al ver m como un escalar. En particular, HomZ(Z,Z) ∼= Z

Ejemplo 4.2.9. � A = R, M = C 1(R), M ′ = C 0(R), entonces

ϕ : M →M ′

f 7→ ϕ(f) = f ′

es un mor�smo de A-m�odulos.

Ejercicio 4.2.10. � Sea A un anillo y M un A-m�odulo. Determinar

HomA(A,M) (cf. Ejemplo 4.2.8).

De�nici�on 4.2.11 (sub-m�odulo). � Sea M un A-m�odulo. Un sub-

m�odulo N de M es un subgrupo N ⊆ M estable por la acci�on de A sobre

M , i.e., an ∈ N para todos a ∈ A y n ∈ N . En otras palabras, la inclusi�on

N ↪−→M es un mor�smo de A-m�odulos.

Ejemplo 4.2.12. �

1. Si A = k cuerpo. Un sub-m�odulo es un sub-espacio vectorial.

2. Si consideremos A como un A-m�odulo via la multiplicaci�on, un sub-

m�odulo de A es un ideal de A

3. Sea ϕ : M →M ′ mor�smo de A-m�odulos.

a) Si N ⊆ M es un sub-m�odulo, entonces ϕ(N) ⊆ M ′ es un sub-

m�odulo.

b) Si N ′ ⊆ M ′ es un sub-m�odulo, entonces ϕ−1(N ′) ⊆ M es un sub-

m�odulo.

En particular, ker(ϕ) e Im(ϕ) son sub-m�odulos.

El siguiente resultado, cuya demostraci�on se deja como ejercicio, describe

c�omo un mor�smo de m�odulos induce naturalmente mor�smos llamados co-

munmente como pullback y pushforward.
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Teorema 4.2.13 (functorialidad). � Sea ϕ : M → M ′ un mor�smo de

A-m�odulos y sea N un A-m�odulo cualquiera. Entonces, el pullback

ϕ∗ : HomA(M ′, N)→ HomA(M,N)

f 7→ f ◦ ϕ

es un mor�smo de A-m�odulos. Similarmente, el pushforward

ϕ∗ : HomA(N,M)→ HomA(N,M ′)

f 7→ ϕ ◦ f

es un mor�smo de A-m�odulos.

4.2.2. M�odulos cocientes. � Del mismo modo que para grupos, espacios

vectoriales y anillos, podemos considerar cocientes de m�odulos. Concreta-

mente, si M es un A-m�odulo y N ⊆M un sub-m�odulo, de�nimos el conjunto

cociente M/N de M por la relaci�on de equivalencia

m ∼ m′ ⇔ m−m′ ∈ N,

y denotamos por

π : M →M/N

m 7→ [m]

la proyecci�on can�onica. Del mismo modo que para los casos anteriormente

discutidos, denotaremos tambi�en la clase [m] de m ∈M en M/N mediante los

s��mbolos m, m+N o m mod N , de acuerdo al contexto.

Dejamos como ejercicio para el lector veri�car que las propiedades an�alogas

a los cocientes estudiados anteriormente tambi�en se veri�can en el contexto de

m�odulos:

Ejercicio 4.2.14. � Sea A un anillo, y sean M,M ′, N tres A-m�odulos.

a) Probar que existe una �unica estructura de A-m�odulo sobre el conjunto

cociente M/N de tal suerte que π : M → M/N sea un mor�smo de

A-m�odulos.

b) Probar que π−1 induce una biyecci�onsub-m�odulos

de M/N

 ∼−→

sub-m�odulos de M

que contienen N

 ,

cuya inversa est�a dada por P 7→ π(P ) = P/N .
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c) Probar la siguiente propiedad universal del cociente: Sea ϕ : M →M ′

mor�smo de A-m�odulos tal que ϕ(N) = {0}. Entonces, existe un �unico

mor�smo de A-m�odules ϕ̂ : M/N → M ′ tal que ϕ = ϕ̂ ◦ π. Escribir el

correspondiente diagrama conmutativo.

En particular, si ϕ : M → M ′ es cualquier mor�smo de A-m�odulos y apli-

camos el Ejercicio 4.2.14(c) al sub-m�odulo N = ker(ϕ) ⊆ M , obtenemos el

resultado siguiente.

Proposici�on 4.2.15. � Todo mor�smo ϕ : M → M ′ de A-m�odulos admite

una factorizaci�on �unica

M �M/ ker(ϕ)
∼−→ Im(ϕ) ↪→M ′,

donde el primer mor�smo es la proyecci�on can�onica al cociente, el segundo es

inducido por la propiedad universal del cociente, y el tercero es la inclusi�on.

Adem�as del kernel y de la imagen del mor�smo, uno de los principales ob-

jectos asociados a un mor�smo es el cokernel.

De�nici�on 4.2.16 (cokernel). � Sea ϕ : M →M ′ mor�smo de A-m�odulos.

De�nimos el cokernel del mor�smo como

coker(ϕ) := M ′/ Im(ϕ).

Observaci�on 4.2.17. � Sea ϕ : M → M ′ mor�smo de A-m�odulos. Por la

de�nici�on de kernel y cokernel tenemos las siguientes equivalencias.

1. ϕ es inyectivo si y s�olo si ker(ϕ) = {0}.
2. ϕ es sobreyectivo si y s�olo si coker(ϕ) = {0}.

4.2.3. Operaciones sobre sub-m�odulos. � A partir de una familia de

sub-m�odulos de M , podemos formar los siguientes nuevos sub-m�odulos de M .

De�nici�on 4.2.18 (suma e intersecci�on). � Sea M un A-m�odulo y sea

{Mi}i∈I ⊆M una familia de sub-m�odulos.

1. La suma
∑

i∈IMi es el conjunto de todas las sumas �nitas∑
�nita

xi,

con xi ∈Mi. En otras palabras,
∑

i∈IMi es el sub-m�odulo m�as peque�no

de M que contiene todos los Mi.

2. La intersecci�on
⋂
i∈IMi es tambi�en un sub-m�odulo de M .
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Ejercicio 4.2.19. � Dar un ejemplo donde la suma
∑

i∈IMi y la intersecci�on⋂
i∈IMi sean diferentes.

Del mismo modo que para grupos y anillos, podemos considerar cocientes

sucesivos de m�odulos.

Proposici�on 4.2.20. � Sea A un anillo.

1. Si N ⊆ P ⊆M son A-m�odulos, entonces

(M/N)/(P/N) ∼= M/P.

2. Si N1, N2 ⊆M son A-m�odulos, entonces

(N1 +N2)/N1
∼= N2/(N1 ∩N2).

Demostraci�on. � Para probar (1) consideramos el mor�smo ϕ : M/N →M/P

de�nido por ϕ(m+N) = m+P . Notar que ϕ est�a bien de�nido y es sobreyec-

tivo. Adem�as,

ker(ϕ) = {m ∈M/N tales que m = 0 mod P} = P/N.

De esto, se tiene que

(M/N)/ ker(ϕ) = (M/N)/(P/N)
∼−→ Im(ϕ) = M/P.

Para probar (2) basta notar que la composici�on

N2 ↪→ N1 +N2 � (N1 +N2)/N1

es sobreyectiva y su kernel es N1 ∩N2.

No podemos de�nir en general el producto de sub-m�odulos de M , pero

podemos de�nir el producto de sub-m�odulos e ideales.

De�nici�on 4.2.21. � Sea I ⊆ A un ideal y sea M un A-m�odulo. De�nimos

el sub-m�odulo

IM :=

{∑
�nita

aimi

∣∣∣∣∣ ai ∈ I,mi ∈M

}
.

Ejercicio 4.2.22. � Sea I ⊆ A un ideal y sea M un A-m�odulo. Probar que

M/IM puede ser dotado de una estructura de A/I-m�odulo. En particular, si

m ⊆ A es un ideal maximal y κ = A/m es el cuerpo cociente, entonces M/mM

es un κ-espacio vectorial.

Del mismo modo que para grupos y anillos, dada una familia de m�odulos

podemos formar un nuevo m�odulo producto.
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De�nici�on 4.2.23 (producto y suma directa). � Sea A un anillo y sea

{Mi}i∈I una familia de A-m�odulos. El producto de los Mi se de�ne como el

producto cartesiano
∏
i∈IMi cuyos elementos son los (mi)i∈I con mi ∈ Mi, y

cuya estructura de A-m�odulo est�a dada por

(mi)i∈I + (m′i)i∈I := (mi +m′i)i∈I

y

a · (mi)i∈I := (ami)i∈I .

La suma directa de los Mi es el sub-m�odulo de
∏
i∈IMi dado por⊕

i∈I
Mi :=

{
(mi)i∈I ∈

∏
i∈I

Mi tales que mi = 0 salvo �nitos i ∈ I
}
.

Observaci�on 4.2.24. � Si el conjunto de ��ndices I = {1, . . . , r} es �nito,

entonces
⊕

i∈IMi =
∏
i∈IMi. En tal caso, dicho m�odulo es denotado

M1 × · · · ×Mr o bien M1 ⊕ · · · ⊕Mr.

4.2.4. M�odulos �nitamente generados y m�odulos libres. � El obje-

tivo de esta sub-secci�on es extender algunas de las nociones de �algebra lineal

al contexto de m�odulos.

De�nici�on 4.2.25. � Sea M un A-m�odulo y sea S ⊆ M un subconjunto

cualquiera. De�nimos el subm�odulo generado por S mediante

〈S〉A−m�od = 〈S〉A :=

{∑
�nita

aisi

∣∣∣∣∣ ai ∈ A, si ∈ S
}

=
⋂
S⊆N

N sub-m�odulo

N,

es decir, es el sub-m�odulo m�as peque�no de M que contiene a S.

Ejemplo 4.2.26. � Sea {Mi}i∈I ⊆M familia de sub-m�odulos, entonces

〈{Mi}i∈I〉A =
∑
i∈I

Mi.

De manera equivalente, consideremos el mor�smo

ψ :
⊕
i∈I

Mi →M

(mi)i∈I 7→
∑
i∈I

mi

siendo esta �ultima suma �nita, por la de�nici�on de suma directa. Entonces,∑
i∈IMi = Im(ψ).
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De�nici�on 4.2.27. � Sea M un A-m�odulo y sea {Mi}i∈I ⊆ M familia de

sub-m�odulos. Diremos que la familia {Mi}i∈I est�a en suma directa si el

mor�smo

ψ :
⊕
i∈I

Mi →M

(mi)i∈I 7→
∑
i∈I

mi

es inyectivo. En otras palabras, si para toda colecci�on �nita de mi ∈ Mi se

tiene que ∑
�nita

mi = 0 implica que mi = 0 para todo i.

En este caso, ψ induce un isomor�smo
⊕

i∈IMi
∼−→
∑

i∈IMi.

Observaci�on 4.2.28. � Sea A = k es un cuerpo y M = V un k-espacio

vectorial. Entonces, todo sub-espacio no trivial W ⊆ V admite un sub-espacio

complementario, es decir, existe un sub-espacio W ′ ⊆ V tal que V = W ⊕W ′.
Sin embargo, si A = Z, el sub-m�odulo N = 2Z de M = Z no posee un

suplementario, pues todo N ′ 6= {0} sub-m�odulo de Z tiene intersecci�on no nula

con 2Z.

Notaci�on 4.2.29. � Un caso particular importante del producto y la suma

directa de m�odulos {Mi}i∈I es el caso cuando Mi = A para todo i ∈ I.

En tal caso, denotamos AI :=
∏
i∈I A y A(I) :=

⊕
i∈I A. En particular, si

I = {1, . . . , r} �nito, entonces escribimos Ar o A⊕r.

En general, si i ∈ I, denotamos por ei al elemento de A(I) con i-�esima

coordenada 1 y 0 en todas las otras coordenadas.

Proposici�on 4.2.30. � Sea A un anillo e I un conjunto. Entonces,

1. Todo elemento de A(I) se escribe de manera �unica como
∑

i∈I aiei para

cierta familia (ai)i∈I casi nula (i.e., a lo m�as �nitos elementos 6= 0) de

elementos de A.

2. Propiedad universal de A(I): Para todo A-m�odulo M y toda familia

(mi)i∈I de elementos de M , existe un �unico mor�smo de A-m�odulos

ψ : A(I) →M tal que ψ(ei) = mi para todo i ∈ I.

Demostraci�on. � La prueba de (1) sigue directamente de la de�nici�on de A(I)

y los detalles se dejan como ejercicio al lector. La prueba de (2) se obtiene al

considerar de manera expl��cita ψ(
∑

i∈I aiei) :=
∑

i∈I aimi.



4.2. M�ODULOS SOBRE UN ANILLO 111

La propiedad universal de la suma directa A(I) permite de�nir en el contexto

de m�odulos las siguientes nociones cl�asicas de �algebra lineal.

De�nici�on 4.2.31. � Sea (mi)i∈I ⊆ M una familia de elementos de M y

sea ψ : A(I) → M de�nido como ei 7→ mi el mor�smo asociado. Decimos que

la familia es:

1. linealmente independiente (o libre) si ψ es inyectivo, es decir, si∑
�nita

aimi = 0 implica que ai = 0 para todo i.

2. generadora si ψ es sobreyectivo, es decir, si todo m ∈ M puede ser

escrito como m =
∑
�nita

aimi para ciertos ai ∈ A.

3. una base si ψ es un isomor�smo, es decir, si todo m ∈ M se escribe de

manera �unica como m =
∑
�nita

aimi para �unicos ai ∈ A.

Ejemplo 4.2.32. � Sea A = Z y M = Z, entonces:
1. La familia {2, 3} es generadora (cf. lema de B�ezout), pero no es una base,

pues 0 = 2 · 3− 3 · 2.
2. La familia {2} es libre, pero no es generadora.

3. Las �unicas bases deM son {1} y {−1}, cuya prueba se deja como ejercicio.

De�nici�on 4.2.33. � Sea M un A-m�odulo. Diremos que M es un m�odulo:

1. �nitamente generado (o de tipo �nito) si existe una familia gener-

adora �nita.

2. libre si posee una base. En otras palabras, si M ∼= A(I) para cierto

conjunto I.

Un resultado fundamental de �algebra lineal es el hecho que todo espacio

vectorial sobre un cuerpo posee una base. El siguiente ejemplo ilustra que esto

�ultimo no es necesariamente cierto en el contexto de m�odulos.

Ejemplo 4.2.34. � Sea A un anillo.

1. Si 〈0〉 6= I ( A es un ideal propio, entonces el A-m�oduloM := A/I no es

libre. En efecto, si a ∈ I \ {0} y m ∈ M , entonces am = 0. Esto �ultimo

implica que no existen familias libres.

2. SeaM es un A-m�odulo libre �nitamente generado de base {ei}i=1,...,n, yN

un A-m�odulo libre �nitamente generado de base {fj}j=1,...,m. Entonces,

para todo ϕ ∈ HomA(N,M) podemos escribir ϕ(fj) =
∑n

i=1 aijei para

ciertos aij ∈ A. Luego HomA(N,M) ∼= Mn×m(A).
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3. Un endomor�smo inyectivo de un m�odulo libre �nitamente generado no

es necesariamente sobreyectivo: considerar por ejemplo A = M = Z y

ϕ(m) = 2m.

4. No se puede (en general) extraer una base de una familia generadora:

considerar por ejemplo A = M = Z y la familia {2, 3}.
5. Una familia linealmente independiente no se puede (en general) completar

en una base: considerar por ejemplo A = M = Z y la familia {2}.

El Teorema 2.4.7 a�rma que toda base de un grupo abeliano libre �nitamente

generado (i.e., Z-m�odulo libre �nitamente generado) posee el mismo cardinal,

llamado el rango. El siguiente resultado (que no demostraremos) extiende

dicho al contexto de m�odulos sobre cualquier anillo A.

Teorema 4.2.35. � Sea M un A-m�odulo libre �nitamente generado. En-

tonces, todas sus bases son �nitas y del mismo cardinal, llamado el rango

de M y denotado rg(M). M�as a�un, el cardinal de una familia linealmente

independiente (resp., generadora) es ≤ (resp., ≥) rg(M).

Ejercicio 4.2.36. � Sean M y N dos A-m�odulos tales que N ⊆M .

1. Probar que si M es �nitamente generado y N ⊆ M , entonces M/N es

�nitamente generado.

2. Probar que si N y M/N son �nitamente generados, entonces M es �ni-

tamente generado.

3. Sea A = Z[x1, x2, . . .] = Z[xi, i ∈ N≥1] y M = A (�nitamente generado

por {1}). Probar que N = {polinomios de t�ermino constante nulo} ⊆M
no es �nitamente generado.

4.2.5. Teorema de Cayley-Hamilton y Lema de Nakayama. �

Recordemos que si R ∈Mn×n(A) es una matriz cuadrada, entonces

R · tcom(R) = det(R) · In
En particular, R ∈ GLn(A) si y s�olo si det(R) ∈ A×.

Teorema 4.2.37 (Cayley-Hamilton). � Sea M un A-m�odulo �nitamente

generado, y sea u : M → M un endomor�smo. Sean m1, . . . ,mn generadores

de M y escribamos u(mi) =
∑n

j=1 aijmj, donde R = (aij)1≤i,j≤n ∈Mn×n(A).

Sea P (X) = det(XIn −R) ∈ A[X], entonces P (u) = 0 en EndA(M).

Observaci�on 4.2.38. � Sea M un A-m�odulo y u : M → M un endomor-

�smo. Si I ⊆ A es un ideal tal que u(M) ⊆ IM , entonces podemos suponer

que aij ∈ I. En tal caso, si escribimos P (X) = Xn+c1X
n−1+· · ·+cn−1X+cn,
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entonces se tiene que cj ∈ Ij para todo j ∈ {1, . . . , n}. Esto �ultimo se deja

como ejercicio para el lector.

Demostraci�on del Teorema 4.2.37. � El principal ingrediente de la prueba es

dotar a M de estructura de A[X]-m�odulo. En efecto, para todo polinomio

Q ∈ A[X] y todo m ∈M de�nimos

Q ·m := Q(u)(m).

En particular, si Q(X) = X entonces Q ·mi = u(mi) =
∑n

j=1 aijmj para todo

i ∈ {1, . . . , n}. Luego, tenemos que

(XIn −R) ·


m1

...

mn

 = 0,

donde (XIn − R) ∈ Mn×n(A[X]) es una matriz con coe�entes en A[X]. Al

multiplicar a la izquierda por tcom(XIn −R) obtenemos

det(XIn −R) ·


m1

...

mn

 = 0,

donde det(XIn−R) ∈ A[X]. Dado que M = 〈m1, . . . ,mn〉A-mod, tenemos que

el polinomio P (X) = det(XIn−R) anula todo elemento del A[X]-m�odulo M .

En particular, P (u) es nulo sobre M .

¡Atenci�on! � Si A = k es un cuerpo, el Teorema de Cayley-Hamilton

dice que toda matriz cuadrada A, de polinomio caracter��stico PA, veri�ca

PA(A) = 0.

Corolario 4.2.39. � Sea M un A-m�odulo �nitamente generado. Entonces,

todo endomor�smo sobreyectivo de M es biyectivo.

Demostraci�on. � Sea f : M →M un endomor�smo sobreyectivo. Tal como en

la demostraci�on del teorema de Cayley-Hamilton, dotamos a M de estructura

de A[X]-m�odulo al de�nir X ·m := f(m).

Como f es sobreyectivo tenemos que M = IM , donde I = 〈X〉. En efecto,

esto �ultimo equivale a decir que M = f(M).

Aplicamos Cayley-Hamilton al endomor�smo u = idM , de donde deducimos

0 = P (u) = un + c1u
n−1 + · · ·+ cn−1u+ cnidM
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en EndA(M). La Observaci�on 4.2.38 implica que cj ∈ Ij = 〈Xj〉 y en particular
para todo cj existe dj ∈ A[X] tal que cj = Xdj . Luego, para todo m ∈ M se

tiene que

0 = (un + c1u
n−1 + · · ·+ cnidM )(m)

= m+ c1 ·m+ · · ·+ cn−1 ·m+ cn ·m
= m+ c1(f)(m) + · · ·+ cn(f)(m)

= m+ f(d1(f) + · · ·+ dn(f))(m),

donde la �ultima igualdad se obtiene del hecho que cj = Xdj . As��, tenemos

que idM + f ◦ Q(f) = 0 para cierto Q ∈ A[X]. Finalmente, el endomor�smo

−Q(f) ∈ EndA(M) es la inversa de f .

Ejercicio 4.2.40. � Sea M un A-m�odulo libre de rango n. Demostrar que

toda familia generadora de n elementos es una base de M .

Corolario 4.2.41. � Sea M un A-m�odulo �nitamente generado y sea I ⊆ A
un ideal tal que IM = M . Entonces, existe a ∈ I tal que (1 + a)M = 0.

Demostraci�on. � La Observaci�on 4.2.38 junto con el teorema de Cayley-

Hamilton aplicado al endomor�smo u = idM implican que existen cj ∈ Ij

tales que

un + c1u
n−1 + · · ·+ cn−1u+ cnidM = 0.

Basta entonces considerar a := c1 + . . .+ cn ∈ I.

De�nici�on 4.2.42 (radical de Jacobson). � Sea A 6= {0} un anillo.

De�nimos el radical de Jacobson de A como

rad(A) =
⋂
m⊆A

maximal

m,

la intersecci�on de todos los ideales maximales de A.

Lema 4.2.43. � Sea A un anillo no nulo. Entonces

rad(A) = {a ∈ A | 1 + ax es invertible para todo x ∈ A}.

Demostraci�on. � Supongamos que a /∈ rad(A). Luego, existe un ideal maxi-

mal m ⊆ A tal que a /∈ m. En particular, tenemos que m+ 〈a〉 = A, por lo que

existe m ∈ m y x ∈ A tales que 1 = m+ax. Dado que m∩A× = ∅, concluimos

que 1 + a(−x) /∈ A×.
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Rec��procamente, si 1 + ax no es invertible para cierto x ∈ A, entonces

〈1+ax〉 ( A es un ideal propio, y luego est�a contenido en alg�un ideal maximal

m de A. Dado que 1 /∈ m, concluimos que a /∈ m.

Teorema 4.2.44 (Lema de Nakayama, 1951). � Sea A un anillo no nulo

y sea I ⊆ rad(A) un ideal. Para todo A-m�odulo M �nitamente generado se

tiene que:

1. Si IM = M , entonces M = 0.

2. Sean m1 . . .mn ∈ M . Si las imagenes de m1, . . . ,mn en el cociente

M/IM generan dicho A-m�odulo, entonces m1, . . . ,mn generan M .

Demostraci�on. � Para probar (1) observamos que la condici�on IM = M im-

plica que existe a ∈ I tal que (1 + a)M = 0. Dado que I ⊆ rad(A), el Lema

anterior implica que 1 + a ∈ A× y luego la igualdad (1 + a)M = 0 implica que

M = 0.

Para probar (2) consideramos el A-m�odulo N := M/(Am1 · · ·+Amn). Sea

m ∈M . Dado que las imagenes de m1, . . . ,mn en el cociente M/IM generan

dicho A-m�odulo, podemos escribir

m =
n∑
j=1

ajmj (mod IM),

con aj ∈ A, es decir, m ∈ IM mod (Am1 · · ·+Amn). De esto �ultimo deduci-

mos que IN = N . Dado que N es �nitamente generado, el punto (1) aplicado

a N implica que N = 0 o, equivalentemente, que M = 〈Am1 · · ·+Amn〉.

Un caso particular muy importante en geometr��a algebraica donde el Lema

de Nakayama adopta una forma particularmente simple es el caso de anillos

que poseen un �unico ideal maximal.

De�nici�on 4.2.45 (anillo local). � Un anillo A no nulo es un anillo local

si existe un �unico ideal maximal m ⊆ A. El cuerpo κ = A/m se llama cuerpo

residual del anillo local (A,m).

Corolario 4.2.46 (Nakayama). � Sea (A,m) un anillo local con cuerpo

residual κ = A/m. Sea M un A-m�odulo �nitamente generado, entonces:

1. Si mM = M entonces M = 0.

2. Si las imagenes de m1, . . . ,mn generan el κ-espacio vectorial M/mM ,

entonces M = 〈m1, . . . ,mn〉A−mod.

El siguiente ejemplo, que es la versi�on topol�ogica de construcciones an�alogas

en geometr��a algebraica, explica el porqu�e del adjetivo local.
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Ejemplo 4.2.47 (de anillo local). � Sea C = C0([0, 1]) el anillo de fun-

ciones continuas f : [0, 1]→ R. Sea p ∈]0, 1[ un punto arbitrario que �jaremos,

y consideremos el ideal I ⊆ C de funciones continuas que se anulan en una

vecindad de p.

El cociente A := C /I es el anillo de g�ermenes de funciones continuas en

p, i.e., identi�camos dos funciones si coinciden en una vecindad de p.

Los ideales (resp. ideales maximales) de A corresponden a ideales (resp.

ideales maximales) de C que contienen I. M�as a�un, si x ∈ [0, 1], entonces

mx := {f ∈ C | f(x) = 0}

es un ideal maximal. En efecto, si de�nimos el mor�smo evaluaci�on

evx : C → R mediante f 7→ f(x), entonces evx es un mor�smo sobreyectivo y

mx = ker(evx). Luego, el cociente

C /mx
∼= R

es un cuerpo, por lo que tenemos que mx es maximal. El Ejercicio 4.2.48

implica que mp es el �unico ideal maximal que contiene a I. En conclusi�on, el

anillo A de g�ermenes de funciones continuas en p es un anillo local con ideal

maximal mA := mp/I dado por g�ermenes de funciones continuas que se anulan

en p, y cuyo cuerpo residual est�a dado por κ = A/mA
∼= R.

Ejercicio 4.2.48. � Con la notaci�on del ejemplo anterior, probar que todo

ideal maximal de C es de la forma mx para cierto x ∈ [0, 1].

Interpretaci�on geom�etrica 4.2.49. � El Lema de Nakayama puede ser

pensado como un an�alogo algebraico del teorema de la funci�on inversa. En

efecto, con la notaci�on del ejemplo anterior, considerar A = C /I, M = mA

y m = mA. La versi�on del Lema de Nakayama para anillos locales se dice

entonces que si la imagen de ciertas funciones en M/mM = m/m2 generan

dicho R-espacio vectorial, entonces generan M . Si f(t) =
∑

n≥0 an(t − p)n es

la expansi�on en serie de Taylor de una funci�on anal��tica f ∈ A en torno a p,

entonces f ∈ m si y s�olo si a0 = 0 y la imagen de f en cociente m/m2 est�a

dada por f ′(p).

4.2.6. Sucesiones exactas y complejos. � Hemos discutido anterior-

mente que el kernel (resp. el cokernel) de un mor�smo de m�odulos permite

medir que tan lejos est�a dicho mor�smo de ser inyectivo (resp. sobreyectivo).

El �area de las matem�aticas llamada �algebra homol�ogica busca generalizar

dichas ideas.
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De�nici�on 4.2.50 (sucesi�on exacta y complejo)

Sea {M i}i∈Z una familia de A-m�odulos indexada por los enteros, y sea

{di : M i → M i+1}i∈Z una familia de mor�smos de A-m�odulos, estos �ultimos

llamados usualmente diferenciales. Diremos que la colecci�on

M• : · · · d
i−2

−−−→M i−1 di−1

−−−→M i di−→M i+1 di+1

−−−→ · · ·

es

1. un complejo si di+1 ◦ di = 0 para todo i ∈ Z. En otras palabras, si

Im(di) ⊆ ker(di+1) para todo i ∈ Z.
2. una sucesi�on exacta si Im(di) = ker(di+1) para todo i ∈ Z.

Las sucesiones exactas permites escribir de manera compacta propiedades

de mor�smos, tal como lo ejempli�camos a continuaci�on.

Ejemplo 4.2.51. � Sean f : M → M ′ y g : M ′ → M ′′ dos mor�smos de

A-m�odulos. Entonces,

1. La sucesi�on

0 −→M ′
f−→M

es exacta si y s�olo si f es inyectivo.

2. La sucesi�on

M ′
f−→M −→ 0

es exacta f es sobreyectiva.

3. La sucesi�on

0 −→M ′
f−→M

g−→M ′′ −→ 0

es exacta si y s�olo si

a) f es inyectivo,

b) g es sobreyectivo, y

c) Im(f) = ker(g).

En particular, coker(f) = M/ Im(f) ∼= M ′′. Este �ultimo tipo de sucesi�on

exacta es sumamente importante, y es llamada una sucesi�on exacta

corta.

Ejercicio 4.2.52. � Sea f : M → N un mor�smo de A-m�odulos. Probar

que la sucesi�on

0→ ker(f)→M
f−→ N → coker(f)→ 0

es exacta.
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Como es de esperar, no todo complejo de�ne una sucesi�on exacta. Los

grupos de cohomolog��a, permiten medir qu�e tan lejos est�a un complejo de ser

una sucesi�on exacta.

De�nici�on 4.2.53 (cohomolog��a). � Sea (M•, d•) un complejo de A-

m�odulos dado por

M• : · · · d
i−2

−−−→M i−1 di−1

−−−→M i di−→M i+1 di+1

−−−→ · · ·

El A-m�odulo cociente

Hi(M•) :=
ker(di)

Im(di−1)

es llamado el i-�esimo grupo de cohomolog��a del complejo (M•, d•)

Observaci�on 4.2.54 (homolog��a). � Si en lugar de considerar mor�smos

di : M i →M i+1 crecientes en los ��ndices, consideramos una familia {Mi}i∈Z de
A-m�odulos junto con una familia de mor�smos {∂i : Mi →Mi−1}i∈Z, entonces
la colecci�on

M• : · · · ∂i+2−−−→M i+1 ∂i+1−−−→Mi
∂i−→Mi−1

∂i−1−−−→ · · ·

es un complejo si ∂i ◦ ∂i+1 = 0 para todo i ∈ Z o, equivalentemente, si

Im(∂i+1) ⊆ ker(∂i) para todo i ∈ Z. El A-m�odulo cociente

Hi(M•) := ker(∂i)/ Im(∂i+1)

es llamado el i-�esimo grupo de homolog��a del complejo (M•, d•).

As��, intuitivamente, las nociones de homolog��a y cohomolog��a son duales

una de la otra. Uno de los ejemplos m�as importantes de homolog��a es la

homolog��a singular asociada a un espacio topol�ogico X: informalmente, Mi

es el A-m�odulo generado por sub-variedades Xi de dimensi�on real i ≥ 0, y el

mor�smo ∂i : Mi →Mi−1 se obtiene geom�etricamente al considerar la frontera

topol�ogica ∂i(Xi) = ∂Xi.

De�nici�on 4.2.55 (mor�smo de complejos). � Un mor�smo

ϕ• : (M•, d•M )→ (N•, d•N )

entre dos complejos (M•, d•M ) y (N•, d•N ) es una familia de mor�smos

{ϕi : M i → N i}i∈Z compatible con los diferenciales: ϕi+1 ◦ diM = diN ◦ϕi para
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todo i ∈ Z. En otras palabras, el diagrama

M• :

ϕ•

��

· · ·
di−2
M // M i−1

di−1
M //

ϕi−1

��

M i
diM //

ϕi

��

M i+1
di+1
M //

ϕi+1

��

· · ·

N• : · · ·
di−2
N // N i−1

di−1
N // N i

diN // N i+1
di+1
N // · · ·

es conmutativo.

Ejercicio 4.2.56. � Demostrar que un mor�smo de complejos ϕ• : M• → N•

induce mor�smos

Hi(ϕ•) : Hi(M•)→ Hi(N•)

entre los respectivos grupos de cohomolog��a, para todo i ∈ Z.

Complejo de de Rham. � A continuaci�on daremos uno de los ejemplos funda-

mentales de complejos y de cohomolog��a, el llamado complejo de de Rham.

Tal como hemos mencionado en la Observaci�on 4.2.54, la cohomolog��a de este

complejo deber��a ser dual a cierta homolog��a. Dicha homolog��a resulta ser

precisamente la homolog��a singular, y la relaci�on precisa entre ellas es lo que

conocemos como el teorema de dualidad de Poincar�e (que se escapa de

los contenidos tratados en este texto).

De�nici�on 4.2.57 (formas diferenciales). � Sea V ∼= Rn un R-espacio
vectorial de dimensi�on n y sea r ∈ N≥1. Denotamos por

∧r V ∗ al espacio vec-

torial de r-formas multilineales alternadas sobre V . T��picamente, si `1, . . . , `r
son formas lineales en V (i.e., elementos de V ∗) entonces la r-forma multilineal

(x1, . . . , xr) 7→
∑
σ∈Sr

ε(σ)`1(xσ(1)) . . . `r(xσ(r))

es alternada, y la denotamos `1 ∧ · · · ∧ `r. Por ejemplo, si r = 2 entonces

(`1 ∧ `2)(x, y) = `1(x)`2(y)− `1(y)`2(x).

Si (e1, . . . , en) es una base de V y (e∗1, . . . , e
∗
n) base dual de V ∗, entonces

los {e∗j1 ∧ · · · ∧ e
∗
jr
}1≤j1<···<jr≤n forman una base de

∧r V ∗. En particular,

dimR
∧r V ∗ =

(
n
r

)
y todo elemento ω ∈

∧r V ∗ se escribe como

ω =
∑

1≤j1<···<jr≤n
ω(ej1 , . . . , ejr) e

∗
j1 ∧ · · · ∧ e

∗
jr .
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Si elegimos coordenadas(2) x1, . . . , xn de V y denotamos por dx1, . . . , dxn ∈ V ∗
sus diferenciales(3), entonces para cada abierto U ⊆ V denotamos por Ωr(U)

al espacio vectorial de funciones ω : U →
∧r V ∗ de clase C∞. Expl��citamente,

Ω0(U) = C∞(U) = {f : U → R de clase C∞},

y todo ω ∈ Ωr(U) se escribe de la forma

ω(x) =
∑

1≤j1<···<jr≤n
ωj1,...,jr(x) dxj1 ∧ · · · ∧ dxjr ,

donde wj1,...,jr ∈ C∞(U). Si A = C∞(U) es el R-�algebra de funciones C∞ en

el abierto U , entonces Ωr(U) es un A-m�odulo cuyos elementos son llamados

r-formas diferenciales en U .

As�� como podemos derivar funciones, podemos de�nir la derivada exterior

de una r-forma diferencial.

De�nici�on 4.2.58. � Sea f ∈ C∞(U). Su diferencial df ∈ Ω1(U) est�a

dada por

df(x) =

n∑
j=1

∂f

∂xj
(x) dxj

M�as generalmente, si ω =
∑
ωj1 , . . . , ωjr dxj1 ∧ · · · ∧ dxjr ∈ Ωr(U), entonces

de�nimos su diferencial exterior por

dω :=
∑

dωj1,...,jr ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjr ∈ Ωr+1(U)

Diremos que ω ∈ Ωr(U) es una forma cerrada si dω = 0, y diremos que es

una forma exacta si existe η ∈ Ωr−1(U) tal que ω = dη.

Ejercicio 4.2.59. � Probar que d2 = 0. En otras palabras, toda forma

exacta es una forma cerrada.

Si A = C∞(U) y ι : R ↪→ C∞(U) es la inclusi�on natural de R en A a

trav�es de las funciones constantes, el ejercicio anterior implica que tenemos el

siguiente complejo de A-m�odulos (resp. R-m�odulos):

(resp. 0→ R ι−→) Ω0(U)
d−→ Ω1(U)

d−→ Ω2(U)
d−→ . . .

d−→ Ωn(U)
d−→ 0,

llamado el complejo de de Rham.

(2)i.e., una base del espacio dual V ∗.
(3)Por de�nici�on, dxi(x1e1 + . . .+ xnen) = xi.
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De�nici�on 4.2.60. � El R-espacio vectorial de�nido como

Hr
dR(U) :=

ker{d : Ωr(U)→ Ωr+1(U)}
Im{d : Ωr−1(U)→ Ωr(U)}

=
{r-formas cerradas en U}
{r-formas exactas en U}

es llamado el r-�esimo grupo de cohomolog��a de de Rham de U .

Ejemplo 4.2.61. � Veamos algunos ejemplos concretos en dimensi�on

peque�na. Sea U = Rn.
1. Si n = 1 y x es una coordenada en R, entonces

Ω0(R) = C∞(R) = {f : R→ R de clase C∞},

Ω1(R) = {ω(x) = g(x) dx, g ∈ C∞(R)}.

Dado que dx∧dx = −dx∧dx = 0, tenemos que Ωr(R) = {0} para r > 1.

En general, Ωr(Rn) = {0} si r > n. En el caso n = 1, el complejo de de

Rham est�a dado por

0 // R ι // Ω0(R)
d // Ω1(R) // 0

f � // f ′(x) dx

2. Si n = 2 y (x, y) son coordenadas en R2, entonces

Ω0(R2) = C∞(R2) = {f : R2 → R de clase C∞},

Ω1(R2) = {ω(x, y) = P (x, y) dx+Q(x, y) dy, P,Q ∈ C∞(R2)},

Ω2(R2) = {ω(x, y) = g(x, y) dx ∧ dy, g ∈ C∞(R2)}.

Dado que dx ∧ dy = −dy ∧ dx y dx ∧ dx = dy ∧ dy = 0, el complejo de

de Rham est�a dado por

0 // R ι // Ω0(R2)
d // Ω1(R2)

d // Ω2(R2) // 0

f � // ∂f
∂x dx+ ∂f

∂y dy

P dx+Q dy � //

(
∂Q
∂y −

∂P
∂x

)
dx ∧ dy

donde este �ultimo c�alculo proviene de

d(P dx+Q dy) =

(
∂P

∂x
dx+

∂P

∂y
dy

)
∧ dx+

(
∂Q

∂x
dx+

∂Q

∂y
dy

)
∧ dy

=

(
∂Q

∂y
− ∂P

∂x

)
dx ∧ dy.

Cabe destacar que en este caso, si f ∈ C∞(R2) entonces df permite

determinar el rotor de f dado por ∇f = (∂f∂x ,
∂f
∂y ). Del mismo modo, si
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asociamos a la 1-forma diferencial ω = P dx + Q dy el campo vectorial

F = (P,Q), entonces dω permite determinar el rotor de F dado por

rot(F ) = ∂Q
∂y −

∂P
∂x . M�as a�un, el hecho que d2 = 0 se traduce en el

conocido hecho de c�alculo vectorial que dice que todo campo gradiente es

irrotacional : rot(∇f) = 0.

Luego, el primer grupo de cohomolog��a de de Rham H1
dR(U) de un

abierto U ⊆ R2 mide cu�antos campos irrotacionales no son gradientes.(4)

Ejercicio 4.2.62. �

1. Describir expl��citamente el complejo de de Rham de R3 y veri�car que el

diferencial

d : Ω2(R3)→ Ω3(R3)

permite determinar la divergencia del campo vectorial F = (u, v, w) aso-

ciado a la 2-forma diferencial ω = u dy ∧ dz + v dz ∧ dx+ w dx ∧ dy, la
cual est�a dada por

div(F ) =
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
.

2. El teorema de Stokes a�rma que si K ⊆ Rn es una sub-variedad com-

pacta y orientable de dimR(K) = r y ω ∈ Ωr−1(Rn) es una (r− 1)-forma

diferencial, entonces ∫
K
dω =

∫
∂K

ω.

Describir expl��citamente el enunciado del teorema de Stokes en dimension

n ∈ {1, 2, 3} y comparar con los enunciados del teorema fundamental del

c�alculo (n = 1), teorema de Green (n = 2) y teorema de Gauss (n = 3).

4.2.7. M�odulos proyectivos e inyectivos. � Recordemos que si

ϕ : M → M ′ es un mor�smo de A-m�odulos y N un A-m�odulo cualquiera.

Entonces, el pullback

ϕ∗ : HomA(M ′, N)→ HomA(M,N)

f 7→ f ◦ ϕ

es un mor�smo de A-m�odulos. Dado que HomA(·, N) invierte el orden, decimos

que Hom(·, N) es contravariante.

(4)Un resultado cl�asico de c�alculo vectorial se�nala que todo campo irrotacional es gradiente

cuando U es s��mplemente conexo. De manera mucho m�as general, el lema de Poincar�e a�rma

que si U ⊆ Rn es s��mplemente conexo, entonces HrdR(U) = {0} para todo r > 0.
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Similarmente, el pushforward

ϕ∗ : HomA(N,M)→ HomA(N,M ′)

f 7→ ϕ ◦ f

es un mor�smo de A-m�odulos. Dado que HomA(N, ·) preserva el orden, deci-

mos que Hom(N, ·) es covariante.
La siguiente proposici�on detalla c�omo se comportan HomA(·, N) y

HomA(N, ·) respecto a las sucesiones exactas.(5)

Proposici�on 4.2.63. � Sea 0→ N1
α−→ N2

β−→ N3 una sucesi�on exacta y sea

M un A-m�odulo. Entonces,

0→ HomA(M,N1)
α∗−→ HomA(M,N2)

β∗−→ HomA(M,N3)

es exacta.

Sea M1
γ−→ M2

δ−→ M3 → 0 una sucesi�on exacta y sea N un A-m�odulo.

Entonces,

0→ HomA(M3, N)
δ∗−→ HomA(M2, N)

γ∗−→ HomA(M1, N)

es exacta.

Demostraci�on. � Probaremos la primera parte de la proposici�on que concierne

a HomA(M, ·), pues la demostraci�on para HomA(·, N) es completamente

an�aloga.

Notar que por de�nici�on β∗ ◦ α∗ = (β ◦ α)∗ = 0∗ = 0, donde la igualdad

β ◦ α = 0 se deduce gracias a la exactitud de la sucesi�on original. Luego,

Im(α∗) ⊆ ker(β∗).

Veamos que ker(β∗) ⊆ Im(α∗). Para esto, consideremos ϕ : M → N2 tal

que β ◦ϕ = 0 (i.e. ϕ ∈ ker(β∗)). Por exactitud de la sucesi�on original, tenemos

ϕ(m) ∈ ker(β) = Im(α) para todo m ∈M.

En particular, existe n = n(m) ∈ N1 tal que ϕ(m) = α(n). M�as a�un,

dicho n es �unico pues α es inyectivo. Si de�nimos ψ : M → N1 como

m 7→ n = n(m) entonces ψ es mor�smo de A-m�odulos, y por de�nici�on ten-

emos que α(ψ(m)) = ϕ(m) para todo m ∈M . En otras palabras, ϕ = α∗(ψ),

de donde se concluye que ker(β∗) ⊆ Im(α∗).

(5)El m�etodo de la prueba de dicha proposici�on, es lo que se c�onoce en �algebra homol�ogica

como cacer��a de diagramas (o diagram chasing): dado un diagrama conmutativo, una

demostraci�on mediante cacer��a de diagramas implica el uso formal de las propiedades del

diagrama, tales como los mapas inyectivos o sobreyectivos, o sucesiones exactas.
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Finalmente, α ◦ ψ = 0 implica que ψ = 0, pues α es inyectivo. Luego,

ker(α∗) = 0.

¡Atenci�on! � Si N2 → N3 → 0 es sobreyectivo, no necesariamente el

mor�smo HomA(M,N2) → HomA(M,N3) es sobreyectivo. En efecto, dado

N2 � N3 mor�smo sobreyectivo, y ϕ : M → N3 mor�smo de A-m�odulos, nos

gustar��a completar el diagrama siguiente

M

ϕ

��

∃?

}}

N2
// // N3

No es dif��cil notar que esto es imposible para N2 = Z � N3 = Z/2Z,
M = Z/2Z y ϕ : Z/2Z→ Z/2Z es la identidad, ya que HomZ(Z/2Z,Z) = {0}.

De�nici�on 4.2.64 (m�odulo proyectivo). � Un A-m�odulo P es proyec-

tivo si para todo mor�smo sobreyectivo f : N2 � N3, el pushforward

f∗ : HomA(P,N2)→ HomA(P,N3)

es sobreyectivo.

Ejercicio 4.2.65. � Probar que un m�odulo libre es proyectivo.

¡Atenci�on! � Si 0 → M1 → M2 inyectivo, no necesariamente el mor�smo

HomA(M2, N) → HomA(M1, N) es sobreyectivo. En efecto, dado M1 ↪→ M2

mor�smo inyectivo, y ϕ : M1 → N mor�smo de A-m�odulos, nos gustar��a

completar el diagrama siguiente

N

M1

ϕ

OO

� � // M2

∃?
aa

Es decir, extender el mor�smo ϕ de M1 a M2. Sin embargo, esto es imposible

para ι : M1 = 2Z ↪→M2 = Z dado por la inclusi�on, N = Z y ϕ : 2Z→ Z dado

por ϕ(n) = n
2 , puesto que si existiera ψ : Z→ Z de tal suerte que el diagrama

conmute entonces tendr��amos que 2 7→ ι(2) = 2 7→ ψ(2) = 2ψ(1) 6= ϕ(2) = 1.

De�nici�on 4.2.66 (m�odulo inyectivo). � Un A-m�odulo I es inyectivo

si para todo mor�smo inyectivo f : M1 ↪→M2, el pullback

f∗ : HomA(M2, I)→ HomA(M1, I)

es sobreyectivo.
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Ejercicio 4.2.67. � La noci�on de m�odulo inyectivo es muy importante en

�algebra homol�ogica, y fue introducida por Baer en 1940. El criterio de Baer

se�nala que un A-m�oduloM es inyectivo si y s�olo si todo mor�smo de A-m�odulos

ϕ : I →M desde un ideal I ⊆ A se extiende a un mor�smo Φ : A→M .

Demostrar, usando el criterio de Baer, que Q es un Z-m�odulo inyectivo.

4.2.8. Lema de la serpiente. �

Recuerdo 4.2.68. � Sea f : M → N un mor�smo de A-m�odulos, entonces

0→ ker(f)
ι−→M

f−→ N
p−→ coker(f)→ 0

es una sucesi�on exacta, donde ι : ker(f) ↪→ M es el mor�smo de inclusi�on y

p : N � coker(f) := N/ Im(f) es la proyecci�on can�onica al cociente.

El resultado siguiente, conocido comunmente como lema de la serpiente,

prueba la existencia del llamado mor�smo de conexi�on. Esto �ultimo es un

paso crucial para el estudio de grupos de cohomolog��a en �algebra homol�ogica.

Lema 4.2.69 (de la serpiente). � Sea

0 // M1
f
//

α

��

M2
g
//

β
��

M3
//

γ

��

0

0 // N1
f ′
// N2

g′
// N3

// 0

un diagrama conmutativo de A-m�odulos , donde las �las son sucesiones exactas

cortas. Entonces existe una sucesi�on exacta(6)

0→ ker(α)→ ker(β)→ ker(γ)
δ−→ coker(α)→ coker(β)→ coker(γ)→ 0,

donde δ es llamado el mor�smo de conexi�on.

Idea de la demostraci�on. � Como es de esperar, la demostraci�on es mediante

cacer��a de diagramas. M�as precisamente, consideramos el diagrama siguiente

(6)Comunmente, una sucesi�on exacta que no es corta es llamada una sucesi�on exacta larga.

As��, el lema de la serpiente puede resumirse en: dado un mor�smo entre dos sucesiones

exactas cortas, existe una sucesi�on exacta larga de kernels y cokernels asociada.
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0

��

0

��

0

��

0 // ker(α)
fK

//

ι1
��

ker(β)
gK

//

ι2
��

ker(γ)

ι3
��

δ

//

0 // M1
f

//

α

��

M2
g

//

β

��

M3
//

γ

��

0

0 // N1
f ′

//

p1
��

N2
g′

//

p2
��

N3
//

p3
��

0

coker(α)

��

f ′C // coker(β)

��

f ′C // coker(γ)

��

// 0

0 0 0

donde fK y gK (resp. f ′C y g′C) son mor�smos inducidos por f y g a nivel

de kernels (resp. inducidos por f ′ y g′ a nivel de cokernels). Por ejemplo, si

m ∈ ker(α) ⊆ M1 entonces f(m) ∈ M2 veri�ca β(f(m)) = f ′(α(m)) = 0, y

luego f(m) ∈ ker(β). As��, el mor�smo fK(m) := f(m) est�a bien de�nido.

El mor�smo de conexi�on

δ : ker(γ)→ coker(α)

se de�ne a trav�es de la siguiente cacer��a de diagramas: Sea m3 ∈ ker(γ). Dado

que g es sobreyectivo, existe m2 ∈M2 tal que m3 = g(m2). M�as a�un,

g′(β(m2)) = γ(g(m2)) = γ(m3) = 0,

y luego β(m2) ∈ ker(g′) = Im(f ′). En particular, existe n1 ∈ N1 tal que

β(m2) = f ′(n1). De�nimos δ(m3) como la imagen de n1 ∈ N1 en el cociente

coker(α) = N1/ Im(α).

Ejercicio 4.2.70. � Veri�car que δ est�a bien de�nido y que la sucesi�on de

kernels y cokernels es exacta.

Observaci�on 4.2.71 (cohomolog��a). � Si ϕ• : M• → N• es un mor-

�smo de complejos de A-m�odulos (ver De�nici�on 4.2.55), entonces el kernel

K• := {ker(ϕi)}i∈Z y el cokernel C• := {coker(ϕi)}i∈Z son complejos con
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diferenciales inducidos por M• y N•, respectivamente. Por consiguiente, tiene

sentido hablar de sucesiones exactas de complejos.

Como mencionamos anteriormente, la principal aplicaci�on del lema de la

serpiente es el estudio de grupos de cohomolog��a. M�as precisamente, si

0→ L•
α•−→M•

β•−→ N• → 0

es una sucesi�on exacta de complejos de A-m�odulos, entonces el lema de la

serpiente implica que existe una sucesi�on exacta larga

· · · δ
i−1

−−−→ Hi(L•)
Hi(α•)−−−−→ Hi(M•)

Hi(β•)−−−−→ Hi(N•)
δi−→ Hi+1(L•)

Hi+1(α•)−−−−−−→ · · ·

a nivel de grupos de cohomolog��a, donde los {δi}i∈Z son los mor�smos de

conexi�on asociados y los Hi(α•),Hi(β•) son los mor�smos asociados a α y β

(ver Ejercicio 4.2.56).

4.2.9. Producto tensorial de m�odulos. �

Recuerdo 4.2.72. � Sean V y W dos k-espacios vectoriales. Existe un es-

pacio vectorial T := V ⊗W , el cual es �unico m�odulo un �unico isomor�smo,

junto con una aplicaci�on bilineal t : V × W → T veri�cando la propiedad

universal siguiente: para todo k-espacio vectorial U y toda aplicaci�on bilineal

b : V ×W → U , existe una �unica aplicaci�on lineal b̂ : T → U tal que b = b̂ ◦ t.

V ×W

t
##

b // U

T
∃! b̂

??

En otras palabras,

{b : V ×W → U bilineal} ∼= Homk -e.v.(V ⊗W,U).

Esta construcci�on se extiende verbatim al contexto de A-m�odulos.

De�nici�on 4.2.73 (forma bilineal). � SeanM,N,P tres A-m�odulos. Una

aplicaci�on

b : M ×N → P

es A-bilineal si para todo m ∈M (resp. n ∈ N) la aplicaci�on

b(m, ·) : N → P (resp. b(·, n) : M → P )

es un mor�smo de A-m�odulos.

Ejemplo 4.2.74. � Sea A un anillo.
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1. Si B es un A-�algebra, el producto

B ×B −→ B

(b1, b2) 7−→ b1b2

es A-bilineal.

2. Si M,N son A-m�odulos, la aplicaci�on

M ×HomA(M,N) −→ N

(m,ϕ) 7−→ ϕ(m)

es A-bilineal.

Notaci�on 4.2.75. � Sea A un anillo y sean M,N,P tres A-m�odulos. Deno-

taremos por

BilA(M ×N,P ) := {b : M ×N → P aplicaci�on A-bilineal}

al A-m�odulo de aplicaciones A-bilineales de M ×N en P .

Teorema 4.2.76. � Sean M,N dos A-m�odulos. Entonces existe un A-

m�odulo M ⊗A N dotado de una aplicaci�on A-bilineal

t : M ×N −→M ⊗A N
(m,n) 7−→ t(m,n) := m⊗ n

veri�cando que para todo A-m�odulo P y toda aplicaci�on A-bilineal b : M×N → P ,

existe un �unico mor�smo de A-m�odulos b̂ : M ⊗A N → P tal que b = b̂ ◦ t.

M ×N

t
&&

b // P

M ⊗A N
∃! b̂

::

En otras palabras, HomA(M ⊗A N,P ) ∼= BilA(M × N,P ). M�as a�un, el par

(M ⊗A N, t) es �unico m�odulo un �unico isomor�smo.

Idea de la demostraci�on. � Considerar el A-m�odulo libre A(M×N) con base

can�onica {e(m,n)}(m,n)∈M×N y cocientar por el sub-m�odulo

K = 〈e(m+m′,n) − e(m,n) − e(m′,n), e(m,n+n′) − e(m,n) − e(m,n′),

e(am,n) − ae(m,n)(a ∈ A), e(m,an) − ae(m,n)(a ∈ A)〉A.

De�nimos M ⊗A N := A(M×N)/K y m ⊗ n := e(m,n) mod K. La aplicaci�on

t : M ×N →M ⊗AN, (m,n) 7→ m×n es bilineal por construcci�on, y veri�ca

la propiedad universal deseada.
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Del mismo modo que para espacios vectoriales, las siguientes propiedades

son consecuencia de la construcci�on anterior y de la propiedad universal del

producto tensorial.

Proposici�on 4.2.77. � Si M,M ′, N,N ′ son A-m�odulos, entonces:

1. Functorialidad: Si ϕ : M → N y ψ : M ′ → N ′ son mor�smos de

A-m�odulos, entonces existe un �unico mor�smo de A-m�odulos

ϕ⊗ ψ : M ⊗AM ′ → N ⊗A N ′

tal que (ϕ⊗ ψ)(m⊗m′) = ϕ(m)⊗ ψ(m′) para todos m ∈M , m′ ∈M ′.
2. Propiedades monoidales: Hay isomor�smos can�onicos

a) A⊗AM
∼−→M, a⊗m 7→ am(7).

b) (M⊕M ′)⊗AN
∼−→ (M⊗AN)⊕(M ′⊗AN), (m,m′)⊗n 7→ (m⊗n,m′⊗n).

c) M ⊗A N
∼−→ N ⊗AM, m⊗ n 7→ n⊗m.

d) M⊗A (M ′⊗AN)
∼−→ (M⊗AM ′)⊗N, m⊗(m′⊗n) 7→ (m⊗m′)⊗n.

Ejercicio 4.2.78. �

a) Sea A un anillo y M un A-m�odulo. Probar que para todo n ∈ N≥1 se

tiene que

An ⊗AM ∼= Mn.

b) Sea G un grupo abeliano (i.e., un Z-m�odulo) �nito. Probar que

G⊗Z Q = 0.

c) Probar que si m,n ∈ N≥1 son coprimos, entonces

(Z/mZ)⊗Z (Z/nZ) = 0.

d) Sean V1 y V2 dos C-espacios vectoriales de dimension > 0. Veri�car

que los espacios V1 ⊗C V2 y V1 ⊗R V2 no son isomorfos como R-espacios
vectoriales.

(7)Con inversa dada por M → A⊗AM, m 7→ 1⊗m.





COMENTARIOS FINALES

Para �nalizar, quisiera se�nalar algunas referencias que me agradan y que

recomiendo a quienes deseen complementar los contenidos desarollados en el

presente texto.

1. Teor��a de Categor��as: Ver [ML98].

2. Teor��a de Grupos: Ver [Suz82, Suz86], as�� como el Cap��tulo II del

apunte [Deb13].

3. Teor��a de Representaciones: El Cap��tulo 2 de este texto est�a basado

en [Ser77]. Otra excelente referencia es [FH91].

4. �Algebra conmutativa: La teor��a de anillos conmutativos (i.e., aquella

que consideramos principalmente en el Cap��tulo 3) es llamada tambi�en

�algebra conmutativa. Recomiendo los textos [AM69, Rei95], as�� como

el Cap��tulo III del apunte [Deb10].

5. �Algebra homol�ogica: Recomiendo leer [Eis95, Lan02] para seguir

profundizando en aspectos algebraicos, y [BT82, Hat02] para aprender

la motivaci�on topol�ogica y geom�etrica.

6. Teor��a de Galois: Ver [Art98], as�� como el Cap��tulo I del apunte

[Deb10].

7. Teor��a algebraica de n�umeros: Ver [Sam70] para una introducci�on,

y [Neu99] para profundizar.

8. Geometr��a aritm�etica: Ver [Liu02].

9. Geometr��a algebraica: Una sugerencia (voluntariamente muy acotada)

es leer [Rei88, Har95, Mum95, Per08, Sha13], as�� como los apuntes

[Deb99, LP01].

Espero complementar versiones futuras de este texto con cap��tulos introduc-

torios a algunos de estos t�opicos.
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