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El objetivo de esta nota es probar el Teorema Fundamental del Algebra, enunciado por primera vez
por Peter Roth en 1608, y cuya primera demostraciéon rigurosa fue publicada en 1806 por Jean-Robert
Argand.
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Sea k un cuerpo y sea k[X] el anillo de polinomios con coeficientes en k en la variable X. Decimos que
k es algebraicamente cerrado si todo polinomio P € k[X] no-constante posee una raiz en k, es decir,
existe a € k tal que P(a) = 0. Gracias a la division euclideana de polinomios, esto altimo es equivalente a
que todo polinomio P no-constante posee exactamente gr(P) raices en k, contandolas con multiplicidad.
Con este lenguaje, el Teorema Fundamental del Algebra se enuncia de la siguiente manera.

Teorema. El cuerpo C de los nimeros complejos es algebraicamente cerrado.

Demostracion. Sea P € C[X] polinomio no-constante, i.e., gr(P) > 1. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que P es unitario, i.e., de la forma

PX)=X"+a X" ' 4+... +a,

Supongamos por contradiccion que P(z) # 0 para todo z € C. En particular, P(0) = a,, # 0.
Sea |-| la norma usual sobre C, i.e., si z = x4y entonces |z| = /22 + y2. Dado que lim |P(z)| = +o0,

|z| =00
existe R € R”? tal que para todo z € C tal que |z| > R se tiene que |P(z)| > a,. Notar que podemos
tomar Ry := méx{1,2na}, donde a = 4r111éx |a;|. En efecto, si |z2| > Rogy d € {1,...,n} entonces
i=1,...,n
| 29| |z| > 2na, y luego
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Dado que |u + v| > |u] — |v|, para |z| > Ry se tiene que
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Sea D = {z € C tal que |z|] < Rp} el disco de radio Ry centrado en 0. Dado que D es un conjunto cerrado
y acotado (i.e., compacto), el Teorema de Weierstrall asegura que la funcion continua f(z) := |P(z)|
alcanza su minimo ry en D. Méas atin, ry > 0 por hipdtesis.

Notar ademas que para todo z ¢ D se tiene
2) = |P(2)| = |an| = |P(0)| > o,
f(z) =1P(z)| = |an| = |P(0)] = ro
0eD
por lo que 79 es un minimo global de f(z), i.e., f(z) > ro para todo z € C.

Sea zgp € C tal que f(z0) = ro. Luego de realizar el cambio de variable z — z 4+ 2y y definiendo
Q(2) = P(20) "' P(z + 20), podemos reducirnos al caso donde zp = 1 y donde Q(0) = 1 es el minimo
global de g(z) := |Q(2)].

Notemos que @ es un polinomio de grado n, al igual que P. Denotemos por k el orden de anulacion en
0 del polinomio (Q — 1) € C[X], i.e

QIX)—1=bX"+ . +b0, X" QX)=1+bX"+.. +b, X",



donde by, # 0 (por definicion de orden de anulacion) y b, # 0 (por hipotesis).

Escribamos by = r¢? con r > 0y 0 € [0,2n[ y definamos para todo ¢ € R>?
2o 1= e Tk,
Dado que 2F = kel(m=0) = ¢k ™ =10 = ke~ tenemos que byzF = re’?(—eke ) = —rek| y luego

=1
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Q(z) =1 —ref +&%n(e), donde hie) = 7> bpyjal = —e O (bpprze + ... + b2l "),
j=1

Dado que lfH(l) =0y h’n(l) h(e) = 0, existe ¢ €]0, 1] tal que para todo ¢ €0, g¢] se tiene que
e— e—

reb <1y |h(e)] <
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de donde se deduce que
r

.
|Q(zzy)| = [1 = re§ +eghleo)| < [1—ref| + 566 =1 —reG + 5

r
618:1—§€]8<1,

lo cual contradice el hecho que 1 = Q(0) es el minimo global de g(z) = |Q(z)|. Asi, concluimos que
necesariamente P € C[X] posee una raiz en C. O



